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Sad riaj prvog dijela Matematitke metode

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Sadrzaj

@ Klasi¢na algebra vektora Dio II
Dio 111

@ Uved Dio IV

@ Orijentirana duZina Dio V

Dio VI

@ Vektor Gt VT
@ Zbrajanje vektora Dio VIII

Dio IX

@ MnoZenje vektora skalarom Dio X

@ Kolinearni i komplanarni vektori

@ Baza i koordinatizacija od V3

@ Skalarni produkt vektora

@ Koordinatni prikaz skalarnog produkta
@ Vektorski produkt vektora

@ Koordinatni prikaz vektorskog produkta
@ Mjedoviti produkt vektora




Sad riaj drugog dijela Matematicke metode

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

@ Analiti¢ka geometrija prostora

Sadrzaj
@ Stereometrija. Euklidski prostor Diol)
@ Kartezijev koordinatni sustav Dio Il
@ JednadZba ravnine B:‘; C'
@ Udaljenost to¢ke od ravnine [D):g z:l
@ Geometrijska interpretacija koeficijenata A, B, C, D Dio VIII
@ Segmentni oblik jednadZbe ravnine DigltX

L - Dio X
@ Polozaj dviju ravnina

@ JednadZba pravca

@ Kut dvaju pravaca

@ Kut pravca i ravnine

@ Udaljenost totke od pravca

@ Mimosmijerni pravci

@ Udaljenost mimosmjernih pravaca
@ Pramen ravnina

@ Snop ravnina




Sad riaj trec’eg dijela Matematitke metode

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

@ Vektorski prostori Divjak,
@ Algebarske strukture Damir Horvat
@ Binarna operacija

Sadrzaj
@ Grupoid. Polugrupa Dio |
. Dio I1
@ Monoid
@ Grupa Dio IV
oo o Dio V
@ Primjeri grupa Dio VI
Dio VII
° Pr.ste.n . Dio VIII
@ Primjeri prstena Dio IX
e Polje Dlo X
@ Primjeri polja
@ Vektorski ili linearni prostor

@ Primjeri vektorskih prostora

@ Linearna zavisnost i nezavisnost vektora
@ Linearni omotac skupa

@ Potprostor vektorskog prostora

@ Primjeri vektorskih potprostora

@ Baza vektorskog prostora

@ Egzistencija baze i dimenzija

@ Koordinatizacija vektorskog prostora

@ Transformacija koordinata




Sadrzaj cetvrtog dijela

@ Linearni operatori
@ Definicija linearnog operatora
@ Primjeri linearnih operatora
@ Zadavanje linearnog operatora
@ |zomorfizam vektorskih prostora
@ Rang i defekt
@ Matri¢ni zapis linearnog operatora
@ Primjeri matri¢nih zapisa
@ Ra&unanje slike vektora
@ |zomorfizam matrica i linearnih operatora
@ Odnos matri¢nih zapisa istog operatora
@ Karakteristi¢ni polinom
@ Minimalni polinom
@ |nvarijantni potprostori
@ Svojstvene vrijednosti
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Sadrzaj petog dijela

@ Polinomi
@ Definicija polinoma
@ Prsten polinoma
@ Jednakost polinoma
@ Odredenost polinoma
@ Dijeljenje polinoma
@ Hornerov algoritam
@ Razvoj polinoma po potencijama od =z — a
@ Najveca zajedni¢ka mjera polinoma
@ Kompleksni brojevi
@ Nulto&ke polinoma
@ Cjelobrojne nultotke
@ Racionalne nultocke
@ Kompleksne nultotke
@ Simetri¢ne jednadzbe
@ Cardanova formula
@ Ferrarijeva metoda
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Damir Horvat

Sadrzaj
I




Sadrzaj Sestog dijela N fomatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

L - Sadrzaj
@ Funkcije vige varijabli S

@ Osnovne definicije

@ Nivo-linije

o Kvadrike u R*

@ Otvoreni i zatvoreni skupovi u ravnini
@ Limes funkcije vise varijabli

@ Parcijalne derivacije

@ Parcijalne derivacije viSeg reda

@ Diferencijabilnost funkcije

@ Usmjerena derivacija

@ Teorem srednje vrijednosti za funkcije viSe varijabli
@ Parcijalno deriviranje sloZenih funkcija
@ Derivacija implicitno zadane funkcije
@ Ekstremi funkcija dvije varijable

@ Uvjetni ekstremi




Sadrzaj sedmog dijela

@ Plohe u prostoru
@ Zadavanje plohe
o Sfera i elipsoid
@ Torus
@ Rotacijske plohe
@ Prav&aste plohe
@ Tangencijalna ravnina i normala plohe
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Sadrzaj osmog dijela

@ Krivulje u prostoru
@ Definicija krivulje
@ Jednadzba tangente na prostornu krivulju
@ Duljina luka krivulje
@ Reparametrizacija krivulje
@ Oskulacijska ravnina
@ Frenetov trobrid
@ Fleksija i torzija
@ Frenetove formule
@ Krivulje parametrizirane opéim parametrom
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Sadrzaj devetog dijela

@ Dvostruki integral
@ Problem povrsine
@ Jednostruki integral
@ Dvostruke sume
@ Integriranje po pravokutniku
@ Integriranje po omedenom skupu
@ Svojstva dvostrukog integrala
@ Racdunanje dvostrukog integrala
@ Zamjena varijabli u dvostrukom integralu
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Sad riaj desetog dijela Matematitke metode

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Sadrzaj
Dio |
Dio Il
Dio Il
Dio IV
@ Obi¢ne diferencijalne jednadZbe D:‘; Vv
T Dio VI
o Osnovn? defln.l.cue. AT
@ Separacija varijabli Dio VIII
@ Homogene diferencijalne jednadzbe picliX
@ Egzaktne diferencijalne jednadzbe
@ Eulerovi multiplikatori
@ Linearne jednadzbe 1. reda
@ Bernoullijeva jednadzba

@ Diferencijalne jednadZbe viseg reda




Dio |

Klasi¢na algebra vektora
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s Matematicke metode
S d d I’ZEI_] za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

X vod
@ Klasi¢na algebra vektora Orijentirana duzina

Vektor

© Uvod Zbrajanje vektora

@ Orijentirana duZina MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori

@ Vektor Baza i koord. od V3

@ Zbrajanje vektora Skalarni _':d“kt

. ikaz
@ MnoZenje vektora skalarom produkt

ikaz
MijeSoviti produkt

@ Kolinearni i komplanarni vektori

@ Baza i koordinatizacija od V3

@ Skalarni produkt vektora

@ Koordinatni prikaz skalarnog produkta
@ Vektorski produkt vektora

@ Koordinatni prikaz vektorskog produkta
@ Mjedoviti produkt vektora




Matematicke metode
Uvod

za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora

. iy BUvod
dvije vrste veli€ina: Orijentirana duzina
Vektor
@ skalari — odredeni jednim brojem Zbrajanje vektora

MnozZenje skalarom
- 5 - - 5 - Kol. i kompl. vektori
@ vektori — iznos i smjer (sila, brzina) Baza i koord. od V°
Skalarni produkt
Koord. prikaz

Vektorski produkt
Vektorska algebra Koordprkaz
MijeSoviti produkt

o utemeljitelj nizozemac Simon Stevin (1548 - 1620)

@ razvili je Grassman (1809 - 1877) i Hamilton (1805 -
1865)

@ Siroka primjena u matematici, fizici, inZenjerstvu




Orijentirana duzina

E?® — standardni 3-dim Euklidski prostor
dvije totke A, B € E3
uredeni par (A, B) = AB - orijentirana duzina

A poletak, B kraj

)
A A

definicija zorno
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Duljina vjak,
—_— —_— Damir Horvat
|AB| = |AB]
Klasi¢na algebra vektora
S . Uvod
mjer [WOrijentirana duzina
. = . Vektor
Smjer od AB je odreden pravcem AB TR ke
X 3 . X . X MnozZenje skalarom
— smjer u E° je klasa ekvivalencije paralelnih pravaca Kol. i kompl. vektori

Baza i koord. od V3
Skalarni produkt

Orijentacija Koord. prikaz

Vektorski produkt
Koord. prikaz
MijeSoviti produkt

/ /

/ /

/ /

iste orijentacije razli¢ite orijentacije




AB + BA

Na skupu D = E3 x E3 svih orijentiranih duZina
definiramo relaciju ekvivalencije:

AB = CD akko orijentirane duZine imaju isti smjer,

duljinu i orijentaciju

Ekvivalentna definicija
AB = OD akko du¥ine AD i BC imaju isto poloviste
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Matematicke metode
za informaticare
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Klasi¢na algebra vektora
Uvod
Orijentirana duzina
Vektor
Zadatak 1 0 Zbrajanje vektora
N oo HSRL H MnozZenje skalarom
DokaZite da su te dvije definicije ekvivalentne. Kol, | Kaoapl, vektord
Baza i koord. od V3
... Skalarni produkt
Propozicija 1. o [ilier
produkt

14_B> = @ = 14_C= = _B_D> Mje§0\.lit ipk:)zdukt




Vektor je klasa ekvivalencije orijentiranih duzina
45| - {PGep|PG=1B) -4
Kvocijentni skup (skup svih klasa ekvivalencije)
Vi=D/=

— elemente iz V3 zovemo vektori
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Klasi¢na algebra vektora

U

Zbrajanje vektora
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Propozicija 2. Divjak,
5= o 5o o - Damir Horvat
Neka je @ € V3 i A € E3. Tada postoji jedinstvena to&ka e
3 o Klasi¢na algebra vektora
B € E° takva da je d = [AB] i
Orijentirana duzina
— kazemo da smo vektor @ nanijeli iz totke A ﬁvekma

MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3

NUIVEktOI’ 6 = [ﬂ] Skalarni produkt

Koord. prikaz

Vektorski produkt

Suprotni vektor od @ = |:14—B>:| je vektor —a = [ﬂ}

Duljina, smjer i orijentacija vektora @ = [A_Bj je po
definiciji duljina, smjer i orijentacija od AR ili bilo kojeg
drugog njegovog predstavnika.
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Klasi¢na algebra vektora

u
Propozicija 3.

Zbrajanje vektora

Svaki vektor je jednozna&no odreden svojom duljinom, Mnozenje skalarom
o o oo oo Kol. i kompl. vektori
smjerom | Orl_]entacl_]om. Baza i koord. od V3

Skalarni produkt
Koord. prikaz

Vektorski produkt
Zadatak 2' Koord. prikaz

Karakterizirajte suprotne vektore. Mjesoviti produkt




Zbrajanje vektora

Definiramo binarnu operaciju
s:V3IxV3 s

koju zovemo zbrajanje vektora i oznadavamo sa

C=d+b= [A_B’} + [B—C’} e [A_C’}

— zbrajanje vektora je dobro definirano, ne ovisi o izboru

predstavnika
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Pravilo trokuta

AB + BC = AC
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Pravilo paralelograma

OA+ 0B =0C
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Teorem 1.
(V3,+) je komutativna grupa.

Oduzimanje vektora
i-b=ad+(-b)

o A

OA—-OB=0A+BO=BO+0A4=
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MnoZenje vektora skalarom

— produljivanje (rastezanje, dilatacija) i skradivanje
(stezanje, kontrakcija) vektora

MnoZzenje vektora realnim brojevima je preslikavanje
m:RxV3-Vv3

gdje vektor m(\, @) pisemo kratko kao A\@ i nazivamo
produktom realnog broja i vektora, a definiran je na
sljedeci nadin:
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Uvod

Orijentirana duZina

Vektor

Zbrajanje vektora
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Kol. i kompl. vektori

Baza i koord. od V3

Skalarni produkt

Koord. prikaz
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duljina: |A\d| = |)||d]
smjer: smjer od \d je isti kao i od @

—

orijentacija: ako je A > 0, tada su vektori \d i @
istih orijentacija; ako je A\ < 0, tada su vektori A\@ i @
suprotnih orijentacija

o

©00

A=—

Nl
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Propozicija 4.

Klasi¢na algebra vektora

N = oo =5 = Uvod
)\a =0& )\ =0 ili a=0. Orijentirana duzina
Vektor

Zbrajanje vektora
Dokaz. EiRGZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
o o_no oo o E — ~ = = Skalarni produkt
Iz definicije slijedi da je 0-@ =0 i isto tako A- 0 =0 Koord. prikaz
Vektorski produkt

Koord. prikaz

. . MijeSoviti produkt
Ai=0=|Ad = 0] =|A-|d =0

IAl,|a@ €R = |[A| =0ili |a] =0

Dakle, A =0 ili @ = 0. v,




Teorem 2.

MnoZenje vektora realnim brojevima ima ova svojstva:

Q kvaziasocijativnost: \(pa) = (Ap)ad
@ posjedovanje jedinice: 1-a = a
(8] distribLitivnost u odgosu na zbrajanje vektora:
ANa+b)=Xa+ b
© distributivnost u odnosu na zbrajanje skalara:
(A +p)ad = Aa+ pa
za sve \,u € R id’,ge V3.
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Uvod

Orijentirana duZina

Vektor

Zbrajanje vektora
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Kolinearni i komplanarni vektori

— vektori su kolinearni ako imaju isti smjer

— po dogovoru, nulvektor je kolinearan sa svakim
vektorom

— vektori su komplanarni ako su paralelni s istom
ravninom

Propozicija 5.

@b e V3,a+0 su kolinearni = 3\ € R, b = \d.

Dokaz.
A= ||§|\' ako su @ i b istih orijentacija,
A= —%, ako su @ i I;suprotnih orijentacija.
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Propozicija 6. Klasi¢na algebra vektora
= — Uvod
Neka su d@,b € V3 ia, € R. Neka je €= ad + (3b. Orijentirana duina

Vektor
Zbrajanje vektora
MnoZenje skalarom

Onda su vektori d, b, ¢ komplanarni.

rodukt
ikaz

produkt
ikaz
MijeSoviti produkt
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Teorem 3.
- T = . . s . . Klasi¢na algebra vektora
Neka su @,b € V3 nekolinearni vektori, a €€ V3 bilo koji Uvod

Orijentirana duZina

Vektor

Zbrajanje vektora

. o = s =0 MnozZenje skalarom

a, 0 € R takvi da je ¢ = ad + Bb. pl. vektori
Baza i koord. od V'
Skalarni produkt
Koord. prikaz

vektor komplanaran s @ i b. Tada postoje jedinstveni

Teorem 4. Vektorski produkt
- 7 = 3 . - - Koord. prikaz
Neka su @, b,c € V> nekomplanarni vektori. Ako je MieSoviti produkt

d € V3 bilo koji vektor, onda postoje jedinstveni
a,B,7 € R takvi da je d = ad + b + €.




Baza i koordinatizacija od V3

Svaku uredenu trojku

B = (617 a:27 C_i:*l)

nekomplanarnih vektora iz V3 zovemo baza prostora V3.

B zovemo jos koordinatna baza ili koordinatni sustav
3
za V>,

T
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Uvod

Orijentirana duZina

Vektor

Zbrajanje vektora

MnozZenje skalarom

Kol. i kompl. vektori
ord. od V3

Skalarni produkt

Koord. prikaz

Vektorski produkt
Koord. prikaz
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Lijeva i desna baza N fomatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
A3z Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora

Uvod

n Orijentirana duZina

Vektor

Zbrajanje vektora

MnozZenje skalarom

Kol. i kompl. vektori
ord. od V3

Skalarni produkt

Koord. prikaz

Vektorski produkt
Koord. prikaz
MijeSoviti produkt

((_)7{1, (_)_Zz, (_)23) je desna baza

((ﬂl, (ﬂz, (ﬂ3) je lijeva baza




Iz slijedi da svaki vektor @ € V3 ima jedinstveni
prikaz u odabranoj bazi B = (a1, @2, d3), tj. postoje
jedinstveni a1, ap, as € R takvi da je

a = a1a1 + ands + azas.

KaZemo da je vektor @ prikazan kao linearna kombinacija
vektora dy, do, d3.

Preslikavanje & : V2 — IR3 definirano sa
k(@) = k(a1@1 + azdz + a3dz) = (a1, a2, a3)

zovemo koordinatizacija prostora V3 u odnosu na
odabranu bazu B.
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Propozicija 7.
Preslikavanje k je bijekcija.

/bog prethodne propozicije, uz odabranu bazu

B = (61, ap, 63), vektor @ = aa; + apay + azas
poistovjecujemo s uredenom trojkom realnih brojeva

(a1, a2, 3) i pisemo @ = (a1, an, a3). Brojeve ag, an, a3
zovemo koordinate vektora @ s obzirom na bazu B.
Uredenu trojku (g, ap, a3) zovemo koordinatna trojka ili
koordinatni slog vektora d. Vektore aydy, anxdy, azds
zovemo komponente vektora @ u smjerovima koordinatnih

vektora.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora

Uvod

Orijentirana duZina

Vektor

Zbrajanje vektora

MnozZenje skalarom

Kol. i kompl. vektori
ord. od V3

Skalarni produkt

Koord. prikaz

Vektorski produkt
Koord. prikaz
MijeSoviti produkt




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

s oo Divjak,
PrOPOZIcUa 8' - Damir Horvat
Neka su @ = (a1, az,a3) i b= (81,2, 33) vektori iz V3,

o o0 o o o o Klasi¢na algebra vektora
dani svojim koordinatama u nekoj odabranoj bazi. Onda Uvod
o o o Orijentirana duZina
je u toj bazi Vektor

Zbrajanje vektora

N MnozZenje skalarom
a+b=(a1+ f1,02 + 2,03 + (3). Kol ilomplektod
Skalarni produkt

Koord. prikaz
Vektorski produkt

Dokaz.
Neka je B = (@3, @, d3) odabrana baza.

@+ b= (@1 + axda + a3d@3) + (f1d@1 + Bodz + P3d3) =
= (o1 + f1)d1 + (a2 + B2)dz + (a3 + [3)ds.
Stoga je @+ b = (a1 + 51, 22 + B2, a3 + B3). Q@




Matematicke metode
za informaticare

PrOpOZiCija g- prof.dr.sc. BlaZzenka

Neka je @ = (a1, a0, a3) vektor iz V3, a A € R. Tada je L

)\(—1’ — ()\041 , )\062, )\043 ) . KlIJavs;fjna algebra vektora

Orijentirana duZina

. ; - Vektor
Specijalno je —d = (—ou, —ag, —a3). Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
P T 10 ord. od V3
rOPOZ|CUa . Skalarni produkt

- - .- 3 Koord. prika:
Neka sua= (a17 a27 a3) 1 b - (/617/627ﬁ3) Vektor’ 1z V 7 Vektorskinprozdukt
razli¢iti od nulvektora. Ti su vektori kolinearni akko su im
koordinate proporcionalne, tj. vrijedi

a1 iaz=pF1: B B

Zadatak 3.
DokaZite propoziciju 9 i propoziciju 10.




Skalarni produkt vektora

@+#0, b#0 bilo koja dva vektora iz V3
i= 04|, b= [5§]

kut <t(@,b) tih vektora definiramo kao mjerni broj
neorijentiranog kuta <AOB koji je u intervalu [0, 7] Ako
je bar jedan od vektora @, b nulvektor, pojam kuta se ne
definira.

Pojam kuta je dobro definiran, tj. ne ovisi o izboru
predstavnika (kutovi s paralelnim kracima).

|z definicije slijedi <t(d@,b) = <i(b, @).
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Damir Horvat
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Uvod

Orijentirana duZina
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Baza i koord. od V3

Koord. prikaz
Vektorski produkt




Matematicke metode
za informaticare

B B f.d Blazenk:
prot.dr.sc. azenka
Divjak,
Damir Horvat
Klasi¢na algebra vektora
Uvod
> - Orijentirana duZina

'A Vektor
Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
a - T v C =0 o I Kol. i kompl. vektori
Ako je <t(a,b) = 5 kaZemo da su vektori @ i b okomiti i Baza i koord. od V3
pi§em0 (T 1 b. Koord. prikaz

Vektorski produkt

o = o o . . — .« s Koord. prik:
Vektori @ i b su kolinearni akko <¢(a@,b) = 0 (istih MieSoviti produkt

orijentacija) ili <t(@,b) = m (suprotnih orijentacija).




Neka je
w:V3IxV3ISR
preslikavanje definirano na sljedeéi nacin:
Q ako jg bar jedan od vektora @ i b nulvektor, onda je
w(d@,b) =0
Q akojed#0 i 57&6, onda je

u(

Preslikavanje u se zove skalarno mnoZzenje, a u(@,b)
skalarni produkt vektora @ i b

-

8) = - [Bl - cos (@, b)

QL
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3

Koord. prikaz
Vektorski produkt
Koord. prikaz
MijeSoviti produkt




Krace oznake:
w@,b)=a-b=ab
cos <i(@,b) = a

Propozicija 11.

Neka su @ # 0 i b+ 0 vektori iz V3. Ti su vektori okomiti

akko d-b=0.

Dokaz.

@lb= <(ab)

a-b=0=|d|-|b|-cos(a,b)=0
KakOJea#Olb;«éO slijedi cos (d, ) 0.
<I(c7,b)e[0,7r]:><1((i',b):§ Q@

Q)

S

[l
=
=

(a)

O

(2]

|
Il
(@]

s
5 =
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prof.dr.sc. Blazenka
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Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora

Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
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Baza i koord. od V3

Koord. prikaz
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Koord. prikaz
MijeSoviti produkt




a>=d-d=|dl-|d-cos0 =|al?
Propozicija 12.
Za svaki izbor @,b € V3 vrijedi

+b6)2 =a+2ab+b2

ST

(

Teorem 5.

Skalarno mnoZenje vektora ima ova svojstva:

© komutativnost: @b = b
Q kvaziasocijativnost: (\@)b = A\(@b)
© distributivnost prema zbrajanju:
ilb+¢c)=dab+ac
© pozitivna definitnost:
@>0, ?=0&3d=0
za svaki izbor d, E_;, ceV3ileR.
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prof.dr.sc. Blazenka
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Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod
Orijentirana duZina
Vektor
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Kol. i kompl. vektori
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Vektorski produkt
Koord. prikaz
MijeSoviti produkt




Korolar 1.
Za skalarno mnoZenje vrijedi

Q @(\b) = A(@b) VAER, Va,be V3,
Q (@+b)e=adé+bé Vabce V3.

Projekcija vektora na vektor

=
3
Ql
8
QU
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod
Orijentirana duZina
Vektor
Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3

Koord. prikaz
Vektorski produkt
Koord. prikaz
MijeSoviti produkt




Koordinatni prikaz skalarnog produkta

Koordinatna baza B = (;, 7, E) u V3 je ortonormirana
ako vrijedi:
Q [if =il =k =1,
Qilj, jLlk kL7
Koordinate vektora s obzirom na ortonormiranu bazu
zovemo ortogonalne ili pravokutne koordinate.

I [F]
ifl1]o]o
ilol1]o
kElolol1
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Propozicija 13. Divjak,
Neka su d = (a1, g, a3) ib= (B1, B2, 33) vektori iz V3 Damir Horvat
dani svojim pravokutnim koordinatama. Onda je Ksiagetapstar
. Orijentirana duZina
ab= o101 + azfz + azfs. Zovajanie vektora

MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt

Dokaz.

—

@b = (cai+ an) + azk )(Bri + o] + B3k ) =
= 16172 4+ 1 fBai § + a1fsik + 2] i + anfa) >+
B k4 aPrki+ asfok j + azfsk? =

=101 + a2 + a3f3




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Korolar 2. S
Neka je d = (a1, az, a3) bilo koji vektor dan svojim Damir Horvat

pravokutnim koordinatama. Onda je Klasitna algebra vektora
Uvod
Orijentirana duZina

— Vektor

’a‘ =14/ a% == O[% =+ a% 0 Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3

Skalarni produkt
Korolar 3.

Neka su a = (al, oo, a3) ig: (,31,52,ﬁ3) vektori iz V3
dani svojim pravokutnim koordinatama razli¢iti od
nulvektora. Tada je

101 + axfz + asf3
\/a§+a§+a§-\/ﬂf+5§+ﬂ§

cos (@,b) =




Korolar 4.

Vektori a = (011, a9, 013) ig: (61, 02, ﬁ3) iz V3 dani
svojim pravokutnim koordinatama su okomiti akko vrijedi
11 + a2 + azf3 = 0.

Neka je (7,7, k ) ortonormirana baza u V3 te @ # 0
proizvoljni vektor, @ = (a1, a2, a3).

Y1 = <I(C_i’z)7 P2 = 4(67;)3 Y3 = <I((_iv E)
Tada je

o o3
COS g = ﬁ’ COS (3 = ﬁ

ay
cos 1 = m,

Brojeve cos ¢1, cos @2, cos p3 zovemo kosinusi smjera
vektora a.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt

Vektorski produkt
Koord. prikaz
MijeSoviti produkt




Propozicija 14.
Za kosinuse smjera bilo kojeg vektora a vrijedi

cos? w1+ cos? P2 + cos? p3 = 1.
Propozicija 15.

Kosinusi smjera vektora @ € V3 jednaki su pravokutnim
koordinatama jedini¢nog vektora dg u smjeru tog vektora.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt

Vektorski produkt
Koord. prikaz
MijeSoviti produkt




Vektorski produkt vektora N fomatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

3 3 3 Klasi¢na algebra vektora

Neka je v : V> x V2 — V2 preslikavanje kod kojeg je za Uvod y
Orijentirana duZina

Vektor

Zbrajanje vektora

MnozZenje skalarom

—

svaki izbor @,b € V3 vektor v(@,b) = € definiran na

Sljede(ﬁ nadin: Kol. i kompl. vektori
ey = Baza i koord. od V3
Q Ako su @ i b kolinearni vektori, tada je ¢ =0 Skalarnl produkt

Koord. prikaz

o 5 o o a Koord. prikaz
@ Ako @ i b nisu kolinearni, tada: MieSoviti produkt

(a) duljina od @ dana je sa || = || - [b] - sin(@, b)

(b) smjer od ¢ je okomit na smjer od @ i na smjer od b

—

Cc) orijentacija od ¢ je takva aa uredena trojka (a, _’,c
ij ija od C je takva d d jka (@, b
predstavlja jednu desnu bazu u V3




Preslikavanje v se zove vektorsko mnoZenje, a
v(@,b) € V3 vektorski produkt vektora @ i b.

Kratko piemo: v(d@,b) =@ x b.

Propozicija 16.
Vektorsko mnoZenje je antikomutativno, tj. vrijedi

-,

bxad=—(axb)

za sve d,be V3.
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prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt
Koord. prikaz

Koord. prikaz
MijeSoviti produkt




Propozicija 17.

axb=0<«d i bsu kolinearni.

Dokaz.

Ako su @ i b kolinearni, tada je po definiciji @ x b =

Neka je @ x b=0. Tada je

|@x b| = |d| - |b] - sin(d@,b) =0

—

Sto povlatidaje@=0ili b=

Dakle, u svakom sluéaju,

-
—

al

0
s

ili <(@,b) € {0, }.
u kolinearni.

0.

Q
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt
Koord. prikaz

Koord. prikaz
MijeSoviti produkt




Matematicke metode
za informaticare

. _ae prof.dr.sc. Blazenka
Prop02|.cua 18. - . Divjak,
Za svaki vektor @ € V> jed x d = 0. Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod
Orijentirana duZina

Propozicija 19.

Ako vektori @ i b nisu kolinearni, tada je |a x b| jednak St
L. i ) Zbrajanj.e vektora
povrsini paralelograma razapetog tim vektorima. MnoZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt
Dokaz. Koord. prikaz
P = |d@|v = |@||b|sin (a@,b) = |@ x D] O T
MijeSoviti produkt
______________ 7
/
; / -
v i Y= <(a7 b)
/ R
) v =1b|sing
@ ;//




Teorem 6.
Vektorsko mnoZenje ima ova osnovna svojstva:

@ kvaziasocijativnost:
(\@) x b= A@xb), VAER, Vd,be V3

—. —

ax(\b)=Aa@xb), VAeR, Va,beV3

@ distributivnost:

ix(b+¢)=(@xb)+(@x¢c), vab,ceV?
(@+b)xc=(ax &)+ (bx¢E), Va,beceV?
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prof.dr.sc. Blazenka
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Matematicke metode

Vektorsko mnoZenje nije asocijativno: za informatiare
prof.dr.sc. Blazenka
— “ — — " - Divjak,
(a X b) X C # a X (b X C) Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3

Ql
=
oy

(ax 5] xC o) Skalarni produkt
Koord. prikaz
produkt
5 Koord. prikaz

MijeSoviti produkt

Q,




Vektorsko mnoZenje ne posjeduje jedinicu, tj. vektor
€ e V3 takav da je

=axe=da

ST

€ X
za svaki @ € V3. Objasnite zasto!

Teorem 7.
Za svaki izbor a, b,

z
Q (@xb)xe=(ac)—(be)a
) = (
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt
Koord. prikaz
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Korolar 5.
Za svaki izbor @,b,¢ € V3 vrijedi tzv. Jacobijev identitet

—

(@xb)xE+(bx ) xa+(Exad)xb=0.

Lagrangeov identitet
(@b)2+ (@ xb)2=a2- b2

Napomena

Vektorski prostor V3 je uz vektorsko mnoZenje realna
Liejeva algebra.
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Koordinatni prikaz vektorskog produkta

Neka je B = (i, ], k ) ortonormirana baza u V3.

77 7]
il 0]k |—;
ill=klo]| 7
k| 7 |-i] 0

Propozicija 20.

Neka su @ = (a1, a2, a3) ib= (51, B2, 33) vektori zadani
svojim koordinatama u nekoj ortonormiranoj bazi u V3.
Tada je

@ x b= (2 — a3, a3p1 — a1, 162 — aafr).
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ikaz
MijeSoviti produkt
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prof.dr.sc. Blazenka

D k Divjak,
OoKaz. Damir Horvat
Klasi¢na algebra vektora

@x b= (oai+anj +ask) x (Bri+ o] + Bsk) =
Uvod

= a1f1 (i X i) +enfa (i x j) +aafs (i x k) + Vakaor
SN—— S—— S—— Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
- Baza i koord. od V3

—+ a2/61 (; X ;) —|—a2ﬁ2 (] X j) —|—a2ﬁ3 (; X E) -+ Skalarni produkt
~—— ~—— ~——

s

el

0

Koord. prikaz
il Vektorski produkt
“ ikaz
Mje3oviti produkt

—

—k
+asBy(k x7)+asBs (k x 7)+asBs(k x k)=
— — S
J —1 0

= (2f3 — a3fa)i + (@31 — 103)] + (0162 — aafh)k
Q

(=]




Korolar 6.
Neka su @ = (aq, oz, 3) ib= (51, B2, B3) vektori zadani
svojim koordinatama u nekoj ortonormiranoj bazi u V3.
Tada je
|77k
dxb=log o a3

B1 B2 B3

Dokaz.

Razvije se determinanta po prvom retku. o
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MjeSoviti produkt vektora

Neka je
m:V3IxV3IxV3 SR

preslikavanje definirano sa
m(@,b,€) = (@ x b)Z,

za sve @,b,¢ € V3. Preslikavanje m zovemo mjeZovito ili
vektorskoskalarno mnozenje u V3, a m(a@, b, ¢) mjedoviti
produkt vektora @, b, C.

Kratko pisemo m(a,b,c) = (a, b, c).
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Propozicija 21.
Mjesoviti produkt triju vektora je jednak nuli akko su ti
vektori komplanarni.

Dokaz.

—

Neka su @, b,¢ € V3 komplanarni. Ako je neki od vektora
@ x b i & nulvektor, tada je otito (a, 5, ¢) = 0. Ako to nije
slu¢aj, onda su dani vektori paralelni s ravninom [1

i b. Tada je @ x b1, pa je
&)= (axb)E=0.

razapetom vektorima a
@x b1 & Dakle, (@,b,
Neka je (@,b,¢) =0. Toznatidaje@x b=0ili &= 0 ili

pak je @ X b L C, tj. vektor ¢ je paralelan s ravninom
razapetom vektorima @ i b. U svakom slu¢aju, vektori

a, b, ¢ su komplanarni. o
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Matematicke metode
za informaticare

=
axb prof.dr.sc. BlaZenka
Divjak,
Damir Horvat
— Klasi¢na algebra vektora
b Uvod

Orijentirana duZina
Vektor
Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
> Baza i koord. od V3
Skalarni produkt
Koord. prikaz

oL

Qy

Vektorski produkt
Propozicija 22. Koord. prikaz

Neka su @ = (a1, a2,0a3), b= (B1,52,83) i
é = (71,72,73) vektori dani svojim pravokutnim
koordinatama u ortonormiranoj bazi. Tada je

a1 Gy O3
(@, b,c)=1|p1 B2 B3
Y1 2 73




Dokaz.

Kako je (@,b,¢) = (@ x b)Z, koriste se formule za
koordinatni zapis vektorskog i skalarnog produkta i na
kraju se uoci da je dobiveni zapis navedena
determinanta.

Korolar 7.
Tri su vektora @ = (a1, a0, 3), b= (B1,82,3) i
¢ = (71,72,73) komplanarna akko vrijedi

a1 Q2 Q3

Br B2 B3| =0.
T Y72 3

Propozicija 23.

Parnom permutacijom trojke vektora, mjesoviti produkt
(d, b, ¢ ) se ne mijenja, dok neparnom permutacijom
mjeSoviti produkt mijenja predznak.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora

Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt
Koord. prikaz

Vektorski produkt
Koord. prikaz




DoEaz. . ~

(67b75) = (5,5767) = (576:7 ) =
=—(a,¢b)=—(¢ba)=—(ba,c

Slijedi iz &injenice da determinanta pri zamjeni dvaju

redaka mijenja predznak.

Korolar 8.

(@xb)e=a(bxé).

Dokaz.

Prema prethodnoj propoziciji imamo

aA(bxe)=(bx&)a=(@xb)é

Q

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Klasi¢na algebra vektora
Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt
Koord. prikaz

Vektorski produkt
Koord. prikaz




Matematitke metode
Teorem 8 za informatitare
Volumen paralelepipeda razapetog vektorima a b c

prof.dr.sc. Blazenka

[ Divjak,
je.dnak je mje§ov1torln produktu (d, b,c_) tih vglito_fa_’/// Dahak,
njemu suprotan, ve¢ prema tome da li vektori a,b,c u
tom poretku &ine desnu ili lijevu bazu. e e

Orijentirana duZina

Vektor

Zbrajanje vektora

MnozZenje skalarom
Dokaz. Kol. i kompl. vektcnéi

5 g = T = g Baza i koord. od V'
Pretpostavimo da je {d,b,c} desna baza. Kako je Skalarni produkt
- — . N - Koord. prikaz

{@,b,d x b} uvijek desna baza, to su vektori ¢i @ x b s Vektorski produkt

Koord. prikaz
iste strane ravnine razapete vektorima @ i b, pa je

—

(@ x b,7) < 5. tj. cos(a@ x b,&) > 0.

—

V=B-v=|@xbl-v=]|d@xb|-|c-cos(@xb,&)=
= (@xb)¢=(a,b,c)>0.

Ako je {@,b, ¢} lijeva baza, tada je {b,@,¢} desna baza,
b.

pa prema dokazanom V = (b,@,¢&) = —(@,b,¢) >0.
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Klasi¢na algebra vektora
Uvod

Orijentirana duZina
Vektor

Zbrajanje vektora
MnozZenje skalarom
Kol. i kompl. vektori
Baza i koord. od V3
Skalarni produkt
Koord. prikaz
Vektorski produkt

Koord. prikaz




Korolar 9.

Ako su vektori d = (041, a, 043), b= (ﬂl, B2, ﬂ3) i

¢ = (71,72,73) koji razapinju paralelepiped dani svojim
pravokutnim koordinatama, tada je volumen
paralelepipeda jednak

ap G2 a3

V=% [ B3
Y172 3
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Klasi¢na algebra vektora
Uvod
Orijentirana duZina
Vektor
Zbrajanje vektora
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Skalarni produkt
Koord. prikaz
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Dio I

Analiticka geometrija prostora

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
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Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravi
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Sadrzaj

@ Analiti¢ka geometrija prostora

@ Stereometrija. Euklidski prostor

@ Kartezijev koordinatni sustav

@ Jednadzba ravnine

@ Udaljenost tocke od ravnine

@ Geometrijska interpretacija koeficijenata A, B, C, D
@ Segmentni oblik jednadZbe ravnine
@ Polozaj dviju ravnina

@ JednadZba pravca

@ Kut dvaju pravaca

@ Kut pravca i ravnine

@ Udaljenost totke od pravca

@ Mimosmijerni pravci

@ Udaljenost mimosmjernih pravaca
@ Pramen ravnina

@ Snop ravnina

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
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Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Stereometrija. Euklidski prostor

Osnovni objekti (euklidske) geometrije: tocke, pravci i
ravnine. Oni se ne definiraju, nego su njihova svojstva i
medusobni odnosi opisani pomoc¢u aksioma.

Euklidski prostor je skup E3 &ije elemente zovemo
to¢kama, a neke njegove istaknute podskupove zovemo
pravcima, odnosno ravninama. Svojstva tih istaknutih
podskupova su opisana sljede¢im aksiomima:

@ aksiomi planimetrije (kroz svake dvije totke prostora
moZe se povudi jedan jedini pravac, za svaki pravac
postoji to¢ka koja mu pripada i ona koja mu ne
pripada. . .)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
rija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




@ 3 aksioma geometrije prostora
o Za svaku ravninu o C E3 postoje totke prostora
koje joj pripadaju i one koje joj ne pripadaju
o Ako dvije ravnine imaju zajedni¢ku to¢ku, onda
imaju zajednicki cijeli pravac
o Ako dva pravca imaju zajedni¢ku tocku, tada postoji
jedinstvena ravnina koja sadrZi te pravce

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora

Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina
Snop ravnina




Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

o (aksiomi metrike) postoji funkcija Anal. geom. prostora
rija
3 3 Koordinatni sustav
. Jednadzba ravnine
d:E>x E>—R e
Koeficijent A, B, C,

koja zadovoljava: Potagal dvips cavrina
o d(A,B) >0, VA BeES Kut dvaju pravac
d(A,B)=0c A=B S(u;;r;\):ca i ravnine

o d(A,B) =d(B,A), VA,BecE? Ut remes emeaca
d Pramen ravnina

(A, B) < d(A, C) + d(C’7 B)7 VA, B, C e E3 Snop ravnina

(E3,d) je metritki prostor




Neke posljedice aksioma

Propozicija 24.
Postoji jedinstvena ravnina incidentna sa zadanim
pravcem i to¢kom izvan njega.

Propozicija 25.
Postoji jedinstvena ravnina incidentna sa tri nekolinearne
tocke.

Propozicija 26.
Svakom to¢kom ravnine moguce je poloZiti samo jedan
pravac okomit na tu ravninu.

Propozicija 27.
Pravci okomiti na istu ravninu su paralelni.

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
trija

Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjer 1.
Zadani su vektori a = (1,3,2), b= (0,4,5),
¢=(-1,4,6). Izratunajte:

(a) @b, |dl, b, cos(d@,b)
(b) @x b, bxa
(c) (@.b,¢)

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora

Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina
Snop ravnina




Primjer 1.

Zadani su vektori @ = (1,3,2), b= (0,4,5),
¢=(-1,4,6). Izratunajte:

-

(a) @b, |dl, b, cos(d@,b)
(b) @x b, bxa
(c) (@.b,¢)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora

rija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Kartezijev koordinatni sustav

O € EB proizvoljna totka

Prostor radijvektora u tocki O
V3(0) = {(ﬁ(’ ( X e E3}
Kratko pisemo O0X = Ty

Kako su u V3 sve operacije definirane preko predstavnika,
u V3(0) znamo zbrajati radijvektore (pravilo
paralelograma), mnoziti ih skalarom, skalarno i vektorski
ih mnoziti. . .

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora

Stereometrija
ni sustav

Jednadzba ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Odaberimo ortonormiranu bazu {7, 7,k } u V3(0)
{0;(i,7,k)} — pravokutni ili Kartezijev sustav u E3
O — ishodiste

f, f, k — koordinatni vektori

Z-0S 0S apscisa y-0s os ordinata z-os os aplikata
—koordinatne ravnine:

Ty-ravnina, yz-ravnina, xz-ravnina

—oktanti

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
ni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
ni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(Tp, p)
o . . C . . Mimosmijerni pravci
Totke iz E3 moZemo karakterizirati uredenim trojkama Udall, mimo, pravaca
. 5 Pramen ravnina
rea|n|h brO_] €va Snop ravnina

T 7, = 2 + yj+ 2k = (z,9,2)
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Preslikavanje k : E3 — R3 dano sa

Anal. geom. prostora
Stereometrija
T — 17 — (.'L' Y Z) [Koordinatni sustav
T ) Jednadzba ravnine
d(Tp, M)
g 3 oo Koeficijent A, B, C,
zove se koordinatizacija prostora E3. Segmentni ablik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Koordinate toc¢ke podudaraju se s koordinatama Kut pravea i rawnine
radijvektora te tocke.

d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina

—»—»—»

{O;(2,7,k)} je lijevi odnosno desni koordinatni sustav

- =

ako je (q, , k) lijeva odnosno desna baza.




Propozicija 28.
Ako su A = (x1,y1,21) | B = (72,12, 22) tocke iz E°3,

tada je AB = (w2 — &1,z — Y1, 22 — 21) |

d(A, B) = \/ (w2 — 212 + (42 — 92)? + (22 — )2

Dokaz.
AB=0B-0A=7,-F, =
= (w2i + 4] + 2k ) — (w18 + 9] + 21k ) =
= (x2 — 21)i + (y2 — y1)j + (22 — 21)k
Dakle, AB = (2 — z1,Yy2 — Y1, 22 — 21).
d(A,B) = |AB| = |AB| =
= V(@2 —z1)2 + (y2 — 91)? + (22 — 21)%.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora

Stereometrija
ni sustav

Jednadzba ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




=
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prof.dr.sc. Blazenka
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Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija

ni sustav
Jednadzba ravnine

Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode

JEdnadiba ravnine za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

... TO($Oa Yo, Zo), a= (axa Gy, az)’ g: (bﬂca by’ bz)
Anal. geom. prostora

7 Stereometrija
Koordinatni sustav
a ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravi
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Vektori ﬁ, &’,gsu komplanarni, pa postoje A\, i € R
takvi da je N
ToT = \a + ,ub,

odnosno

i konacno
7 = 7o + Ad + pb. (a)

(A) se zove vektorski oblik jednadZbe ravnine

Mijenjamo li parametre A i u, dobit ¢emo sve tocke
ravnine I1 i samo te tocke.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Raspiemo li jednadZbu (A) po koordinatama, dobivamo
parametarske jednadZbe ravnine

T = g + Aay + puby
Yo + Aay + pby
z=z0+ Aay + ub,

Eliminiramo li parametre X\ i . dobivamo implicitni (opéi)
oblik jednadZbe ravnine

Ax+ By+Cz+ D = 0.

pri ¢emu vrijedi A? 4+ B? + C? # 0.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

a ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Kako su vektori 77— 7q, @ i l;komplanarni, njihov mjesovit
produkt mora biti nula, tj.

odnosno koordinatno

T—To Y—Yo < — 20
i Qy a, | =0. (M)
b, by b,

(M) se zove jednadzba ravnine odredena fiksnom to¢kom
i dva nekolinearna vektora.
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za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

a ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni obl
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjer 2.

Zadana je to¢ka A(1,—2,5) i vektori @ = (3,1,1),
b= (1,—3,1). Odredite vektorski, parametarski i opCi
oblik jednadZbe ravnine.

Rjesenje

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjer 2.

Zadana je to¢ka A(1,—2,5) i vektori @ = (3,1,1),
b= (1,—3,1). Odredite vektorski, parametarski i opCi
oblik jednadZbe ravnine.

Rjesenje

vektorski oblik: AT = \d + ul_;
(x— 1,y +2,2—5) = A(3,1,1) + (1, 3,1)
x= 14+3\+pu

Y —24+X—3u parametarske jednadzbe
z= b+ A+u

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Eliminiramo li parametre dobivamo op¢i oblik

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

2 — Y — 5z + 21 =0. Mlednadzba ravnine

d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,

Segmentni obl
Polozaj dviju ravnina

Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

T — 1 y + 2 Z — 5 Kut pravca i ravnine

Koriste¢i (M) mozemo dobiti isto opéi oblik

d(Ty, p)
3 1 1 = 0 Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
1 —3 1 Pramen ravnina

Snop ravnina

tako da izra¢unamo determinantu na lijevoj strani.




Matematicke metode
za informaticare

Ti(xi, yi, zi), © = 1,2, 3 tri nekolinearne totke L

—_ oy —_ Damir Horvat

— — — = —

a=TTr=mr—-7r, b=T1T3=r3-71]
Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

z Mlednadzba ravnine

d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravi
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Sada je I ravnina koja prolazi to¢kom T3 i razapeta je
vektorima @ i b. Prema (M) dobivamo

r—=—x1 yYy—-y1 =z—2
T2—21 Y2—y1 22—z2|=0. (%)
X3 —T1 Y3 — Y1 =23 — 21

(%) se zove jednadZba ravnine kroz tri totke

Primjer 3.
Odredite jednadZbu ravnine koja prolazi to¢kama
Tl(]-a 17 _1)' T2(3’ _47 _2)r T3(_3a Oa 1)

Rjesenje
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Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

a ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Sada je I ravnina koja prolazi to¢kom T3 i razapeta je
vektorima @ i b. Prema (M) dobivamo

r—=—x1 yYy—-y1 =z—2
T2—21 Y2—y1 22—z2|=0. (%)
X3 —T1 Y3 — Y1 =23 — 21

(%) se zove jednadZba ravnine kroz tri totke

Primjer 3.
Odredite jednadZbu ravnine koja prolazi to¢kama
Tl(]-a 17 _1)' T2(3’ _47 _2)r T3(_3a Oa 1)

Rjesenje

r+22+1=0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

a ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




(%) se moZe zapisati u ekvivalentnom obliku

x
r1
T2
z3

Komentar za (% %)

Yy
1
Y2
Y3

z
<1
<2
<3

=

Koordinate to¢aka T'(z,y, 2), Ti(zi, vi, zi), i = 1,2, 3

zadovoljavaju homogeni sustav linearnih jednadzbi

Arx+By+Cz+D =0
Ar;+By; +Cz+D =0, 1=1,2,3

gdje su A, B,C, D nepoznanice. Kako taj sustav ima i
netrivijalnih rjeSenja, onda prema Roucheovom teoremu
mora determinanta matrice sustava biti jednaka 0, a to je

bas (% %).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav

ravnine
d(Tp, M)
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Udaljenost to¢ke od ravnine N nformatiare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravi
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(To, p)

Mimosmijerni pravci

Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina
Snop ravnina




7o - .. jediniéni vektor normale ravnine [1
0 ... udaljenost ravnine od ishodista
d ... udaljenost to¢ke Ty od ravnine I1

Sa slike vidimo da vrijedi
70 7o = |’F0| . |ﬁo’ - COS (’Fo,ﬁo) = |Fo| - COS (Fo,ﬁo) =d+ 4,

pa dobivamo
d = 7o Tig — 0.

Udaljenost je pozitivna ili negativna, ve¢ prema tome da
li su tocke Tp i O s raznih ili s iste strane ravnine I1.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




fig = (cos a, cos 3, cosy), To(zo, Yo, 20)

d = 29 cosa + ygcos 3+ zgcosy —

TeNedT,M=0s7ig—30=0
odnosno u koordinatnom obliku, ako i samo ako je
xcosa+ycosF+ zcosy — 0 =0. (Hes)

(Hes) se zove normalni ili Hesseov oblik jednadZbe
ravnine.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode

Geometrijska interpretacija koeficijenata e e matitars
A, B, C, D prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora

Stereometrija
z: 2 Koordinatni sustav
Ax + By + CZ + D = 0 OpCl Obllk Jednadzba ravnine
d(Tp, M)
xcosa+ycosF+ zcosy —d =0 normalni oblik WKaeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
— Jednadzba pravca
o @ )\A 1 — )\2(A2 + B2 + 02) Kut dvaju pravaca
CcoS /8 — )\B 7 Kut pravca i ravnine
= d(Tp, p)
Cosy = )\C )\ _ 1 Mimosmijerni pravci
- /A2 2 2 Udalj. mimo. pravaca
—5 = )\D EVAS+BAHC Pramen ravnina

Snop ravnina

Kako je uvijek > 0, slijedi da je sign A = —sign D.
Dakle, .

) =
—sign DV A2 + B2 4+ (C?




Ako je Ax + By + C'z+ D = 0 op¢i oblik jednadzbe
ravnine, tada je

Az + By+Cz+ D

=0
—sign DV A% + B2+ C?

normalni oblik jednadzbe ravnine.

(%)

Dakle, (A, B, C) je vektor normale ravnine koji moZda
nije jedini¢ne duljine.
Ako je 77 normala ravnine, tada op¢i oblik moZzemo kratko
pisati

nr+ D = 0.

pri ¢emu je 7 radijvektor to¢aka u ravnini.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

liKoeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




JednadZba ravnine ako je zadana normala 7i = (4, B,C) i
to¢ka T1(x1,y1,21)

A1+ By1 +Cz1+ D =0=D = —Axz; — By; —C2z
Ar+ By+Cz— Az — By; —Cz1 =0

A(z—z1)+Bly—11)+C(z—2z1)=0

Da bi se odredila udaljenost to¢ke To(zo, yo, 20) od
ravnine, treba u normalni oblik jednadZbe ravnine uvrstiti
koordinate zadane tocke. 1z (&) slijedi

_ |A.7:0 + Byg + Czy + D|

d
VA? + B? + C?

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

liKoeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Segmentni oblik jednadzZbe ravnine

ravnina kroz totke M(m,0,0), N(0,n,0), P(0,0,p)

— uvr¥tavamo u opci oblik Az + By + Cz+ D =0
dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,

Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjeri

Primjer 4.
Nadite udaljenost to¢ke T'(1,—2,4) od ravnine
m...20—y+32—10=0.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent B, C,

Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjeri

Primjer 4.
Nadite udaljenost to¢ke T'(1,—2,4) od ravnine
m...20—y+32—10=0.

Rjesenje

d(T,m) = \/%

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent B, C,

Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjeri

Primjer 4.
Nadite udaljenost to¢ke T'(1,—2,4) od ravnine
m...20—y+32—10=0.

Rjesenje

d(T,m) = \/%

Primjer 5.

Nadite jednadZbu ravnine koja prolazi to¢kom T'(0,0,a) i

okomita je na ravninex —y —z =0 i 2y = x.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,

Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjeri

Primjer 4.
Nadite udaljenost to¢ke T'(1,—2,4) od ravnine
m...20—y+32—10=0.

Rjesenje

d(T,m) = \/%

Primjer 5.

Nadite jednadZbu ravnine koja prolazi to¢kom T'(0,0,a) i

okomita je na ravninex —y —z =0 i 2y = x.
Rjesenje

2r4+y+z—a=0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,

Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode

POIOiaj d Vij u ravn i na za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Kut dviju ravnina

Anal. geom. prostora

Stereometrija
... Aiw + Biy +Ciz+ D; =0 i=1,2 Sedmadzba ravnine
d(Tp, M)
= = = = Koeficij A, B, C,
i1 = (A1, B1,C1), fia = (A2, Bz, () e
= = 1 = = s Jednadzba pravca
<I(n1’ nz)’ ako Je <[(n1’ nz) < 2 Kut dv:ju pra\:laca
<I(7T]_, 7T2) = Kut pravca i ravnine
= o : S o T d(Tp, p)
™= <X(n]-? nz)? ako .Je <I(n17 n2) > 2 Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
N Pramen ravnina
‘nl TL2’ Snop ravnina
cosp = ===, ¢ =<(m,m2)
|71 |||
|A1 A3 + B1By + C1Cs|
COS =

A+ B +C M+ B3 +C3




Uvjet okomitosti
mlm e nin =0 A14, + B1B, + C1C> =0
Uvjet paralelnosti

= = A B C
771||7T2<:>E!/\€R,n1:)\n2<:>14—;:3—;:€;

Presjek dviju neparalelnih ravnina je pravac.

Az + Biy+Ciz+ D1 =0
Arx + Boy+ Coz+ Dy =0

— prema Kronecker-Capellijevom teoremu linearni sustav
od dvije jednadZbe s tri nepoznanice ili nema rjeSenja ili
ima beskona¢no mnogo rjesenja

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik

Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Jednadzba pravca

p ... To(xo, o, 20), 5= (o, B,7)

ZA

)

=l

Xy

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dvij

Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




OT = OTy + ToT
Kako su To—f i 5 kolinearni vektori, tada I\ € R
TLIE =\
Kona¢no imamo
7 = 7o + AS. (M)

Mijenjajuéi A dobivamo sve totke pravca p i samo te

tocke. (#) zovemo vektorski oblik jednadzbe pravca.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina

Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Uvrstimo li koordinate pojedinih elemenata u (#)

dobivamo Anal. geom. prostora
T = o + A Koordinatnt sustav
Y =10 + )\/B (’) i?l;::fdr?;]a ravnine
2 =20+ Xy o o

Polozaj dviju ravnina

(#) zovemo parametarske jednadzbe pravca p.

Kut dvaju pravaca

oo oo 5 Kut pravca i ravnine
Eliminacijom parametra A dobivamo ATy, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

— — ( v ) Snop ravnina

T — X0 Y—1Y0 2 — 20

« I} y

(V¥) zovemo kanonski oblik jednadZbe pravca




Matematicke metode
za informaticare

p PN T]_ (:L‘]_, y]_, Z]_), T2(1:2, yz, 22) prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Dami:’ﬂorvat

ZA

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
T, P d(Tp, )
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dvij

Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)

N Mimosmijerni pravci
r Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina

S




odnosno
F = (1 — )\)Fl + A (&)

(X) je vektorska jednadZba pravca kroz dvije zadane
tocke.

Ako (X) zapi¥emo koordinatno, dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni obl
Polozaj dviju ravnina

Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat
xr = (1 — )\)x]_ aF )\IE2 Anal. geom. prostora
_ Stereometrija
y T (]' o A)yl + Ay2 (EH) Koordinatni sustav
— Jednadzba ravnine
z=(1=X)z1+ A=z F e
. . Koeficijent A, B, C,
(E8) zovemo parametarske jednadzbe pravca kroz dvije Segmentni[oblilcy
Polozaj dviju ravnina

tocke.

Kut dvaju pravaca

oo oo 5 Kut pravca i ravnine
Eliminacijom parametra A dobivamo, ATy, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

— = ( D ) Snop ravnina

T — X1 Yy—u1 Z— 2

T2 — X1 Y2 — Y1 Z2 — 21

(EJ) je kanonska jednadZba pravca kroz dvije totke




Matematicke metode
za informaticare
Pravac — presjecnica dviju neparalelnih ravnina T
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segment
Polozaj dviju ravnina

Il&dnadzba pravca

Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina

m7r+D1 =0

Np7T + Dy =

3




(©) je vektorski oblik opéih jednadZbi pravca

Koordinatno (©) moZemo zapisati

..'{A1m+Bly+Clz+D1:0 (@)

Apx + Boy +Coz+ Dy =0
(®) su opce jednadzbe pravca, pri &emu je
A]_IB]_ZC]_#AQZBQZCQ.
Primjer 6.

Odredite parametarske jednadZbe pravca koji je zadan
kao presjecnica dviju ravnina

3z +2y—42+13=0
50 —3y+2z—-2=0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina

Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Rjesenje

Prvi nacin

RijeSimo i sustav dobivamo parametarske jednadzbe
pravca

=1
p y=%t+3
zz%t—i—%
Drugi nacin
§= ”I_il X ﬁz = (3,2, —4) X (5,—3,2)
= (—8,—26,—19)

Nademo jo$ jedno rjeSenje sustava,

npr. uzmemo x = 0 i dobijemo da mora biti

_9 _ 35
Y=14,*2=7%

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina

Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode

K Ut dvaju prava Ca za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
\ Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine

d(Tp, )
Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik

Polozaj dviju ravnina
sijeku se paralelni mimosmjerni Jednadzba pravca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
3 = =, [P — 5 — Mimosmjerni pravci
I AXEN T + )\SZ’ V== 1’ 2' dj — <[(p1’p2) Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina
Snop ravnina

7A\
STERENTE

- (51, 52), ako je <(51,52) <

T —<(51,%2), akoje <(51,%) >




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

cosp = 11721
‘81 | |82 | Koordinatni sustav

Jednadzba ravnine
e g — g g 7 = 1 d(Tp, N
Ako J€ s = (a176“%)’ i=1,2, tada S K(oe(;icijgnt A, B,C,
Segmentni obl
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca

2 2 A 2 32 ~2 Kut pravca i ravnine
o+ 081 +m \/042 + 065 +7 A(To, p)

Mimosmijerni pravci

laron + 5152

cos =

Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

b1 L D2 = 10 S /8162 aF Y172 = 0 Snop ravnina

plpea:fiim=a:foiy




Primjer 7.
Da i su pravci

z=2t+5
p1 ... y=—t+2

z=t—17

paralelni?

Rjesenje

r+3y+z2+2=
r—y—3z—-2=

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni obli
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

- - Divjak,
Prlm_]er 7. Damir Horvat
Da li su pravci Anal. geom. prostora

Stereometrija
Koordinatni sustav
T = 2t + 5 Jednadzba ravnine

r+3y+2+2=0 QSN

Koeficijent A, B, C,

r—y— 3Z -2 = 0 Segn'le.ntm"obllk .
7 = t _ 7 Polozaj dviju ravnina
o Jednadzba pravca

p1 ... y=—t+2 i p2 ...

Kut pravca i ravnine

paralelni? d(Ty, p)

Mimosmijerni pravci

2 . Udalj. mimo. pravaca
Rjesenje Pramen ravnina
Snop ravnina

§1 = (2a_171)
§2 = (]‘737 1) X (17 _17 _3) = (_8147 _4)
§) = —451 = p1 || p2




Matematicke metode

Kut pravca i ravnine za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravi
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

d(To, p)

Mimosmje

Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Tada je

odnosno

S

57
HIG

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni obli
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Ako je = («, 8,7), 1= (A, B,C), tada je

|aA + BB + ~C|

siny =

pllMex=0ad+8B+~vC =0

plMNesa:f:y=A:B:C

Va2 + 32+ 42 AZ B2+ C?

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Udaljenost tocke od pravca

ZA
T,
5
T, J
T,
r, ;;

Xy

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravi
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Trazimo formulu za d(To, p).

Neka je 15 € p takva da je 11715 = §.

Ragunamo povrdinu trokuta ATyT17> na dva nacina.

li—> — 1
P:§T1T0><T1T2 :EI(Fo—Fl)X§|

Dakle, dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni obl
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 8' prof.dr.sc. Blazenka
Odredite udaljenost to¢ke T'(2,1,3) od pravca koji prolazi Dok,
totkama A(1,1,1) i B(2,3,4).

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

Rjesenje

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjer 8.
Odredite udaljenost to¢ke T'(2,1,3) od pravca koji prolazi
totkama A(1,1,1) i B(2,3,4).

Rjesenje
(pomo¢u formule)

=(1,2,3), |5] = V14,

gl =2, d= \/g

o =(2,1,3), 71 = (1,1,1), 5=y — 7,
(Fo — ™) X §=(—4,-1,2), |(7o — 71) X

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni obli
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjer 8.
Odredite udaljenost to¢ke T'(2,1,3) od pravca koji prolazi
totkama A(1,1,1) i B(2,3,4).

Rjesenje
(pomo¢u formule)
Fo=(2,1,3), 7= (1,1,1), §=7, — 7, = (1,2,3), |5] = V14,

X

(fo — ) X §= (=4, -1,2), |(fo — 71) x §| = V2L, d= /3

(pomocu derivacije)

pravac. .. vl o2l o=t 41, y=2t+1, 2 =3t +1

2 2 2 2 2
d?=(t+1-22+@t+1-12+@t+1-3), L(d?)=28t—14

to=1=1Tp(3,2,3), d(T,p)=d(T, Tp) = \"g

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni obli
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Primjer 8.
Odredite udaljenost to¢ke T'(2,1,3) od pravca koji prolazi
totkama A(1,1,1) i B(2,3,4).

Rjesenje
(pomo¢u formule)
Fo=(2,1,3), 7= (1,1,1), §=7, — 7, = (1,2,3), |5] = V14,

X

(fo — ) X §= (=4, -1,2), |(fo — 71) x §| = V2L, d= /3

(pomocu derivacije)

pravac. .. vl o2l o=t 41, y=2t+1, 2 =3t +1

d?=(t+1-22+@t+1—-12+@t+1-3)?, L(d?®) =28t—14
to =3 = To(3,2,3), d(T,p) = d(T,To) = \/ 3

(pomoéu skalarnog produkta)

P(t + 1,2t + 1,3t + 1) neka totka na pravcu

PT L5=PT 5=0=ty= 1= P(3,2,3)

d(T, p) = d(T, P) = \g

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni obli
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina

Snop ravnina




Mimosmjerni pravci

Zajedni¢ka normala dvaju pravaca p; i po je pravac n koji
sijeCe oba pravca i okomit je na njih.

Jasno je da pravci koji se sijeku i paralelni pravci imaju
zajedni¢ku normalu.

n n
i L
p:
Hl
=
> D

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)

Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina
Snop ravnina




Zadatak 4.

Objasnite kako biste pronasli zajedni¢ku normalu dvaju
pravaca koji se sijeku, a kako dvaju paralelnih pravaca!
Da li je zajedni¢ka normala dvaju paralelnih pravaca
Jjedinstvena?

Dva mimosmjerna pravca p; i p2 imaju jedinstvenu
zajedni¢ku normalu n.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)

Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina
Snop ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine

Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(Ty, p)

mjerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina
Snop ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Neka su pravci p1 i p» zadani jednadzbama Divjak,

Damir Horvat

Di ... 77: ’Fl —+ )\g,“ 1= 1’ 2 Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine

Kako pravac n mora biti okomit na oba pravca p; i po, ATy M)

njegov vektor smjera S je dan sa e

Polozaj dviju ravnina

— — — Jednadzba pravca

S = 81 X So. Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)

Pravci p1 i n se sijeku pa odreduju neku ravninu 7.
Ravnina 71 prolazi to¢kom 77 i razapeta je vektorima 5 i
§, pa ima jednadzbu

Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina
Snop ravnina

w
fiary
®|
~
Il
=

1 (7_'*7_»1_)




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Pravci po i n se sijeku pa odreduju neku ravninu 5. Divjak,
0 o v - . - — - Damir Horvat
Ravnina 75 prolazi to¢kom 75 i razapeta je vektorima S; i
§, pa ima jednadibu Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
o ... (F—17%,8,8)=0. fij‘g"fdﬁ;’a ravnine

Koeficijent A, B, C,
0o . o 20 o Segmentni oblik
Iz konstrukcije je odito da je Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

n = m Mo, A(Ty, p)

Udalj. mimo. pravaca

tj. normala n je odredena kao presjek dviju ravnina. Pramen ravnina

Snop ravnina

(7— !1,?1,5?1 X 52) =0
n — — — —
(I — 72,582,581 X 52) =)




Udaljenost mimosmjernih pravaca

Najkraca udaljenost dvaju pravaca je broj
d = d(p1, p2) definiran kao

d= inf{d(Pl,Pz) | Pep, P e pz}

Neka su N1 i N> noZzista zajedni¢ke normale n na
pravcima p; i pp. Tada je

d(p1,p2) = d(N1, N2)

Zaista, neka su P;, ¢ = 1,2 bilo koje dvije totke na
pravcu p1, odnosno ps. Neka je 73 radijvektor to¢ke Ny,
a 74 radijvektor toke N>.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmjerni pravci

Pramen ravnina
Snop ravnina




OP

ONy + N1 P,

OP,

ON; + No P

=73+ A\151

=74 + A28

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni obli
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(Tp, p)
Mimosmjerni pravci

Pramen ravnina
Snop ravnina




PP, =0P, — 0P = (7:21 - )\zgz) — (F3 S A1§1)
d(Py, Py) = ’P1P2’ — |(Fa = 73) + (Mo — M)

d(Py, P2)? = (74 — 73)% + 2Xo(7 — 73) 52—
—2A1(774 = 773)§1 aF ()\2§2 = )\1§1)2

No, 74 — '3 = N1 N, L 81, 85, pa dobivamo
d(Py, P2)2 = d(Nl,N2)2 + (A5 — )\1§1)2

pa je zaista, d(P1, P2) > d(N1, N2)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmjerni pravci

Pramen ravnina
Snop ravnina




Di ... T=7;+ A8, i=12
Uocimo da je N; ortogonalna projekcija toc¢ke T; na

pravac n. Tada je N1 N, ortogonalna projekcija od T17%
na pravac n. Neka je T takva da je N11T = T175.

T

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmjerni pravci

Pramen ravnina
Snop ravnina




Tada imamo,

d

d(N1,N2) = | N1 N, | = ‘W‘ cosp =

—> . — o
|N1T'| - |5o| cos o = [Ty T3 | - |So| cos =
— L L
=TT - 50 = (72 — 71)50,
gdje je 5p jedini¢ni vektor u smjeru pravca n,

§1 X §2
S0 = 5=~
0 ’gl X §2|

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni obl
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine

d(Tp, p)
Mimosmjerni pravci

Pramen ravnina
Snop ravnina




Matematicke metode

Stoga |mam0, za informaticare
— % = prof.dr.sc. Blazenka
m—y —y S1 S2 vjak,
d = (7“2 - 7‘1) °T= . =019 Damir Horvat
|51 % 82
Anal. geom. prostora
- v Stereometrija
I konacno _ S Koordinatni sustav
(7"2 — 71,81, 52) Jednadzba ravnine
d= ——————r— d(Tp, 1)
S1 X 82 ‘ Koeficijent A, B, C,
Segmentni obl
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
. — . Kut dvaju pravaca
Ako J€ S; = (Oéi, ﬁ’h ’YZ)a E(xlu Yi, Zi)y 1= 17 2: tada u Kut pravca i ravnine
. . . . d(Ty, p)
koordinatnom obliku izvedena formula glasi Mimosmierni pravci
Pramen ravnina
o — X1 Yo — Y1 22 — 21 Snop ravnina
Qg B1 71
6%} B2 V2

@l =

\/(n% + 62 + ) (a3 + 32 +73) — (12 + B1B2 + 1172)?

gdje je nazivnik pojednostavljen pomocéu Lagrangeovog
identiteta.




Komplanarnost dvaju pravaca

Ako se pravci p1 i p2 sijeku, bit ¢ée d = 0, odnosno

(72 — 71,51, 52) = 0. Ako je p1 || p2, tada je §1 = A\S>, pa
je opet (7 — 71, 51, 52) = 0.

Obratno, ako je (7 — 71, §1, 52) = 0, tada su vektori

7o — 71, 81, S» komplanarni, pa slijedi da pravci p; i p2

leZe u istoj ravnini.
Stoga je

T2 — 21 Y2 —Y1 22— 21
a1 B1 M |=0
an B2 V2

nuzan i dovoljan uvjet za komplanarnost dvaju pravaca.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmjerni pravci

Pramen ravnina
Snop ravnina




Matematicke metode

P ramen ravin i na za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravi
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca
Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca

Snop ravnina




Pramen (svezak) ravnina je skup svih ravnina prostora
koje prolaze istim pravcem kojeg zovemo os pramena.
Svaki pramen ravnina je odreden s dvije svoje ravnine [y

i . Neka su te ravnine dane jednadzbama
M ... AAaxz+By+Ciz+D; =0, i=1,2.
Tada je jednadZba pramena odredenog tim ravninama
M(A17+B1y+C1z+D1)+ oAz + Boy+Coz+D3) = 0,
gdje su A1, A2 € R varijabilni parametri takvi da je

Ui =s g =01

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine

d(Tp, p)

Mimosmijerni pravci

Udalj. mimo. pravaca
avnina

Snop ravnina




Matematicke metode

S no p ravn i na za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine

Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(To, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina




Snop (svezanj) ravnina je skup svih ravnina prostora koje
prolaze istom to¢kom T koju zovemo vrhom sveZnja.

JednadZba snopa koji prolazi totkom Ty (zo, yo, 20) glasi

A(x —x0) + B(y —30) + C(2z — 20) = 0,
gdje su A, B,C € R varijabilni, A%> + B> 4+ C? # 0.
Snop ravnina odreden je i sa svoje tri ravnine. Ako su

jednadzbe tih ravnina, tada je jednadzba snopa

A1(Ar1z+ B1y+C12+ D1)+X2(A2x+ Bay+Crz+ D2) +A3(Azz+ B3y +C3z+D3) =0,

gdje su A1, A2, A3 € R varijabilni parametri i

A2 A2 0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Anal. geom. prostora
Stereometrija
Koordinatni sustav
Jednadzba ravnine
d(Tp, M)

Koeficijent A, B, C,
Segmentni oblik
Polozaj dviju ravnina
Jednadzba pravca
Kut dvaju pravaca

Kut pravca i ravnine
d(Tp, p)
Mimosmijerni pravci
Udalj. mimo. pravaca
Pramen ravnina




Dio Il

Vektorski ili linearni prostori

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja

. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimen
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Sadrzaj

@ Vektorski prostori
@ Algebarske strukture
@ Binarna operacija
@ Grupoid. Polugrupa
@ Monoid
@ Grupa
@ Primjeri grupa
@ Prsten
@ Primjeri prstena
@ Polje
@ Primjeri polja
@ Vektorski ili linearni prostor
@ Primjeri vektorskih prostora
@ Linearna zavisnost i nezavisnost vektora
@ Linearni omotac skupa
@ Potprostor vektorskog prostora
@ Primjeri vektorskih potprostora
@ Baza vektorskog prostora
@ Egzistencija baze i dimenzija
@ Koordinatizacija vektorskog prostora
@ Transformacija koordinata

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid

Grupa

Primjeri grupa
Prsten

Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatiza
Transf. koordinata




Algebarske strukture

Algebra je dio matematike koja izu¢ava algebarske
operacije i strukture. Algebarska operacija o je svako
preslikavanje

0: A" — A
pri €emu je A™ Kartezijev produkt A x A X ... x A
(n puta). Operacija tako pridruzuje svakoj n-torki

(a1,a2,...,a,) € A" jedan element skupa A.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
e strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata

o

<
«F
<
<




Neprazan skup A zajedno sa skupom operacija O i
skupom relacija R definiranim na tom skupu zovemo
algebarskom strukturom, a oznaavamo sa
A=(A,0,R).

Skup A zovemo skupom nosiocem algebarske strukture, a
njegove elemente osnovnim elementima algebarske

strukture.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
e strukture

Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Primjeri algebarskih struktura

Univerzalna algebra ili algebra je algebarska struktura s
praznim skupom R.

Algebra logike je algebra (S, {V, A, —}), gdje je S skup
sudova.

Algebra skupova je algebra (P (A4), {U,N,C}), uz uniju,
presjek i komplement, gdje je P(A) partitivni skup skupa
A.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
e strukture

Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Binarna operacija

Binarna operacija na skupu G # 0 je preslikavanje
0:GxG— G,

koje dvama elementima skupa G pridruZuje opet neki

element iz tog skupa. Umjesto o(a, b) kratko pisemo a0 b.

Primjeri binarnih operacija su +, —, - na skupovima Z,
Q RiC.

Zadatak 5.
Da li su + i — binarne operacije na skupu N7 Objasnite!

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori

Algebarske strukture
peracija

Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Grupoid. Polugrupa

Grupoid je uredeni par (G, o) koji se sastoji od nepraznog

skupa G i binarne operacije o definirane na tom skupu.

Grupoid (G, o) kod kojeg je binarna operacija o
asocijativna, tj. vrijedi

(aob)oc=ao(boc), Va,bceG

zove se polugrupa.

Primjer 9.
(N, 4+),(Z,+), (R, +), (R, -) su polugrupe.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija

Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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A Matematicke metode
M onol d za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori

Zadatak 6. Algebarske strukture

Binarna operacija

Da li je (N, —) grupoid? Da li je (Z,—) grupoid? Da li je Grupoid. Polugrupa
. . lMonoid
(Z,—) polugrupa? Objasnite! Grupa

Primjeri grupa
Prsten

Zadatak 7. ,'Zf,;.‘;je" LT
vy .. v -

Navedite jos neke primjere polugrupa! Vektorski prostor

Primjeri vekt. pr.

E . . . .. Lin. zav. i nezav.

Grupoid (G, o) kod kojeg je binarna operacija o Linearni omotat

Potprostor

asocijativna i posjeduje jedinicu (neutralni element), tj. Primjeri potprostora

Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija

de € G, Va € G(e oa=ao%ce= a) Transf. koordinata

zove se monoid.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

. . Vektorski prostori
Prlmjer 10. Algebarske strukture
g & . Binarna operacija
(Z,+),(Q,+),(Q, ), (C, ) su monoidi. Sto su neutralni Grapoid. Polugrapa
elementi, odnosno jedinice u tim monoidima? —
Primjeri grupa
Prsten
Zadatak 8_ Primjeri prstena

.. . .. . . g Polie

Da li je (N, ) monoid? Da li je (Z,-) monoid? Objasnite! BEGIGEE
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.

Lin. zav. i nezav.
Zadatak 9. Linearni omotat
. . v .. . Potprost
Navedite jos neke primjere monoida! Rl

Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata

o

<
«F
<
<




Grupa

Grupoid (G, o) je grupa ako su zadovoljeni sljedeéi
aksiomi grupe:

(G1) operacija o je asocijativna, tj.
(aob)oc=ao(boc), Va,b,ceqG
(G2) postoji neutralni element, tj.
de € G,Vae G(eoca=aoe=a)
(G3) svaki element iz G ima inverzni element, tj.

VaeG,3ateG a0at=atoa=c¢

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid

Primjeri grupa
Prsten

Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata

o
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Ako jos vrijedi i

(G4) operacija o je komutativna, tj.
aob=boa, VYa,b e G
tada se (G, o) zove komutativna ili Abelova grupa.

Napomena

U svakoj grupi neutralni element je jedinstven. Isto tako,
u grupi je inverz svakog elementa jedinstven. DokaZite to
za vjezbul!

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid

Primjeri grupa
Prsten

Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Damir Horvat

Teorem 9.
' . [ | ni Vektorski prostori
Neka je .(G, ) grupa i neka su a,b .6 G prOI.ZVOQnI Rl -
elementi. Tada jednadZzbe ax = b i xa = b imaju Binarna operacija
) d : e i ) G Slrupo_l:ii. Polugrupa
Jedinstveno rjesenje u grupi G. onoi
WGrupa
Primjeri grupa
Prsten
Dokaz. Primjeri prstena
_ v _ _ Polje
x = a~1b u prvom sluaju, odnosno = ba~! u drugom Primieri polja
v - Vektorski prostor
slu¢aju. (VAR primicri vet. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Zadatak 10 Potprostor
" Primjeri potprostora
. . v g v . _ o
Da li ;.Jrethod.n/ teorem vryejd/ u s/ucajy c.la Je (G,-) i
monoid? Objasnite! Navedite protuprimjer! it

Transf. koordinata




Primjeri grupa

© Najpoznatiji primjeri grupa su razli¢iti skupovi
brojeva uz operacije mnozenja i zbrajanja.

Komutativne grupe su

(Za +) ) (@a +) ) (Q\ {0} ) ) ) (Ra +) ) (R\ {0} ) ) :

@ Grupa permutacija (simetri¢na grupa) je skup svih
bijekcija na kona&nom skupu {1,2,3,...,n} uz
operaciju kompozicije funkcija. Red grupe je n!, a
oznaka je S,,. Kompozicija funkcija nije komutativna

operacija.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid

Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

© Opcenito, neka je na skupu T definiran skup funkcija

o H H H = Vektorski prostori

F = {f . T =2 T | f Je bIJekCUa}' Na elementlma Algebarske strukture
o .. . ee . Binarna operacija

skupa F' dana je operacija o kompozicije funkcija. Grupoid. Polugrupa

Monoid
Znamo da je operacija kompozicije zatvorena i

asocijativna. Nadalje, identiteta je funkcija Primjeri prstena
. . Polje
e(x) = z,Vx € T. Buduéi da su elementi skupa F Primjeri polja

Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat

bijekcije, za svaku funkciju f € F, postoji inverzna

funkcija f_l, takva da je f O f_l = f_l O f = €. Potprostor
Primjeri potprostora
Zaklju€ujemo da je (F, o) grupa. Ta grupa nije i

Ab | Koordinatizacija

€lova. Transf. koordinata
« 0O
«F




Q Skup matrica tipa (m,n) uz operaciju zbrajanja

matrica je komutativna grupa.

© Skup M, kvadratnih regularnih matrica reda n uz
operaciju mnozenja matrica je grupa (nije
komutativna). Uotite da kao posljedica
vrijedi da svaka matri¢na jednadzba AX = B, gdje
su A, B € M,, ima jedinstveno rjeSenje, tj. postoji
jedinstvena matrica C' € M,, takva da je AC = B.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid

Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata

«O
«F




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

O Neka je Z, ={0,1,2,...,n — 1}. Definiramo Damir Horvat

Vektorski prostori

+ ZTL X ZTL — ZTL Algebarske strukture

n Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid

sa, a + b= (a+b) mod n.
n
Na primjer, za n = 4 imamo Romisiipstens

Polje
T1lo

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata

O W N =
=IO WIN N
N Ol W|l W

0
1
2
3

WIN| = O




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

. .. Damir Horvat
Q@ Neka je Z, ={0,1,2,...,n — 1}. Definiramo

Vektorski prostori
Algebarske strukture

° g Z’I’L X Zn = ZTL Binarna operacija
n Grupoid. Polugrupa

Monoid

sa, a . b= (a-b) modn.

Na primjer, za n = 4 imamo Brimierntstens
Polje
’ ‘ Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata

WIN| | O
N| O N O
=N W O||w




Zadatak 11.

o PokaZite da je skup matrica oblika |

ab
01

} , gdje su

a,b € Z3 i a # 0, uz operaciju mnoZenja matrica

grupa.

o Ispisite sve matrice koje pripadaju gornjoj grupi.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid

Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Prsten

Na danom skupu moguce je definirati vise razli€itih
operacija. Pri tome te operacije, mogu, ali i ne moraju,
imati strukturu grupe. Tako se na skupu realnih brojeva
moZe osim operacije zbrajanja definirati i operacija

mnoZenja realnih brojeva. Izbacimo li nulu iz skupa

realnih brojeva i operacija mnoZenja ima svojstva grupe.

(R,+) je grupa
(R\ {0}, ) je grupa

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa

Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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S druge strane definiramo |li mnoZenje na skupu cijelih
brojeva, tada (Z \ {0}, -) nije grupa, jer ne postoji
inverzni element za mnoZenje u skupu cijelih brojeva.
Inverzni element cijelog broja n bio bi %, a to opcenito
nije cijeli broj. Medutim (Z, -) ima svojstvo zatvorenosti,
asocijativnosti, a postoji i jedinica (neutralni element za

mnoZenje). Takvu strukturu opéenito zovemo prsten.

(Z,+) je grupa, ali (Z\ {0}, ") je samo monoid

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa

Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata

o
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Prsten je uredena trojka (S, 0, x) koja se sastoji od
nepraznog skupa S i dviju binarnih operacija o i X na
tom skupu koje zadovoljavaju sljedeca svojstva:
O (5,0) je komutativna grupa.
Q (S, x) je monoid.
© Vrijede svojstva distributivnosti, tj. za svaki
a,b,c € S vrijedi

ax(boc) = (axb)o(axc),

(aob) xc (axc)o(bxc).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa

Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Cesto se umjesto a x b piSe ab, ali treba imati na umu da

Vektorski prostori
> 3 0[O a6 g g Algebarske strukture
to moZe oznadavati bilo kakvu operaciju na bilo kojem Binarna operacija

. ) . Grupoid. Polugrupa
skupu. Nadalje, neutralni element za operaciju o ¢emo 'g'rz:‘;id
Primjeri grupa

oznafavati sa 0, a neutralni element od x sa 1.

Primjeri prstena

Propozicija 29. Polie
rimjeri polja
U svakom prstenu (S’ o, ><) vruedl Vektorski prostor

Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat

a X 0 = 0 X a = 0 Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Primjeri prstena

Q Struktura (Z,+,-) je prsten cijelih brojeva uz
operacije standardnog zbrajanja i mnoZenja.

@ Skup kvadratnih matrica drugog reda &iji su elementi
cijeli brojevi uz operacije zbrajanja matrica i
mnoZenja matrica je prsten. Primijetite da operacija
mnoZenja matrica nije komutativna.

() (Zn, 4F, n) je komutativni prsten.

@ Skup svih polinoma nad poljem realnih brojeva je
komutativni prsten.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Polje

Ako umjesto skupa cijelih brojeva promatramo skup
realnih brojeva i na njemu opet operacije standardnog
zbrajanja i mnozenja, uo¢avamo da svaki realni broj osim
0 ima multiplikativni inverz. Dakle, (R \ {0},") je grupa i
to komutativna. Sada strukturu (R, +,-) zovemo polje
realnih brojeva. Polje realnih brojeva najpoznatiji je

primjer polja. Definirajmo polje u opcéenitom sluéaju.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata

o
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Polje je uredena trojka (.S, o, x) koja se sastoji od
nepraznog skupa S i dviju binarnih operacija o i X na
tom skupu koje zadovoljavaju sljedeca svojstva:
O (5, 0) je komutativna grupa (nazivamo je aditivna
grupa).
Q (S \ {0}, x) je komutativna grupa (nazivamo je
multiplikativna grupa).
© Vrijedi svojstvo distributivnosti, tj.

ax(boc)=(axb)o(axc).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Primjeri polja

@ U diskretnoj matematici je posebno vaZno polje
<Zn, =+, n) gdje je n prim broj. Ukoliko n nije prim

broj, Z,, nije polje.

@ Neka je S2(Z3) skup kososimetri¢nih kvadratnih
matrica drugog reda. Matrice su oblika [ % °], gdje
su a,b € Zs. Uz standardno zbrajanje i mnoZenje

matrica S> (Z3) je polje.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena

Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

© Tijelo je nekomutativno polje. Prvo tijelo u povijesti

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija

0 o 0 Grupoid. Polugrupa

brojevi oblika Monoid

Grupa

Primjeri grupa

a+bi+cj+dk, a,bc,deR, Lo

Primjeri prstena

matematike je tijelo kvaterniona. Kvaternioni su

pri éemu vrijedi Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Jjk=—-kj =1, ki=—1tk= Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Vektorski ili linearni prostor

Vektorski prostor V nad poljem F' je svaka uredena
Cetvorka (V, F, @, ®) sastavljena od

o

o

Skupa V = {z,y, z, ...} &je elemente zovemo

vektori, a V' je nosioc vektorskog prostora V,

Skupa F = {«, 3,7, ...} &je elemente zovemo

skalari, a F' je polje s obzirom na operacije + i -,
Operacije @ : V x V — V, zbrajanje vektora,

Operacije ® : F' x V — V', mnoZenje vektora

skalarom (vanjsko ili hibridno mnoZenje)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
U E ]

Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Pri tome trebaju biti zadovoljeni aksiomi vektorskog
prostora:

(V,®) je komutativna grupa s obzirom na zbrajanje
vektora.

@ Za sve skalare a, 3 € F i vektore z,y € V vrijedi:

(@) cO(z@®y)=a0z®a0y
(a+B)r=a0z+p0x
a®(for)=(af)ox

)
)
)
) loxz==x

(b
(c
(d

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja

Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Konkretan primjer vektorskog prostora je realizacija ili
model vektorskog prostora. Na primjer, skup svih rjeSenja
homogenog sustava linearnih jednadZbi je vektorski

prostor.

Naj&esci primjeri polja nad kojima se definira vektorski
prostor su polje realnih brojeva R i polje kompleksnih
brojeva C.

Radi jednostavnosti &esto pisemo x + y umjesto z P y, te

ar umjesto o © .

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja

Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Primjeri vektorskih prostora N nformatiare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija

@ Svako polje F' je vektorski prostor nad samim sobom.
Grupoid. Polugrupa

Specijalno, polje realnih brojeva je vektorski prostor. ol

Grupa
5 5 5 =0 . . Primjeri grupa
@ Skup svih usmjerenih duZina ravnine i prostora su Prsten
0 0 Primjeri prstena
vektorski prostori. Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor

© Skup P, svih polinoma u jednoj varijabli stupnja

Lin. zav. i nezav.

< n s realnim ili kompleksnim koeficijentima je Hinearni omotat
otprostor
vektorski prostor Primjeri potprostora
’ Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija

@ Skup svih polinoma P u jednoj varijabli je vektorski Transf. koordinata

prostor.




© Skup svih n-torki elemenata polja F' je vektorski

prostor nad F.
Zbrajanje

($1,$’2,-~,$n)€9(y17y2a---7yn) —

=(z1+yLz2+ Y2, .., Tn + Yn)

MnoZenje skalarom:
a® (r1,22,...,2y) = (ax1, 2, . .., Ty

Provjerite aksiome!

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor

Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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@ Specijalno, R™ skup svih n-torki realnih brojeva je
vektorski prostor, kojeg zovemo realni
n-dimenzionalni koordinatni prostor.

@ Skup M,,,, matrica tipa (m,n) je vektorski prostor.

© Skup neprekidnih realnih funkcija realne varijable je
vektorski prostor.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja

Vektorski prostor

Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

V' — vektorski prostor nad poljem F'
X1,X2,...,X, — vektori iz V
a1, Qp, ... ,a, — skalari iz polja F
Vektor

X =1X1 + aoXo + -+ - + Xy,

zovemo linearna kombinacija ili linearna forma vektora
X17X'27"'7xn

— ovisi o vektorima x1,X>,...,Xy,

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.

Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Neka je V' vektorski prostor nad poljem F'. KaZemo da su
vektori x1,X>5,...,X, € V linearno nezavisni ako iz

jednakosti
a1X1 + apXo + - - + apX, = Oy
slijedidajeas =ap=---=a, =0.
X1,X2,...,X, Su linearno zavisni ako je jednakost
a1X1 + rXo + - - - + apXy, = Oy

moguca ako je barem jedan a; # 0, za neko

1=1,2,...,n.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja

Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.

Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Primjer 11.
PokaZimo da su sljedeéi skupovi linearno nezavisni:

(a) {(1,2,3),(0,1,-1),(2,0,1)} uR3
(b) {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)} uR"

(c) {1, z, L2, ..., mk’} u skupu svih polinoma stupnja
<n, akojek <n-—1

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.

Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Propozicija 30.

Podskup linearno nezavisnog skupa je linearno nezavisan
skup. Nadskup linearno zavisnog skupa je linearno
zavisan skup.

Propozicija 31.
Svaki skup vektora koji sadrZi nulvektor je linearno
zavisan skup.

Propozicija 32.

Skup vektora S = {a1,...,as} je linearno zavisan akko se
bar jedan od vektora iz S moZe prikazati kao linearna
kombinacija preostalih vektora iz S.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.

Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Linearni omotac skupa

X1,X2,...,Xy — fiksirani vektori

Skup vektora oblika
X =01X1 + QX + - - 4 apXy,

gdje se skalari ay, ap, ..., a, mijenjaju zovemo linearni

omotat (ovojnica) vektora x1,xX2,...,X, | oznatavamo

— to je skup svih linearnih kombinacija vektora

X1,X2;...,Xn

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.

Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Lema 1.
(lecy [ H Vektorski prostori
X1,X2,...,X, — fiksirani vektori R
Binarna operacija
([_1) xeL (X17 X2, ... 7Xn) =ax L (Xl7 X2, ... 7Xn) Slrupo_i:. Polugrupa
onoi
Grupa
(L2) 2537 € ‘C (Xl’x2’ tc 7X7L) = X+ y € ‘C (x17X2a ce 7XTL) Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Dokaz. Primjeri polja
. ae Vektorski prostor
Trivijalan. QO Brimjerilvektprs

Lin. zav. i nezav.

Potprostor
Primjeri potprostora
(L1) & (L2) Basa
Baza i dimenzija
Koordinatiza
Transf. koordinata

X,y € L(X1,X2,...,Xp) = ax+0y € L(X1,X2,...,Xp)




Potprostor vektorskog prostora N ntormaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture

V' — vektorski prostor nad poljem F' Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
C Monoid
Y - ‘/’ Y # @ Grupa
7 5 5 . Primjeri grupa
KaZemo da je Y vektorski potprostor prostora V, ako je Prsten

Primjeri prstena
Y i sam vektorski prostor nad poljem F's obzirom na iste i A
rimjeri polja
Vektorski prostor

operacije zbrajanja i mnozenja skalarom koje su veé Primjeri vekt. pr.
. Lin. zav. i nezav.
deflnirane u V Linearni omotat

Primjeri potprostora
& 5 Baza
Plsemo' Y < V Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata

Trivijalni potprostori: Y ={Oy} i Y =V.

«O
«F




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture

PropOZiCija 33. Binarna operacija
. Grupoid. Polugrupa
Neprazan podskup Y C V' je potprostor od V' akko za Monoid
o g B = rupa
svaki izbor a,b €Y i, € F je takoder aa + b €Y. Faridlaee
rsten
Primjeri prstena
- oo Polje
PrOPOZICIja 34. Primjeri polja
. . . . - Vektorski prostor
L (x1,%2,...,Xy,) je potprostor od V, i to je najmanji Primiori vekt. pr.
potprostor koji sadrZi vektore X1,X2,...,Xp. Lin. zau. | nezav.

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Primjeri vektorskih potprostora

o V2 < V3
o Ako je F polje, tada je

F<F?c<cP3<. <F'"<.. <F®
@ Specijalno, ako je F' =R,
R<R’<R3<.. <R"<...<R®

@ Ako je P, skup svih polinoma u jednoj varijabli
stupnja < n, tada je

Pir<Po<P3<...<P,<...<P

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Zadatak 12.
Da |i je skup

A:{(al,...

potprostor od R™?

,ap) s ag = 2a2}

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Koordinatizacija
Transf. koordinata




Baza vektorskog prostora

V' — vektorski prostor nad poljem F'

YCV

KaZemo da je Y skup izvodnica za prostor V' ako je svaki
vektor iz tog prostora moguce prikazati kao linearnu

kombinaciju (kona&nog broja) vektora iz skupa Y.

x €V =3dy1,y¥2,...,yk € Y takvi da je

k
X = E ayi
1=1

za neke a1, an,...,a € F.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




KaZemo jo$ da je Y skup generatora za prostor V,

odnosno da Y razapinje ili generira prostor V.

Svaki vektorski prostor V' ima skup izvodnica, npr.

mozemo uzeti Y = V.

— zanimaju nas minimalni skupovi izvodnica, Sto nas
dovodi do pojma baze

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Za uredeni podskup B C V prostora V' kaZemo da je
baza prostora V' ako vrijedi:
@ B je skup izvodnica za V,

@ B je linearno nezavisan skup u V.

Propozicija 35.
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(a) Y je minimalan skup generatora,
(b) Y je maksimalan skup linearno nezavisnih vektora,

(c) Y je baza vektorskog prostora V.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Primjeri baza

{(1a2a3)7(03 17 —1),(2,0, 1)} u R3
{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1)} u R™
{1,$,x2, .. .,$”_1} u skupu svih polinoma stupnja
<n

svaka uredena trojka {d1, d, a3} nekomplanarnih

vektora u V3 je baza za V3

{1,z,...,2% ...} je baza za prostor svih

polinoma u jednoj varijabli

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora

Baza i dimenzija
Koordinatizacija
Transf. koordinata




Egzistencija baze i dimenzija

Teorem 10.
Svaki netrivijalni vektorski prostor ima bazu.

Teorem 11 (Steinitz).

Svake dvije baze danog vektorskog prostora V' su
ekvipotentne.

Dimenzija netrivijalnog vektorskog prostora V' # {©y} je
kardinalni broj neke njegove baze. Dimenzija trivijalnog

vektorskog prostora je po definiciji jednaka nuli.

Oznaka: dimV/, odnosno dimz V' kada Zelimo naglasiti

nad kojim poljem.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora

Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Zbog Steinizovog teorema pojam dimenzije je dobro

definiran.

Za vektorski prostor V' kaZzemo da je
konaénodimenzionalan ako ima bar jedan konadan skup
izvodnica, tj. ako je konaéne dimenzije. U protivhom

kaZemo da je beskonaénodimenzionalan.
dmV3=dimR3 =3, dimR" =dimF"=n
dimR(C: 2, dim(c(C: 1, dimPn =N

dmP =%, dimRER=¢

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora

Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Teorem 12.
Neka je S = {a1,...,as} CV linearno nezavisan skup

vektora u V.. Onda je S podskup neke baze prostora V.

Korolar 10.

Neka je V' n-dimenzionalni vektorski prostor. Onda je
svaki linearno nezavisan skup u'V' koji se sastoji od n
vektora, baza za prostor V. Nadalje, bilo koji skup
vektora iz V' koji sadrzi vise od n vektora je linearno
zavisan.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora

Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Teorem 13.
Neka je B C V' baza prostora V. Tada je prikaz svakog
vektora iz V' u toj bazi jedinstven.

Dokaz.
Neka je B = {a, ..

Kako je B skup izvodnica za V, vektor x € V' se moze

.,an} i neka je z € V proizvoljni vektor.

prikazati kao linearna kombinacija vektora iz B. Pretpostavimo

da postoje dva takva prikaza

n
T = E Qg
i=1

za neke oy, B; € F,

n
T = Z Bia;
i=1

1=1,2,...,n.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora

Koordinatizacija
Transf. koordinata
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Oduzimanjem dobivamo

n
g (o — Bi)a; = Oy
i=1
Kako su vektori as,...,ay, linearno nezavisni, mora biti

ai—ﬁi:O, Vi:1,2,...,n,

odnosno, a; = (3; zasvaki i =1,2,...,n.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora

Koordinatiza
Transf. koordinata




Koordinatizacija vektorskog prostora

V' — vektorski prostor nad poljem F'

dimV =n, B=/{ej,e,...,e,} odabrana baza

Bazu B zovemo koordinatna baza ili koordinatni sustav u
prostoru V.

Svaki vektor @ € V' ima jednoznadan prikaz u toj bazi

n
a= g Q;€;.
=1

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija

izacija
Transf. koordinata
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Koeficijente a; € F' zovemo koordinatama, uredenu v ) )
ektorski prostori

’[’L—torku Algebarske strukture
Binarna operacija
(0417 e 7()gn) = krace = (az) Slr:)l:;zi. Polugrupa
5 5 . Grupa
koordinatnim slogom, a matricu Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
i , Vektorski prostor
X = a = krace = [az] Primjeri vekt. pr.
: Lin. zav. i nezav.
(a7 Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija

a1

koordinatnom matricom vektora a u bazi B.




Neka je
k:V — F"

preslikavanje definirano sa
k(a) = (o).

Neka je
h:V — Mpi(F)

preslikavanje definirano sa

h(a) = [o4] .

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora




Svako od preslikavanja k i h zovemo koordinatizacija
prostora V' s obzirom na odabranu bazu B.

Propozicija 36.
Preslikavanja k i h imaju sljedeéa svojstva:

Q k i h su bijekcije

Q k(a+b) =k(a)+ k(b), h(a+b)=nh(a)+ h(b)

O k(aa) = ak(a), h(aa)= ah(a)

za sve a,b €V |zasvakia € F.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija

izacija
Transf. koordinata

o

<
«F
<
<




Preko preslikavanja k i h vrSimo identifikaciju

i piSemo kratko
a=(s), odnosno a= [oy].

Napomena

Ove identifikacije ovise o odabranoj bazi!

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija

Transf. koordinata

=]
F




Neka je S = {z1,...,xs} uredeni skup vektora u prostoru

V' dimenzije n. Neka su

LTk = ($I(cl)’x§c2)7 7335@“))? EE=SI 2 s

koordinate tih vektora u odabranoj bazi B. Skupu S tada

pridruZzujemo matricu

L O 0]

NERNC RN
M(S) =

_xg-n) xgn) xgn)_

tipa (n, s) kojoj se stupci podudaraju s koordinatama
vektora x1, x>y, ..., Ts.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija




M (S) zovemo matrica skupa vektora S s obzirom na
bazu B.

Dimenzija skupa S = {z1,22,...,25} je maksimalni
broj linearno nezavisnih vektora iz skupa S.

Propozicija 37.
Dimenzija skupa S jednaka je rangu matrice M(S).

Korolar 11.
Skup S je linearno nezavisan akko M(S) ima maksimalni
rang.

Korolar 12.
Skup S = {x1,x2,...,x,} je baza za vektorski prostor V
dimenzije n akko det M (S) # 0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid

Zadatak 13. Grupa

Primjeri grupa

DokazZite korolar 12, koristeéi definiciju linearne Prsten
i i i Prlr_njen prstena
nezavisnosti vektora i Roucheov teorem. Polje

Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor

Primjeri potprostora
Baza

Baza i dimenzija

Transf. koordinata




Transformacija koordinata

Neka su B = {61,62,...,6n} i B' = {fl,fz,...,fn}
dvije koordinatne baze vektorskog prostora V.

Neka su
/
a1 Oél
X = i X' =
/
oy, o,

koordinatne matrice vektora @ € V' u bazi B odnosno B’.

U kakvom su odnosu matrice X i X'?

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija
Koordinatizacija

oordinata




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Neka su Damir Horvat

Vektorski prostori
ﬂlk Algebarske strukture

Binarna operacija
fk = . o kj = 17 27 ... 77’[ Grupoid. Polugrupa
) Monoid
Grupa
ﬁnk Primjeri grupa
Prsten
- E E Primjeri prstena
koordinatne matrice vektora baze B’ u bazi B. Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.

/811 oo ﬂln Lin. zav. i nezav.

Linearni omotat

_ N 0 Potprostor
T = M(B ) - . . grimjeri potprostora
aza
ﬁnl U ﬁnn




T je matrica skupa B’ u bazi B i zovemo ju matrica
prijelaza ili matrica transformacije baze B u bazu B’.
Pisemo

BB

Kako je B’ takoder baza, prema slijedi da je T’

uvijek regularna matrica, tj. detT # 0.

Teorem 14.

Neka su X i X' koordinatne matrice vektoraa € V u
bazama B, odnosno B’, a T neka je matrica prijelaza iz
prve baze u drugu. Onda je X = T'X’, odnosno

X' =T7'X.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Vektorski prostori
Algebarske strukture
Binarna operacija
Grupoid. Polugrupa
Monoid
Grupa
Primjeri grupa
Prsten
Primjeri prstena
Polje
Primjeri polja
Vektorski prostor
Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
Linearni omotat
Potprostor
Primjeri potprostora
Baza
Baza i dimenzija
Koordinatizacija

oordinata




Matematicke metode

Dokaz. za informatitare
B: {617627"'7611}1 B, — {f17f2)'~'7fn} prof.dr.sc. Blazenka

vjak,

U bazi B vektor a ima prikaz Damir Horvat

Vektorski prostori
& Algebarske strukture
— D Binarna operacija
a = § :alel’ (*) Grupoid. Polugrupa
i=1 Monoid
Grupa
Primjeri grupa
H / Prsten
alu baZI B Primjeri prstena
n n n n n zo_lje_ . i
/ / ’ rimjeri polja
a= E o fr = E Qg E Birei | = E g Birag, |ei. (M) Vektorski prostor
5 Primjeri vekt. pr.
Lin. zav. i nezav.
0 0 . . . . . Linearni omotat
Usporedivanjem (&) i (#) zbog jedinstvenosti prikaza u Potprostor
Primjeri potprostora
1 1edi Baza
baZI' Sll‘]edl Baza i dimenzija
Koordinatizacij
oordinata

n
/ 0
o = g Gikog,, 1=1,2,....,n,

k=1

paje X =TX'. @




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definici
Primjeri
Zadavanje lin. op.
. Izomorfizam
D|O IV Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
. . - Y =FX
Linearni operatori Monn 2 Hom(U, V)

i potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode

S a d I’i aj za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

@ Linearni operatori

@ Definicija linearnog operatora Primjeri lin. op.
BLLOe (1o 5 Zadavanje lin. op.
@ Primjeri linearnih operatora lzomorfizam
@ Zadavanje linearnog operatora Rangfijdefekt
. . Matrica lin. op.
@ |zomorfizam vektorskih prostora Primjeri matr. zapisa

Y =FX
My = Hom(U, V

@ Rang i defekt

@ Matri¢ni zapis linearnog operatora

@ Primjeri matri¢nih zapisa

@ Ra&unanje slike vektora

@ |zomorfizam matrica i linearnih operatora
@ Odnos matri¢nih zapisa istog operatora
@ Karakteristi¢ni polinom

@ Minimalni polinom

@ |nvarijantni potprostori

@ Svojstvene vrijednosti

Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode

Definicija linearnog operatora 2 informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Neka su U i V' vektorski prostori nad istim poljem F. Linearni operatori
Kazemo da je preslikavanje Primjeri lin. op.

Zadavanje lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt

f U —=V Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

linearni operator, ako zadovoljava: Mpp & Hom(U, V)

© aditivnost, tj.

odnos matr. zapi

potprostori
Svojstvene vrijednosti

fla+0b) = f(a)+ f(b), Va,beU
© homogenost, tj.

f(aa) =af(a), VaeF, acU




Propozicija 38.
Neka je f : U — V linearni operator. Tada je

fOu)=0y i f(-a)=—f(a), YaeU.

Dokaz.
f(@) = fa+0v) € f(a) + £(O0) = f(Or) = Oy

f(=a) = £((-1)-a) @ —1- f(a) = — f(a)

—

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
T DIVELS
PropOZIcUa 39' Damir Horvat
Preslikavanje f : U — V je linearni operator akko za

svaki izbor o, 3 € F i svaki izbor a,b € U vrijedi

Linearni operatori

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.

flaa+Bb) = af(a) + Bf(b). Rang 1 defot

Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa

Y =FX i

Dokaz. Mo '"%?‘tﬂo:;( pl' V)
(1) (2) tnva : p?t[;rost:).ri

f(O[(I + /Bb) = (O[CL) + f(ﬁb) = (a) + Bf(b) vojstvene vrijednosti

Za o = 3 =1 dobivamo (1), a za b = ©y dobivamo (2)

jer je f(©y) = Oy. Q




Propozicija 40.
Neka su a; € U bilo koji vektori, a a; € F skalari,
t=1,...,k. Tada za linearni operator f vrijedi

k k
Y iai ) =D aif(ai).
i=1 i=1

Dokaz.
Indukcijom po k.

Za k =1 to je uvjet (2) iz definicije.

Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za k£ — 1 vektora.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

k k—1 Linearni operatori
f a;a; | = f (07407 = AQf = Primjeri lin. op.
Zadavanije lin.

=1 =1 Izomorfizam
Rang i defekt
Matrica lin. op.
_ Primjeri matr. zapisa
k-1 Y =FX
o J. 4
— G (opar) = My & Hom(U, V)
f Z (et + f k%k odnos matr. zapisa
=1 Karakteristi€ni polinom
Minimalni polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

= Zazf a;) + ay f(ax) Zalf a;) V)

1=




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Propozicija 41.
Kompozicija linearnih operatora je linearni operator. Linearni operatori
pozicy P J P iz

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.

Dokaz. Izomorfizam
g g 0 g Rang i defekt
f:U—=V i g:V — W linearni operatori Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
a,B€F, a,be U proizvoljni },:F; Hom(U, V)

odnos matr. zapi

(9o f)(aa+ Bb) = g(f(aa + ﬁb)) =
g(af(@) + B1®)) = ag(f(a)) + Ba(F(8)) =
= a(go f)(a) + B(go f)(b) @

potprostori
Svojstvene vrijednosti




Primjeri linearnih operatora

@ P — prostor polinoma

d:P—P, dp)=p

k

k
d(p)=d Z ait’ | = Zz ittt
=0

i=1
— operator deriviranja na P

— uodimo da d‘P :Pn — Pn1
n

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Defin

op.

Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt

Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)
odnos matr. zapisa
Karakteristi¢ni polinom
Minimalni polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

@ P — prostor polinoma

Linearni operatori

_ o [Primieri lin. op.
s:P =P, sp)=Jyp(z)ds e
Rang i defekt

k k Matrica lin. op.
. a; Q Primjer rjlatr. zapisa
s(p) =s E a;it' | = E — ¢ttt Y =FX
) + 1 My = Hom(U, V)
1=0 1=0 odnos matr. zapisa

Karakteristi¢ni polinom
Minimalni polinom
Invarijantni potprostori

— operator integriranja na P Svojstvene vrijednosti

— uo¢imo da s!Pn :Pn — Pri1




@ Rotacija u R? za kut o
To : R? — R?
ro(z,y) = (x cosa — ysin a, x sin a + y cos «)
@ Zrcaljenje
z:R2 =R, 2(z,y) = (y,z)

@ Koordinatizacija vektorskog prostora s obzirom na
odabranu bazu

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Damir Horvat

Zadavanje lin. op.

Izomorfizam

Rang i defekt

Matrica lin. op.
matr. zapisa

Y =FX

My = Hom(U, V/

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




@ V vektorski prostor nad poljem F', A€ F
h:V =V, h(z)=x
— homotetija u prostoru V s koeficijentom A
Za A\ = 0 dobivamo nuloperator
n(x) =y, Vx e V
Za X\ = 1 dobivamo jedini¢ni operator

e(r) =z, Vz eV

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Damir Horvat

Zadavanje lin. op.

Izomorfizam

Rang i defekt

Matrica lin. op.
matr. zapisa

Y =FX

My = Hom(U, V/

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




@ inkluzija: L<V
i:L—V, i(x)=z, VxeL
@ konjugiranje: C vektorski prostor nad R
k:C—C, k(zr+yi)=z—vyi

Da li je konjugiranje linearni operator ako gledamo
na C kao vektorski prostor nad samim sobom?
Objasnite!

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Defir

n. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX
My = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

o F polje; Vi=1,2,...,n definiramo Damir Horvat

- Linearni operatori
pi: F" = F, pi(at,...,q¢p...,0p) = Defir -

Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

— i-ta koordinatna funkcija ili projektor na -tu Rang i defekt

Matrica lin. op.

koordinatu Primjeri matr. zapisa
- oo - Y =FX
@ projekcija na zy-ravninu Mippn = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

p:R* =R p(z,y,2) = (,,0)

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

@ projekcija na y-os

p:R*—=R3  p(z,y,2) =(0,y,0)




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Damir Horvat

@ zrcaljenje s obzirom na zy-ravninu

WPrimjeri lin. op.

2 RE-R3, 2(z,y,2) = (2,y,—2) Zadavanie lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt
Matrica lin. op.

matr. zapisa
Y =FX
My = Hom(U, V/

@ zrcaljenje s obzirom na z-os

z:R3— R3, 2(z,y,2) = (z,—y, —2)

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

@ centralna simetrija s obzirom na ishodiste

S:R?)_)Raa s(x,y,z):(—w, -9, _Z)




Zadavanje linearnih operatora

Teorem 15.
Neka je (a1, ...,ay) linearno nezavisan skup vektora iz

prostora U, a skup (b1, ...,by) bilo koji skup vektora iz
prostora V. Tada postoji bar jedan linearni operator
f:U —V takav da je f(a;) =b;, Vi=1,... k.

Dokaz.
Ako skup (a1, ...,ax) nije baza za U, tada ga mozemo (i

to na vi¥e nacina) nadopuniti do baze prostora U. Neka je

(a17° <oy Ay Q415 - "aan)

jedna takva nadopuna do baze.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

Neka je

prof.dr.sc. Blazenka
(b, by by, -+ bn) Darmi Horvat
bilo koje prosirenje danog skupa vektora (b1,...,b;) iz V.
Neka je a € U bilo koji vektor. On ima jedinstven prikaz
u bazi

Linearni operatori

Izomorfizam

-~ Rang i defekt
a = E ;a4 , Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
=1 Y =FX
. Mypn = Hom(U, V)
pa definiramo operator f : U — V sa odnos matr.

Karakteri

Invarijantni potprostori

n n
f(a) - f Z Qi Qs _ Z Oéb (A) Svojstvene vrijednosti
- 1Y - 1Y
=1 =1

Tvrdimo da je f linearni operator i da ima trazeno
svojstvo. Stavimo liu (A) a; =1, oj =0, j # 1
dobivamo

f(ai):bi, Vi:1,...,n.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

De

Primjeri op.

lin. op.

Izomorfizam

Rang i defekt

Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)
odnos matr. zapisa
Karakteristi¢ni polinom
Minimalni polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Korolar 13.
Ako je (a1,...,ay) bazazaU, a (b1,...,b,) bilo koji

uredeni skup vektora iz V', onda postoji jedinstveni
linearni operator f : U — V sa svojstvom f(a;) = b;, za
svakit=1,...,n.

Dokaz.

Egzistencija od f je dokazana u prethodnom teoremu.
Treba jo$ dokazati jedinstvenost. Kada bi postojao jos
jedan linearni operator g : U — V sa svojstvom

g(a;) =b;, Yi=1,...,n, tada bi za a € U imali

n n n
gla) =g | Y oiai | =) aigla) =D aib; =
=1 =1 i=1

= aif(a) = f D aai | = f(a),
=l =1

pa bi zaista bilo f = g.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Minimalni polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Korolar 14.
Neka je B = (a1,...,ay) baza prostoralU, a f : B—V

bilo koje preslikavanje. Tada postoji jedinstveni linearni
operator g : U — V' koji prosiruje f, tj. za koji vrijedi
glz =1

Dokaz.
Stavimo f(a;) = b; i primijenimo korolar 13. Q

Linearni operator je dovoljno zadati na bazi prostora. Dva
linearna operatora U — V su jednaka akko imaju isto

djelovanje na bilo kojoj bazi prostora U.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode

Izomorfizam vektorskih prostora s informatitars

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Neka su U i V vektorski prostori nad istim poljem F'.

KaZemo da je preslikavanje

Rang i defekt
Matrica lin. op.

. Primjeri matr. zapisa
f:U—-V S
My, & Hom(U, V')
o : o oo E odnos matr.
izomorfizam vektorskih prostora ako vrijedi Karakterist

o f je Iinearni OperatOr, Invarijantni potprostori

Svojstvene vrijednosti
Q f je bijekcija.

Izomorfizam f : U — U zove se automorfizam od U ili

Jos regularni operator.




Propozicija 42.
Jedini¢ni operator je izomorfizam. Inverz izomorfizma je
izomorfizam. Kompozicija izomorfizama je izomorfizam.

KaZemo da je prostor U izomorfan s prostorom Vi
pisemo U =V, ako postoji bar jedan izomorfizam

f:U—=V.

Teorem 16.

Relacija =, tj. relacija "biti izomorfan” je relacija
ekvivalencije na klasi svih vektorskih prostora nad istim
poljem.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

Myn, = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Izomorfni vektorski prostori su iste apstraktne strukture, a

Linearni operatori
Defi

mogu se razlikovati jedino u naravi svojih elemenata. Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
e Wlizomorfizam
Propozicija 43. Rang i defekt
5 5 . . Matrica lin. op.
Neka je f : U — V' izomorfizam vektorskih prostora. Primjeri matr. zapisa

Y =FX

Neka je S bilo koji skup vektora iz U. Skup S je linearno M, 2 Hom(U, V)

odnos matr. zapi

nezavisan akko je f(S) linearno nezavisan. Skup S
potprostori

razapinje U akko skup f(S) razapinje V. S i

Dokazite za vjezbu propoziciju 43.




Korolar 15.

Neka je f : U — V' izomorfizam vektorskih prostora.
Onda svaka baza od U prelazi po f u neku bazu prostora
V', i obratno, svaka baza prostora V je slika neke baze
prostora U..

Teorem 17.
Dva vektorska prostora nad istim poljem F' su izomorfna
akko imaju istu dimenziju.

Korolar 16.
Svaki vektorski prostor V' dimenzije n nad poljem F je
izomorfan s koordinatnim prostorom F™.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Defi

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.

m

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
Svojstvene vrijednosti




Rang i defekt

Propozicija 44.
Neka je f : U — V linearni operator. Ako je L < U, onda

je f(L) < V. Ako je M <V, onda je f~Y(M) < U.

Dokaz.
Neka su a,b € f(L) bilo koji vektori, a o, 3 € F

proizvoljni skalari. Neka su z,y € L takvi da je f(x) = q,
f(y) = b. Kako je L < U, onda je ax + By € L. Sada

imamo

aa+ Bb= af(r) + Bf(y) = flaz + By) € f(L),

pa je zaista f(L) < V.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definicija

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

MiRang i defekt

Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)
odnos matr. zapisa
Karakteristi¢ni polinom
Minimalni polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |

Neka su sada z,y € f~1(M) bilo koji vektori, a a, 3 € F Zadavan

proizvoljni skalari. Tada je f(z) € M, f(y) € M. Kako

Primjeri matr. zapisa

Y =FX

je M <V, slijedi da je af(z) + Bf(y) € M, odnosno da Mo 2 Hom(U, V)
Karakteristi

je f(O[fI? + /By) € M Tada -je s + /By € f_l(M)' pa je In\.la'rijantm potprostori

Svojstvene vrijednosti

zaista f1(M) < U. Q




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |
Zadavanj

Primjeri matr. zapisa
Y =FX
. . . Mpmn & H U, v
Neka je f: U — V linearni operator. Elip = eulifp 1)

Karakteri
Slika od f je skup
Im f = S(f) = f(U) ={f(z)|z € U}
Jezgra ili nulprostor od f je skup

Ker f =N(f)=f"Y(Ov) = {z € U|f(z) =Ov}

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Damir Horvat

Korolar 17.
Neka je f : U — V linearni operator. Tada jelm f <V i

Ker f < U Za.da.vanje

Izomorfizam

n. op.
Rang Iinearnog Operatora f o :JFA\"“atr. zapisa
Myn 2 Hom(U, V

r=r(f)=dim(Imf)

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

Defekt linearnog operatora f

d = d(f) = dim (Ker f)




Teorem 18 (Teorem o rangu i defektu).
Neka je f : U — V linearni operator. Tada je suma ranga

i defekta od f jednaka dimenziji prostora U, tj.

r(f) + d(f) = dim U.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |

Zadavanj 8

Izomorfizam
MiRang i defekt

Matrica lin. op.

Primjeri matr. zapisa

Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode

Matric¢ni zapis linearnog operatora 2 informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

U i V vektorski prostori nad poljem F'

. . Primjeri |
d|m U =", dlm V =m Zadavanj b
Izomorfizam
Rang i defekt
A={ay,...,an} bazaza U
Primjeri matr. zapisa
— Y =FX
B ={b1,...,by} bazaza V Moy = Hom(U, V')
5 o odnos matr.
f:U — V linearni operator Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

flar) = airb;
i=1

Kako je f jednoznaéno odreden svojim djelovanjem na

bazi A, tada je on jednozna&no odreden matricom




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definici
Primjeri

F= F(AyB) - f(al) e f(an) Zadavanie lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt

n. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnosno

.. i potprostori
ai1 A1n Svojstvene vrijednosti




Matrica F je tipa (m,n), a njezini stupci su koordinatne
matrice slika f(ay) vektora baze A u bazi B. Matricu F
zovemo matri¢ni zapis, odnosno matri¢ni prikaz, matri¢na
reprezentacija ili, kratko, matrica operatora f u paru baza
(A, B). Ako je U =V, tada standardno uzimamo A = B

i govorimo o matrici operatora f u bazi A.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |
Zadavanj 8
Izomorfizam
Rang i defekt

Primjeri matr. zapisa
Y =FX
Myn, = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Propozicija 45.
Rang linearnog operatora jednak je rangu matrice tog
operatora.

Dokaz.

Po definiciji je rang linearnog operatora f : U — V
jednak » =dim L(f(a1),..., f(ay)), a to je jednako
rangu matrice M ({f(a1),..., f(an)}) = F, pa je zaista
r=r(F). ©

Korolar 18.
Linearni operator je izomorfizam vektorskih prostora akko
je matrica tog operatora regularna.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Defi

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt

Primjeri matr. zapisa
Y = FX
Myn = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
Svojstvene vrijednosti




Primjeri matri¢nih zapisa

@ operator deriviranja d : P3 — P> u paru kanonskih
baza

A={1,t,t?}, B={1,t}

0=0-1+0-¢
dit)=1=1-1+0-¢t
dt?) =2t=0-1+2-t

o]

0 0 2

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Defi

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt
Matrica lin. op.

Myn = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

@ operator deriviranja d : P3 — P, u paru baza

Linearni operatori
Defi

A - {1 + t, 2, 3t2}, B = {5, 3 — t} Primjeri lin. op.

Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

1 ang i defekt

d(1+t) =1= 5 5+O(3_t) sllat%icadli:l.kop.
d2)=0=0-54+0-(3—1)

d(3t?) =6t = .54 (—6)- (3 1)

Myn = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
18 Svojstvene vrijednosti

5
—6

D=

1=
o O

0




@ operator integriranja s : P3 — P u paru kanonskih
baza A = {1,t,1?}, B ={1,t,t%,13}
s(1)=t=0-1+1-¢t+0-£2+0-8

s(t) =
s(t?) =

=0-14+0-t+2-#2+0-¢

t2
2
B —0.140-t4+0-224+1.8

O O = O
O Nk O O
w—= O O O

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Defi

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt
Matrica lin. op.

Myn = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

@ zrcaljenje s obzirom na zy-ravninu u kanonskoj bazi

Linearni operatori
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)} e o
Zadavanje lin. op.

zomorfizam
2:RE- RS, 2(z,y,2) = (2,y,—2) Rang 1 defekt
Matrica lin. op.
#(1,0,0) = (1,0,0) = 1-(1,0,0) +0-(0,1,0) + 0 (0,0,1) Vo Rk e
2(0,1,0)=(0,1,0) =0+ (1,0,0)+1-(0,1,0)+0-(0,0,1) [ AuANiciAg
Z(Oy 0, 1) = (Oa 0, 71) =0 (1705 0) +0- (07 1, 0) + (71) : (07 0, 1)
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

0
0

1
Z = |0
0 -1

o = O




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

@ projekcija na zy-ravninu u kanonskoj bazi

Linearni operatori
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)} e o
Zadavanje lin. op.

p: R3S RS p(z,y,2) = (x,9,0) Rang | defekt

Matrica lin. op.

p(1,0,0) = (1,0,0) = 1-(1,0,0) +0-(0,1,0) + 0 (0,0,1) S—
p(0,1,0) = (0,1,0) =0 (1,0,0) +1-(0,1,0) + 0 - (0,0,1) Frclediga CNL

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

1
P=|0
0

o = O
@) (= ©




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

@ projekcija na y-os u kanonskoj bazi

Linearni operatori
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)} e o
Zadavanje lin. op.

p:R¥ = R3  p(z,y,2) =(0,y,0) Rang | defekt

Matrica lin. op.

p(1,0,0) = (0,0,0) =0-(1,0,0) +0-(0,1,0)+0-(0,0,1) —
p(0,1,0)=(0,1,0)=0-(1,0,0) +1-(0,1,0)+0-(0,0,1)  [FEHANAINE

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

P—=

o O O
o = O
o O o




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

@ zrcaljenje s obzirom na x-os u kanonskoj bazi

Linearni operatori
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)} e o
Zadavanje lin. op.

Izomorfizam
20 R3 — ]R3, Z(ﬂjv Y, Z) = (l‘, -, —Z) Rong | dofokt
Matrica lin. op.
2(1,0,0) = (1,0,0) = 1-(1,0,0) +0-(0,1,0) + 0 (0,0,1) Biimjeri matr. zapisa
Myn = Hom(U, V)

2(0,1,0) = (0, —1,0) = 0- (1,0,0) + (—1) - (0,1,0) + 0 - (0,0, 1) |ess
2(0,0,1) = (0,0,—1) = 0-(1,0,0) +0- (0,1,0) + (—1) - (0,0, 1) '

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

1 0 O
Z=10 -1 O
0 0 -1




@ V vektorski prostor nad poljem F, A& F
h:V =V, h(z)=x

U bilo kojoj bazi B = {a1,...,a,} od V, h ima
matri¢ni prikaz

A0 - 0

0o X - 0
H = ,

0 0 A

H je matrica tipa (n,n).
@ Specijalno, matrica nuloperatora je nulmatrica, a
matrica identitete je jedini¢na matrica.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |
Zadavanj 8
Izomorfizam
Rang i defekt
Matrica lin. op.

M = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Damir Horvat

o Rotacija u R? oko ishodiéta za kut ¢

cosp — sin %) Zadavanje

Izomorfizam

sin 2] Cos ¢ Rang i defekt

Matrica lin. op.

SO:

@ Rotacija u R3 oko z-osi za kut ¢

cosp —sinp 0

Invarijantni potprostori

RQO = Sin QO COS ('O O Svojstvene vrijednosti
0 0 1




pes H H M itk d
Racunanje slike vektora oo
prof.dr.sc. Blazenka
f: U — V linearni operator, dimU = n, dimV =m o
BU — {a]_, L 7a’n}7 BV — {b17 ct bm} Linearni operatori
Defi
= . 1 Primjeri lin. op.
F = [a;;] matrica od f u paru baza (A, B) bl
. . Izomorfizam
a € U, X = [OQ] matrica od a u bazi A Rang i defekt
Matrica lin. op.
Y =[] matrica od f(a) € V u bazi B AT
My = Hom(U, V)
Propozicija 46. (xfies (i, 2213

Uz gornje oznake vrijedi Y = FX.

potprostori
Svojstvene vrijednosti

Dokaz.
Po pretpostavci je

n
a = E ALag.
k=1




Tada je

S

i=1

(©)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Defi

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa

Svojstvene vrijednosti




pa zbog jedinstvenosti prikaza u bazi iz (OJ) i (H) slijedi

pa je zaista

n
Bi = airau,
k=1

Y

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definici

Primjeri lin. op.
Zadavanije lin.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa

M, = Hom(U, V)

odnos matr. zapisa
Karakteristi¢ni polinom
Minimalni polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Izomorfizam matrica i linearnih operatora

Hom(U, V') je skup svih linearnih operatora U — V/

Hom V' je skup svih linearnih operatora V. — V'

Teorem 19.
Neka su A ={a1,...,an} i B={b1,...,by,} baze za

prostore U, odnosno V. Neka je
¢ : Hom(U,V) — My,

operator definiran s

gdje je F' matrica operatora f u paru baza (A, B). Tada

je ® izomorfizam vektorskih prostora.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Defi
Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y = FX

Hom(U, V)

odnos matr. zapisa

potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Damir Horvat

Teorem 20.
Neka je B = {b1,...,b,} baza za prostor V. Neka je

Zadavanje
Izomorfizam

®: HomV — Mn Rang i defekt

Matrica lin. op.

operator definiran s

odnos matr. zapisa
Karakteri i

o(f) = F,
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

gdje je F' matrica operatora f u bazi B. Tada je ®
izomorfizam algebri.




Napomena

Preslikavanje ® : Hom V' — M,, je izomorfizam algebri
ako vrijedi
Q@ & je izomorfizam vektorskih prostora

Q ®(go f)=®(g) *(f)

Napomena

Pomocu izomorfizma iz prethodna dva teorema, uz
odabrane baze, je uspostavljena korespodencija

f+9g—F+G
Af = AF
fog FG

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |

Zadavanj 8
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Dakle, kada si fiksiramo baze, tada moZemo linearni
operator poistovjetiti s njegovom matricom, i obratno,
svaka matrica predstavlja to¢no jedan linearni operator.
Nadalje, sumi linearnih operatora odgovara suma njihovih
matrica, a kompoziciji linearnih operatora produkt
njihovih matrica, i to je razlog zasto se matrice mnoZe na
onaj "&udni” nadin.

VazZno je da to poistovjecivanje ovisi o odabranim bazama
jer e opcenito, u razli¢itim bazama ista matrica
predstavljati razli¢ite linearne operatore, i obratno, u
razli¢itim bazama isti linearni operator ima opcenito

razli¢ite matrice.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |

Zadavanj 8
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa

Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Minimalni polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Odnos matri¢nih zapisa istog operatora R

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

f U — V linearni operator

Linearni operatori
Defi

F matrica od f u paru baza (A, B) Primjer lin. op.

Zadavanje lin. op.

o Izomorfizam
F’ matrica od f u paru baza (A, B) Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa

Teorem 21. P
Mynn = Hom(U, V)

Neka su F' i F' matrice operatora f u paru baza (A, B),
odnosno (A’, B'). Tada je

potprostori
Svojstvene vrijednosti

F' =T71FS,

gdje je S matrica prijelaza A SLa , aT matrica

prijelaza B . p.




Dokaz.
Neka je a € U proizvoljni vektor, a X i X’ njegove

koordinatne matrice u bazama A, odnosno A’ prostora U.

Neka su Y i Y’ koordinatne matrice od f(a) u bazama

B, odnosno B’ prostora V. Tada znamo da je
Y=FX, Y =FX.
Nadalje, isto tako znamo da je
X=8X', Y=TY
Primjenjujudi gornje relacije, dobivamo
F'IX =Y =TY =T'FX =T 'FSX' = (T"'FS)X’
Kako to vrijedi za svaku matricu X’ € M, slijedi da je

F =T71F8S.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definicija

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My, = Hom(U, V)

potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

Zadatak 14' prof.dr.sc. Blazenka
N . Divjak,
Neka su A, B € My,,. DokaZite da ako je AX = BX za Bzt Wbz
svaku matricu X € My, da je tada A = B. Linearmi o )
inearni operatori
Defi
: y . . Primjeri lin. op.
Za matrice A, B € M,,,,, kazemo da su ekvivalentne, i Zadmanio lin. op.
.V . . . I1zomorfizam
pisemo A ~ B, ako postoje regularne matrice S € M,, i Rang i defekt
Matrica lin. op.
T € M, takve da je B = SAT. Primjeri matr. zapisa

Mynn = Hom(U, V)

Za matrice A, B € M,, kazemo da su sli¢ne, i pisemo
A ~ B, ako postoji regularna matrica T' € M,, takva da el

vojstvene vrijednosti
je B=T71AT.

Korolar 19.

Matri¢ni zapisi F' i F' istog linearnog operatora

f U — V u razli¢itim parovima baza su ekvivalentne
matrice, tj. F ~ F’.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Korolar 20.

Neka su F' i F' matrice operatora f : V. — V u bazi B, Linearni operatori
odnosno B'. Tada je Primieri |

Zadavanj 8
Izomorfizam

_ Rang i defekt
F/ ES T :I'l'?j—‘7 Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX
Myyn, = Hom(U, V)

gdje je T matrica prijelaza B L, p.

Korolar 21 Invarijantni potprostori
. . ’ . . . . . Svojstvene vrijednosti

Matri¢ni zapisi F' | F' istog linearnog operatora

f:V — V u razli¢itim bazama prostora V' su slicne

matrice, tj. F ~ F’.




Karakteristi¢ni polinom

A kvadratna matrica reda n nad poljem F

Matricu
C=A-)I,

gdje je A varijabilni parametar, zovemo karakteristi¢na

matrica ili svojstvena matrica za matricu A.

Ako je A = [avx], tada je

o — A o e O1n
oo1  ap— A .- 0oy,

Qnl (677%] oo Qpp— A

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |

Zadavanj 8
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr.

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Karakteristi¢ni ili svojstveni polinom matrice A je
ka(X\) =det (A — AI),

i to je polinom n-tog stupnja u varijabli X s

koeficijentima iz polja F',

ka(A) = kA" + ki AV L4+ kg, ks €F

Pripadnu jednadZbu
ka(A) =0

zovemo karakteristi¢na ili svojstvena jednadzba za

matricu A.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |

Zadavanj 8
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr.

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode

P rOpOZiCija 47. za informatitare

U karakteristicnom polinomu matrice A su koeficijenti: prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
1 Damir Horvat
k‘n = (—l)n, kn—l = (—1)” tr A, k)o = det A.
Linearni operatori
Definicija
Prim op.
. ee Zadavanje lin. op.
PrOpOZICIJa 48. Izomorfizam
oz o o o 0 _no O novz_ O o Rang i defekt
Sli¢ne matrice imaju isti karakteristi¢ni polinom. Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX
Dokaz My = Hom(U, V)

A~ B = B=T71AT, gdje je T regularna matrica.

odnos matr. zapisa
sti€ni polinom
Minimalni polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

kp(\) = det (B — \I) = det (T*AT — \(T™'T)) =
=det (T7'AT — T (AI)T) = det (T~ (A — \)T) =
—detT ! det(A— ) -detT =
—detT ! detT -det(A— \)=




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

— det (T*]-T) . det (A — )\I) — det [ - det (A _ )\I) — Damir Horvat

Linearni operatori
= det (A B )\I) = k‘A()\) Ezr;jeri lin. op.
O [
Rang i defekt
f:V — V linearni operator 'Q",?,:;;ﬂ ',i,',';,t‘,’_"'zapisa
Y =FX
Karakteristi¢ni ili svojstveni polinom k; operatora f je M, 2 Hom(U, V)

odnos matr. zapi

kf(A) = kF()\)7 . 'j pt;tprostori

Svojstvene vrijednosti

gdje je F' bilo koji matri¢ni prikaz operatora f.

Trag od f:
tr f =tr F.

Determinanta od f:

det f = det F.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Rang, defekt, karakteristi¢ni polinom, trag i determinanta Divjak,

Damir Horvat

su invarijante linearnog operatora jer ne ovise o njegovom

Linearni operatori

matri¢nom prikazu.

Primjeri |
Zadavanj 8
Izomorfizam

Znamo da je M, (F) vektorski prostor nad poljem F, Rong | dofokt
Matrica lin. op.

dim Mn(F) = n2. Tada su Primjeri matr. zapisa
Y =FX
My = Hom(U, V)

2 n n? odnos matr.
TLAA .. A .. A :

Invarijantni potprostori

linearno zavisni vektori, pa postoje c; € F' koji nisu svi Svojstvene vrijednosti

jednaki nula, takvi da je

aol + 1A+ -+ apA™ + - 0,2 A™ = O.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

To zapravo znadi da matrica A ponistava polinom

Primjeri |
Zadavanj b
2 Izomorfizam

n .
p(>\) = 0o +Oé]_>\+ o +an2)\ . Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa

Y =FX
Teorem 22 (Hamilton-Cayley). My 2 Hom(U, V)
: o i e . odnos matr..
Svaka kvadratna matrica A ponistava svoj karakteristi¢ni
pO/inom, tj kA(A) = O Invarijantni potprostori

Svojstvene vrijednosti




Minimalni polinom

A kvadratna matrica nad poljem F

Minimalni polinom matrice A je polinom m4(\) # 0
najniZeg stupnja kojeg matrica A ponistava, tj.

ma(A) = 0.

Pripadnu jednadZbu m4(\) = 0 nazivamo minimalna
jednadZba matrice A.

Propozicija 49.

Neka je p(\) bilo koji polinom s koeficijentima iz polja F'
kojeg matrica A ponistava. Tada je p()\) djeljiv sa svakim
minimalnim polinomom m(\) matrice A.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Defi
Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX
My = Hom(U, V)
odnos matr. zapi
Karakteristi

polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Dokaz. Divjak,
5o oo N 5 a0 . - Damir Horvat
Iz definicije minimalnog polinoma slijedi da je

degm < degp. Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, S
postoje polinomi g(A) i r(\) takvi da je ?d’f,'.".,
Rang i defekt
p(A) = m(A) - q(A) + r(N), Primjert matr. zapisa

Y =FX

Myn = Hom(U, V)

pri €emu je g(\) kvocijentni polinom, a r(\) je ostatak i odnos matr. zapisa

Karakteristi¢ni polinom

degr < degm. Po pretpostavci je p(A) = O, pa imamo

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti

p(A) = O =m(A) - ¢(A) + r(A),

a odavde zbog m(A) = O, slijedi da je r(A) = O. No,
zbog minimalnosti od m(\) mora biti 7(\) = 0. Q




Korolar 22.
Karakteristi¢ni polinom matrice je djeljiv s njezinim
minimalnim polinomom.

Korolar 23.

Minimalni polinom dane matrice je jedinstven do na
skalarni faktor razli¢it od nule, tj. ako sumji(A) i ma(A)
minimalni polinomi iste matrice, tada postoji o € F,

a # 0, takav da je ma(A) = ami(A).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |
Zadavanj 8
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

Myn, = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Propozicija 50.
Sli¢ne matrice imaju iste minimalne polinome.

Dokaz.
B=T71AT

ma(A), mp(A) — minimalni polinomi od A i B
ma(A) = ap A" + At N L+ 4 ag
Lako se vidi da je
Bl =(T7'ATY =T 'A'T, Vj=0,...,m

Sada imamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |

Zadavanj 8
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)
odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




ma(B) = am(T AT)™ + a1 (T TAT)™ 1+ -t aol

= T HamA™)T+T Y om_1 A" DT+ +T (gD T =
= T Y amA™ o 1 A™ 4 dag)T = T 1my(A)T =
——
=0
Dakle, B ponistava minimalni polinom od A, pa je

degmp < degma.
Analogno, polazeéi od A = TBT~1 dobivamo
degma < degmp,

pa zakljuujemo da je

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Defi
Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam
Flang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX
My = Hom(U, V)
odnos matr. zapi
Karakteristi

polinom
Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




degmp = degma.

Kako je ma(B) = O, po mora biti

ma()
mB()\)

a kako je degmp = degm 4, slijedi da je

= q(N),

g(\) =const. = a #0

pa je ma(A) = amp(A).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Damir Horvat

Zadavanje

Izomorfizam

Rang i defekt

Matrica lin. op.
matr. zapisa

Y =FX

My = Hom(U, V/

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




f 'V — V linearni operator

Minimalni polinom my tog operatora je
mg(X) = mp(X),

gdje je F' bilo koji matriéni prikaz operatora f.

Minimalni polinom je isto jedna invarijanta linearnog

operatora jer ne ovisi 0 njegovom matri¢nom prikazu.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Damir Horvat

Zadavanje

Izomorfizam

Rang i defekt

Matrica lin. op.
matr. zapisa

Y =FX

My = Hom(U, V/

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Propozicija 51.

Svaki ireducibilni faktor karakteristiénog polinoma neke
matrice je takoder ireducibilni faktor minimalnog
polinoma te matrice.

Korolar 24.

Ako u karakteristicnom polinomu nema istih ireducibilnih
faktora, tada se taj polinom podudara s minimalnim
polinomom matrice.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |

Zadavanj 8
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)
odnos matr.
Karakteristi

Invarijantni potprostori
Svojstvene vrijednosti




Invarijantni potprostori

f:V — V linearni operator
L <V potprostor sa svojstvom da je f(L) C L

Tada kaZzemo da je L invarijantni potprostor za operator

f ili krace, da je L f-invarijantan potprostor od V.
Trivijalni invarijantni potprostori:

L={ey}, L=V

— nas ¢e zanimati jednodimenzionalni invarijantni

potprostori danog linearnog operatora f : V — V.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |

Zadavanj 8
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr.
Karakteristi
Minimalni polinom

Svojstvene vrijednosti




Svojstvene vrijednosti

V' vektorski prostor nad poljem F', dimV =n
f 'V — V linearni operator

L <V f-invarijantni potprostor, dimL =1
Neka je {a} baza za L

L je f-invarijantan = f(a) € L

fla)e L=3XeF, f(a)=Aa
Neka je z € L. Tada je x = aa za neko o € F.

f(z) = f(aa) = af(a) = a(ra) = Maa) = Az

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Defi

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Problem odredivanja skalara A € F' i vektora x € V za Linearni operatori
koje je Primjeri |

Zadavanj

f(:lf) = \x (1) |Z|Jmorfizan; ’

Rang i defekt

Matrica lin. op.

naziva se problem svojstvenih vrijednosti za operator PO G 20

f: V-V Myn = Hom(U, V)

(1) je jednadzba s dvije nepoznanice: jedna od njih je SN

skalar, a druga vektor.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
o . Divjak,
f:V — V linearni operator Damir Horvat

Skalar A € F' zovemo svojstvena vrijednost operatora f Doty craten
H oo o Primjeri |
ako postoji vektor a € V, a # Oy, takav da vrijedi Zadavanje lin.
Izomorfizam
Rang i defekt
_ Matrica lin. op.
f(a’) — Aa' Primjeri matr. zapisa
Y =FX
. .. . .. Mo, 2 Hom(U, V)
Svaki vektor a, a # Oy, koji zadovoljava navedeni uvjet,

naziva se svojstveni vektor operatora f pridruzen

e vrijednosti

svojstvenoj vrijednosti .

S(A)={acV] fla) = Xa}




Matematicke metode

Svojstveni potprostor 2 nformatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

. e Definicija
PrOPOZICIJa 52. Primjeri lin. op.
. Zadavanje lin. op.
Skup S(X) je potprostor od V. zomorfizam
Rang i defekt
Matrica lin. op.

DOkaZ Primjeri matr. zapisa
’ Y =FX

a, B € F proizvoljni skalari
a,b e S(\) = f(a) = Aa, f(b)=M\b

faa + 8b) = af(a) + B1(8) = a(Aa) + BAD) =
= AMaa) + A\(Bb) = M«oa + Bb)

= aa+fbe S(A\) = S(\) < V. Q




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
o 5 Damir Horvat
Potprostor S(\) zovemo svojstveni potprostor operatora
f pridruZen svojstvenoj vrijednosti A, a njegovu dimenziju  [ESREEE
.. Primjeri lin. op.
geometrijska kratnost od . Zadavanie lin. op.
Izomorfizam
Rang i defekt

) . . . . 2 Matrica lin. op.

Spektar operatora f je skup svih svojstvenih vrijednosti [PV i) e, e
. Y =FX

operatora f Ozna&avamo ga sa U(f) My, = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

Propozicija 53.
Skalar Ao € F' je svojstvena vrijednost operatora f akko ijantni potprostori

vrijednosti

Jje Ao nulto¢ka karakteristi¢nog polinoma ky(\) tog

operatora.




Dokaz.
Neka je F' matriéni zapis operatora f.

X € o(f) = 3Fa# 0O, f(a) = Aoa, odnosno

(f — Noe)(a) = ©

gdje je e : V. — V jedini¢ni operator.

Iz toga slijedi da operator
c=f— Xe

ima netrivijalnu jezgru, pa onda nije bijektivan, pa niti
regularan. Kako je matri¢ni zapis operatora ¢ matrica

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Primjeri |
Zadavanj 8
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

Myn, = Hom(U, V)

e vrijednosti




C = F — X\gI, mora biti
detC' =det (F — \oI) =0,

Sto pokazuje da je Ao nultotka od k().

Neka je Ao € F takav da je kp(Ao) =0, tj.

det (F' — Aol) = 0. To zna&i da f — A\oe nije regularni
operator, pa postoji vektor a # © takav da je

(f = Aoe)(a) = 6,

dakle, f(a) = Aoa, a to pokazuje da je \g € o(f).

Q©

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Definicija

Primjeri lin. op.

Zadavanje lin. op.

Izomorfizam

Rang i defekt

Matrica lin. op.

Primjeri matr. zapisa

Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapisa

Karakteristi¢ni polinom

Minimalni polinom

Invarijantni potprostori
e vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Napomena Linearni operatori
H . 00 o ) . . Primjeri |
Linearni operator koji djeluje na n-dimenzionalnom Zadavanie lin.
Izomorfizam
. s - ey . - .. . .. R i defek
prostoru imat ¢e najviSe n svojstvenih vrijednosti, ali i T S

. ~ v .. - 5 . Primjeri matr. zapisa
manje (mozda ¢ak nijednu), u zavisnosti o tome koliko Y = FX
My = Hom(U, V)

rjeSenja karakteristi¢ne jednadZbe pripada polju nad kojim
je linearni operator definiran. Tih teSko¢a nema ako se

e vrijednosti

promatraju algebarski zatvorena polja.




Algebarski zatvorena polja R

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Defi

Za polje F' kazemo da je algebarski zatvoreno ako svaki Primjeri lin. op.

Zadavanje lin. op.
i peh = i i g X Izomorfizam
polinom p(A), s koeficijentima iz tog polja, ima nultotku AN
- Matrica lin. op.

u polJU F. Primjeri matr. zapisa
Y =FX
My = Hom(U, V)

Teorem 23 odnos matr. zap

Svako polje je sadrZano u nekom algebarski zatvorenom

pO/j u ij potprostori

vrijednosti

Polje C je algebarski zatvoreno polje, dok, naZalost, polja

Q i R nisu algebarski zatvorena.




Svaki polinom p(\) stupnja m > 1 s koeficijentima iz
algebarski zatvorenog polja £’ dopusta faktorizaciju u

linearne faktore u tom polju, tj.
P(A) = am(A = A1) A= X2) - - (A — A,

gdje su Qpm, A1, ...y A € FL

Primjer 12.

Rotacija za kut ¢ uR? nema svojstvenih vrijednosti ako
je o #0 i #m, sto je | geometrijski jasno. Rotacija u
R3 je uvijek rotacija oko nekog pravca pa onda ona uvijek

ima barem jednu svojstvenu vrijednost.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definicija

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Primjer 13.
Neka je f : V' — V linearni operator s matri¢nim
prikazom

Linearni operatori

Primjeri |

Zadavanj 8
_ 1 5 Izomorfizam
F — Rang i defekt
-1 1 : Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

Njegova karakteristi¢na jednadzba je \> + 4 = 0. Ako je My, & Hom(U, V)
V' vektorski prostor nad poljem C, onda f ima dvije
svojstvene vrijednosti \y = 2i i A\p = —2i, a ako je V vrijednnsti.
vektorski prostor nad poljem R, tada f nema svojstvenih

vrijednosti.




Propozicija 54.

Linearni operator koji djeluje na n-dimenzionalnom
vektorskom prostoru nad algebarski zatvorenim poljem
ima to&no n svojstvenih vrijednosti (medu kojima moZe
biti i jednakih).

Algebarska kratnost svojstvene vrijednosti A je njezina

kratnost kao nultotke karakteristi¢cnog polinoma.

Geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti je uvijek

manja ili jednaka od njezine algebarske kratnosti.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definicija

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
vrijednosti




Kako odrediti S(\g) za operator f:V — V?
Treba rijesiti jednadzbu
f(a) = Aoa,

gdje je vektor a € V' nepoznanica.

Neka je F' matri¢ni prikaz operatora f u nekoj bazi, a X
koordinatna matrica vektora a u toj istoj bazi. Tada

gornju jednakost moZemo matri¢no zapisati kao
FX = M\X,

(F = X)X =O.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

Defi

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
vrijednosti




Ova matri¢na jednadzba je ekvivalentna s homogenim
sustavom od n linearnih jednadzbi s n nepoznanica. Kako
je det (F' — X\oI) = 0, prema Roucheovom teoremu taj ¢e
sustav imati netrivijalnih rjeSenja i svako takvo rjesenje
predstavlja koordinate nekog svojstvenog vektora

pridruZenog svojstvenoj vrijednosti Ag.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definicija

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
vrijednosti




Teorem 24,
Neka su A1, ..., s medusobno razli¢ite svojstvene

vrijednosti operatora f : V — V i neka su ai,...,as € V
svojstveni vektori tog operatora, odabrani tako da je
vektor a; pridruZen svojstvenoj vrijednosti \;, za svaki
i=1,...,s. Tada je skup S ={a,...,as} linearno

nezavisan u'V' .

Dokaz.

Pretpostavimo da je skup S linearno zavisan i da prvih k,
k < s, vektora predstavlja maksimalni linearno nezavisan
podskup od S.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definicija

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
vrijednosti




Prema tome, preostali vektori u S su linearne kombinacije
vektora ai,...,a. Tada, npr. posljednji vektor ag

mozemo na jednoznacan nacin prikazati u obliku

k
as = Z%‘ai- (S1)
=1

Pritom je bar jedan od «; # 0, jer bi u protivnom bilo
as = Oy, suprotno definiciji svojstvenog vektora.

Primjenom operatora f na relaciju (S1) dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definicija

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
vrijednosti




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori

k
f(as) — Z Oéif(ai), Primjeri |
=1

Zadavanj 8
Izomorfizam
Rang i defekt

OanSI’IO, ZbOg f(az) = )\Z-ai' Matrica lin. op.

Primjeri matr. zapisa
Y =FX
Myn, = Hom(U, V)

k
)\SCLSZ E ozi)\iai.
=1

e vrijednosti
Razlikujemo dva slu¢aja. Ako je A¢ = 0, nijedan od
Ai, © < k, ne moZe biti nula, jer su po pretpostavci

svojstvene vrijednosti A1,. .., As razliite.




Kako ni svi «; nisu nula, u prikazu

k
Oy = > aila;
i—1

bar je jedan od koeficijenata razli¢it od 0, $to znad&i da je
skup {a1,...,ax} linearno zavisan, protivno pretpostavci.
Ako pak je As # 0, imamo

k
ag = Zai)\i)\s_lai. (52)
=1

Kako je )\i/\gl # 1 za svaki ¢ < k, i kako svi ; nisu 0,
(S2) je prikaz od ay razlitit od (S1), 3to je kontradikcija s
jedinstvenoséu prikaza. U svakom smo slu¢aju dobili

kontradikciju, pa skup S mora biti linearno nezavisan. ©

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearni operatori
Definicija

Primjeri lin. op.
Zadavanje lin. op.
Izomorfizam

Rang i defekt
Matrica lin. op.
Primjeri matr. zapisa
Y =FX

My = Hom(U, V)

odnos matr. zapi

potprostori
vrijednosti




Dio V

Polinomi

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Sadrzaj

@ Polinomi
@ Definicija polinoma
@ Prsten polinoma
@ Jednakost polinoma
@ Odredenost polinoma
@ Dijeljenje polinoma
@ Hornerov algoritam
@ Razvoj polinoma po potencijama od =z — a
@ Najveca zajedni¢ka mjera polinoma
@ Kompleksni brojevi
@ Nulto&ke polinoma
@ Cjelobrojne nultotke
@ Racionalne nultocke
@ Kompleksne nultotke
@ Simetri¢ne jednadzbe
@ Cardanova formula
@ Ferrarijeva metoda

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

_Polinomi _
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Definicija polinoma

Polinom prvog stupnja je funkcija oblika

f(x)=ax+0b, a,beER, a#0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Polinom drugog stupnja je funkcija oblika

f(z)=az®>+bx+c, a,b,ceR, a#0

a>0

a<0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Polinom u jednoj varijabli z s realnim koeficijentima je

funkcija oblika
f(z) = apz™ + 12" 4+ agz + ag,
gdje su ag,ai,...,an—1,an, € R, a, #0.
stupanj polinoma: deg f =stf =n
a, — vodedi koeficijent agp — slobodni &lan

Sigma zapis polinoma:

f(z) = Z apzh®
k=0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Polinomi
polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Polinom u jednoj varijabli s kompleksnim koeficijentima

je funkcija oblika

1

f(x) = ana™ + an_12" " + - - + a1 + ao,

gdje su ag, a1, ...,an—1,an, € C, a, # 0.

R[z] — skup svih polinoma s realnim koeficijentima
u jednoj varijabli

C[z] - skup svih polinoma s kompleksnim

koeficijentima u jednoj varijabli

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Normirani polinom je polinom ¢&iji je vodeci koeficijent

ap = 1.

Nulpolinom je polinom ¢&iji su svi koeficijenti jednaki nula
i za njega se stupanj ne definira (ovisno o potrebama

ponekad se definira da je stupanj nulpolinoma —1 ili c0)

Polinomi nultog stupnja su konstante razli¢ite od nule.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Prsten polinoma

Zbrajanje i oduzimanje polinoma
P(z) = anz"™ + an_12"" 4 -+ + a1z + ag

Q) = bn@™ + bn—12™ 1 4 -+ + b1z + by

(P +Q)(z) = P(z) + Q(z) =
= anZ" +- -+ (am +br)z™ 4+ -+ (a1 +b1)z + (a0 + bo)

pri ¢emu je m < n.

P-Q=P+(-Q)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

polinoma

linoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




MnoZenje polinoma
P(z) = apz™ + 12" 14 a4 ag

Q(x) = bna™ + byp_12™ L+ -+ byz + by

n-+m

(PQ)(x) = P(z)Q(z Z cpz”

cp = Z aibj, k=0,1,....,n+m
i+j=k

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

a polinoma

linoma

Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Propozicija 55.

(R[CIJ], +, ) je komutativni prsten.

Propozicija 56.

((C[&“], 4R, ) je komutativni prsten.

Zadatak 15.
DokaZite gornje dvije propozicije.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

polinoma

linoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Jednakost polinoma

Teorem 25 (Teorem o nulpolinomu).
Polinom

f(z) = apz™ + 12" 1 4+ agx + ag,

a; ERIC, :=0,1,...,n je nul-funkcija akko
ai:0, Vi:071,...,n.

Dokaz.
Ako je a; =0, Vi=0,1,...,n, tada je otito f(x)
nul-funkcija.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Polinomi

. . . BT (ol
Pretpostavimo da je f(x) =0, Vz € R. Tada je Preten polimoma
polinoma
n—1 Odredenost polinoma
agp +aixy +---+ Qn—127 e Clnff? =0 Dijeljenje polinoma

Hornerov algoritam
— Razvoj po =z — a
ag +ay1xo + - -+ an_lxg L aF anxg =0 M(f, g)
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
(1) Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

n—1 n __ Kompleksne nultotke
ap + aA1Tn qreco e a”nf].xn + a’n$n — 0 Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda

—il
ao + a1Zpy1 + - + an—lwzﬂ + anxz+1 =0

za medusobno razli¢ite z1,...,2n4+1 € R.




(1) je zapravo homogeni linearni sustav od n + 1
jednadzbi s n + 1 nepoznanica ag, a1, ..., Gn—1,y.

Determinanta tog sustava je

1 = 2 -}
1 o 3 .- b
= H —z;) #0
1 =z, x2 g '
1 zpp 93%+1 Ty

To je Vandermondeova determinanta. Prema
Roucheovom teoremu sustav (1) tada ima jedinstveno

rjeSenje, pa mora biti

apg=a1=---=a, =0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Teorem 26 (Teorem o jednakosti polinoma).
Polinomi
f(@) = anz" + an_12™ " + -+ + a1z + ao,

g(x) = bpa™ + bn12™ L 4 -+ by + by,
an # 0, by, # 0 su jednaki akko vrijedi

n=m i a;=0b;, Vi=0,1,... ,n.

Dokaz.

Akojem=nia; =b;, Vi=0,1,...,n, onda je odito
f(z) =g(x), Yz € R

Pretpostavimo da je f = g i da je n # m, npr. n > m.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

Tada za sve z € R vrijedi

prof.dr.sc. Blazenka

— Divjak,
a/nf,Un ‘I" SECE S amZL‘m aF am_lim L + s ai1xr + ap = Damir Horvat
= bml’m + bmflxm_l “I— e + ble —|— bO Polinomi
Definicija polinoma
1 1 1 1 Prsten polinoma
Iz te jednakosti slijedi Lt oo

Odredenost polinoma
anT +-- -+ (am —bm)x oo -+(a1 —bl)x—i—(ao —bo) =0. 33:92::;5:;;';:::
Razvoj po z — a

Prema teoremu o nulpolinomu mora biti M(f. )

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Op =0p—1="""=amy1 =0,

am — bmy am—l — bm—17 0ooo 7a1 - bl) CLO - bO Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
$to je u kontradikciji s a, # 0. Dakle, n = m. Cardanosalfonnula

Ferrarijeva metoda

Sada iz f = g slijedi
(an — bn)xn + o+ (a1 — bl):c + (CL() — bo) =0,
pa prema teoremu o nulpolinomu mora biti

ap = by, ..., a1 = by, ag = bo.




Iz dokaza teorema o nulpolinomu dobivamo sljedeci
Teorem 27.

Neka je P(x) polinom n-tog stupnja za koji postoji n + 1
razli¢itih brojeva x; takvih da je P(x;) = 0 za sve
i=1,...,n,n+1. Tada je P(z) nulpolinom.

KaZemo da je 29 € C nultotka polinoma P(x) ako je
P(z0) = 0.

Korolar 25.
Polinom n-tog stupnja ima najvise n nultolaka.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
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Odredenost polinoma

Teorem 28.
Neka je zadano n + 1 razli¢itih totaka (x;,y;),

i=1,...,n,n+ 1. Tada postoji jedinstveni polinom
P(x) n-tog stupnja takav da je P(x;) = vy;,
i=1,...,n,n+ 1

Dokaz.
(jedinstvenost)
Pretpostavimo da postoje dva takva polinoma P(x) i

Q(z) n-tog stupnja za koje vrijedi

Plx))=Q(z;))=wi;, i=1,...,n,n+ 1L

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma

[li0dredenost polinoma

Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Definiramo polinom R(z) = P(z) — Q(z). Kako je
R(z;) =0zasvakoi=1,...,n,n+1, adegR < n,
slijedi da je R nulpolinom, pa je tada P = Q.
(egzistencija)

Za svakii=1,...,n,n + 1 definiramo polinome

(z—21) - (z—zi)(@ —Ti1) - (& — Tn1)

Li(x) - (% - IE1) co (Sﬂz - xi—l)(xi - 30i+1) cee (sz - l’n+1)

Vidimo da je

0, akoje j#1i

Li(x;) =
il j) 1, akoje j=1

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
[li0dredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi
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Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
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Kona¢no, neka je

n+1

P(z) =Y wiLi(x).
i=1

P(z) je polinom koji zadovoljava poletne uvjete i zove se

Lagrangeov interpolacijski polinom.

Q©

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
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Dijeljenje polinoma N nformaticare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Teorem 29. Definicija polinoma
o o Prsten polinoma
Za svaka dva pO/Inoma f,g € R[:B], g 7é 0, pOStO_]e Jednakost polinoma
) ) . ) ) ) ) Odredenost polinoma
Jjedinstveni polinomi q,r € R[z] takvi da je [Dijelienje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

f(z) = g(x)q(x) + r(x), Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
ri Cemu je degr < de . Racionalne nultotke
p 'j g g g Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula

DOkaZ. Ferrarijeva metoda

(jedinstvenost)
Pretpostavimo da za zadane polinome f i g, osim

polinoma ¢ i r, postoje polinomi ¢’ i v’ takvi da je




f=gqg+r, degr<degg,
f=gq +71', degr’ < degg.

Iz tih jednakosti slijedi
(¢—d)g+(r—r)=0. (1)
Pretpostavimo da je ¢ # ¢/, tj. deg(¢ — ¢') > 0. Tada je
deg(q — ¢')g = deg(q — ¢') + deg g > deg g.
S druge strane imamo

degr < degg i degr’ <degy,
pa je
deg(r —1’') < deg g,
pa onda lijeva strana u (1) ne moze biti nulpolinom.
Dakle, mora biti ¢ = ¢/, a zbog (1), onda je r = 1.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma

Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

(egZIStenCUa) prof.dr.sc. Blazenka
. . v Divjak,
Ako je deg f < deg g, tada uzmemo ¢ =0, r = f i olito Damir Horvat
je deg'r < deg g Polinomi
. . Definicija polinoma
Pretpostavimo da je deg f > degg. Prsten polinoma
Jednakost polinoma
1 1 1 H H Odredenost polinoma
Pretpostavimo da f i g imaju kanonske prikaze R i
Hornerov algoritam
—1 R ] T —a
f(z) =anz" + apn_12"" "+ - +arx+ap, an #0 MU

Kompleksni brojevi

m m—1 -
)Y =0b.. 1 b, 11 ce. bix + b b 0. Nultogke polinoma
g( ) [z + m—1 + + 1 + 0> e # Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Formiramo sada polinom f; [apiilene milede

Simetritne jednadzbe
Cardanova formula

fl(x) = f(x) _ :Un_mg(w). (2) Ferrarijeva metoda

Dobijemo polinom stupnja ng, i oito je n; < n.
Neka je
fl(x) = dglll)xm 4t dél).




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Ako je n1 > m, postupak moZemo nastaviti i formirati

Polinomi
g Definicija polinoma
p0||n0m fz(l‘) Prsten polinoma

Jednakost polinoma

Odredenost polinoma

dgll) H_ plolin_(:ma
fa(z) = fi(z) — 2™ " g(z) (3) [y

b M(f, 9)
Kompleksni brojevi
oo o Nultotke polinoma
i odito je deg fo < deg fi. Cielobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Neka je Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda

f2(37) = d%)xnz SFooo Sk dgz), no < nj.

Ako je np > m, formiramo polinom f3




d(2)
fa(z) = fole) = 5= 2™ "g(z), n3 <ma2.
m
Kako stupnjevi polinoma f, f1, f2, f3, ... padaju,
nastavljajuéi postupak dobivamo polinom
qt¢=1)

fe(x) = fre—1(z) - nb':ﬂl "1 g ()

takav da je ili deg fr < m ili fx(z) =0. Zbrajanjem
jednakosti (2), (3), (4) i (5) dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
lDijelienje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




(1) d%*=1)

dn, _
f(z) = glx”*m 4+ Tl MM % 2" =17 | g(2)+ f (z)
m m m
Uz oznake
an o) din )
q(z) = b—xnfm 4F b—l AR EEEE T7 k=17 () = fi(x)
m m m
dobivamo

f(x) = g(x)q(x) + r(x), degr <degy.

q(z) — nepotpuni kvocijent, r(x) — ostatak

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
lDijelienje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 14. Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

(25— 32% —52) : (12— 5+ 1) =23 +2% — 3z — 4

Damir Horvat

5 4 3
+x Fx aE 48 Polinomi
— Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
4 3 2 lDijeljenje polinoma
:t Z :F Z :t Z Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
sy o P H M(f, g)
—3r" — X" — 2T — 9
3 Z Z 5 L to Je f2 Kompleksni brojevi

xz* — 423 — 5z ———toje fi

Nultotke polinoma
F 3333 = 3.132 F 3z Cjelobrojne nultotke

Racionalne nultotke
5 ) Kompleksne nultotke
—4x° —2x ——— toje f3 Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda

Fa4x>+4xr T4

—6x + 4 ——toje fa=r




Hornerov algoritam

= g(x)q(x) +r(x), r(x)=r = const.

-1 2
=cp_12" T+ oz -+ 1z + ¢

Anx” + Gp_12" 1+ -+ a1z +ag =

=(z—a)(cho12™ 1+ cp oz 24zt cy) +r

AnZ™ + 12" Y+ -+ a1z + ag = cp_12™ +
+ (cn—2 — acp—1)2" 1 + (cn—3z — acp_2)x" 2 4 - +

+ (co — ac1)x + 7 — coa

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma

Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




ap = Cp—1 Cn—1 = Qn
ap—1 = Cp—2 — ACp—1 Cp—2 = Qp-1+aCp—1
ap—2 = Cp—3 — GCp—2 Cn—3 = Ap—2 + aCp—2
=
a] = cg — acy co = a1 +acy
ag = T — acy r = ap + aco
H an ‘ An—1 An—2 ‘ al ao
an aCp—1+ an—1 aCp—2 + ap—2 acy + ax acp + ap
~~— N—— N———
Cn—1 Cpn—2 Cn—3 €0 r

f(#) = (@ = a)q(e) + 7 = f(a) =

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma

Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

. . Polinomi
Prlmjer 15. Definicija polinoma
o 5 a6 5 — Prsten polinoma
Izralunajte vrijednost polinoma f(x) = 323 4+ 222 u tocki  [ELEREEHI.
Odredenost polinoma
—2 Dijeljenje polinoma

Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Rjesenje

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

. . Polinomi
Prlmjer 15. Definicija polinoma
o 5 a6 5 — Prsten polinoma
Izralunajte vrijednost polinoma f(x) = 323 4+ 222 u tocki  [ELEREEHI.
Odredenost polinoma
—2 5 Dijeljenje polinoma

Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

H 3 ‘ 2 ‘ 0 ‘ 0 Nultotke polinoma

Cjelobrojne nultotke

) H 3 ‘ —4 ‘ 38 ‘ —16 Racionalne nultotke

Kompleksne nultotke

Rjesenje

Simetritne jednadzbe
Cardanova formula

r(x) = —16, q(x) = 3-%'2 - 4-7/' + 8, f(—2) = —16 Ferrarijeva metoda




SloZenost Hornerovog algoritma

— ra¢unanje vrijednosti polinoma u nekoj to¢ki, deg f = n

Klasi¢no racunanje

n zbrajanja
n+(n—1)+---+1:w mnoZenja
Slozenost: O(n?)

Hornerov algoritam

n zbrajanja i n mnoZenja

SloZenost: O(n)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma

Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Teorem 30 (Descartesov teorem).
Broj x = a je nultotka polinoma f(x) akko f(x) djeljiv

Saxr—a.

Dokaz.
z) = (x —a)q(z)+r

f(
fla)=0=r=0

)

~
2

) = (z — a)q(x) = f(a) = 0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma

Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode

Razvoj polinoma po potencijama od 7 — o [l

Pomocu Hornerovog algoritma

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
f(.%') = (.%' — a)qo(x) 4 To Definicija polinoma
Prsten polinoma
TN T . Jednakost polinoma
dUeIImO daIJe qo(ﬂf) Sar —a Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam

q0(z) = (z — a)qu (=) + s -

f(z) = (z —a)[(z — a)qi(z) + 1] + 7o Neltatke polinoma
Cjelobrojne nultotke

f(x) = (x — a)2q1(;p) + rl(;p — a) + 70 RJacionaIJne nultotke

Kompleksne nultotke

Simetritne jednadzbe
Cardanova formula

dl_]ehmo dalje (J]_(:L') Sax —a Ferrarijeva metoda

q(z) = (z — a)ga(x) + 72
f(z) = (z — a)3q2(x) + ro(z — a)2 +ri(z —a)+ro




Matematicke metode

P ri mjer ]_ 6 . za informatitare

Pomocu Hornerovog algoritma razvijte polinom prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

f(x) = 2* + 223 — 30® — 42+ 1 po potencijama od = + 1. Damir Horvat

Rjeenje Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode

Primjer 16- za informaticare

Pomocu Hornerovog algoritma razvijte polinom il L
.. ivjak,

f(x) = 2* + 223 — 30® — 42+ 1 po potencijama od = + 1. Damir Horvat

Rjeenje Polinomi
Definicija polinoma

Prsten polinoma

1 2 — 3 —4 ]_ Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma

— 1 1 ]_ —4 0 Hornerov algoritam

M(f, g)

Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda
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Pomocu derivacija

Ako je
f(m)::anx"—%an_lx"_l+—~-—%a1x%—am

tada je

@)= fa) + S —a) -+ T

(") (q
f ( )(x_a)n'

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 17. s
Pomocu derivacija razvijte polinom ot Blaenka
f(x) = z* + 223 — 30° — 42+ 1 po potencijama od = + 1. Divjak,

Damir Horvat

RieSenje Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 17. e
Pomocu derivacija razvijte polinom ot Blaenka
f(x) = z* + 223 — 30° — 42+ 1 po potencijama od = + 1. Divjak,

Damir Horvat

Rjesenje

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma

4 3 9) Odredenost polinoma
f(.fU T + 2¢°> — 3z — 4x + 1= f(—]_) =1 Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
/!
fl(x) =42+ 622—62—4= f'(-1)=4 MUf, 9)
Kompleksni brojevi

)
) =
f'(z) =122° + 122 —6 = f"(-1) = —6 Nultotke polinoma
) =
)

Cjelobrojne nultotke
"
i

24x + 12 = f///( ) — _12 Racionalne nultoélfe
f(4)(33

Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe

— 24 = f(4)(—1) = 24 Cardanova formula

Ferrarijeva metoda

—6 4 1
+5; —(z+1)*+ 5 (:c+1)+a

f@)=@+1)*-2z+1)°-3x+1)>2+4z+1)+1




Najveca zajednicka mjera polinoma oyiriindiey

prof.dr.sc. Blazenka

. . . . p: . ve yee e . DIVELS
Normirani polinom najveéeg stupnja koji dijeli polinome f Damir Horvat
i g zove se najveCa zajedni¢ka mjera polinoma f i g. ot

Definicija polinoma
Oznaka: ]L[(f. g) Prsten polinoma

Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Euklidov algoritam Dijeljenie polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a

f = QQI + 7’]_, deg r1 < degg Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
g =T1q2 == r2, deg ro < deg T1 Cjelobrojne nultotke

Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
(*) Ferrarijeva metoda

r1 =72q3 + 13, degrs < degr

Th—4 = Tk—3Qk—2 + Tp—2, degrr_p < degry_3
Th—3 = Ik—2Qk—1 + Tk—1, degrr_1 <degry_o

Tk—2 = Tk—14k

M(f7g) = n(rk—l)




@ 7;_1 je zajedni€¢ka mjera. |z posljednje jednakosti
od (#) slijedi da ri_1 dijeli rp_. 1z pretposljednje
jednakosti od (#) tada slijedi da 751 dijeli ri_3.
Idemo li tako dalje do prve jednakosti, vidimo da
rir_1 dijeli f i g. Dakle, rp_1 je zajedni¢ka mjera

polinoma f i g. €i&)

e n(ry_1) je najveca zajedni¢ka mjera.
Pretpostavimo da postoji neka druga zajednicka
mjera r polinoma f i g. Tada iz prve jednakosti od
(&) slijedi da r dijeli r1 jer dijeli f i g. |z druge
jednakosti od (#) sada slijedi da r dijeli 7.
Nastavimo li ovako dalje, na kraju dobivamo da r
dijeli rx_1, pa je degr < degry_1, a iz toga slijedi da

je n(rg—1) najveca zajedni¢ka mjera polinoma f i g.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

o Najveca zajednitka mjera je jedinstvena. Kada bi Definicija polinoma

Prsten polinoma

postojala jo$ jedna najveca zajedni¢ka mjera r, tada pednakostpolinoma

Odredenost polinoma

a oa a 000 a oo Mo . Dijeljenje polinoma
bi slijedilo da r dijeli ;1 i da 7x_1 dijeli . To bi Horneras slgoritam
.. . . ) Razvoj po z — a
znadilo da je degr = degrg_1, pa bi bilo rp,_1 = ar
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

za neki &« € R. No, jer je po definiciji najveca

zajedni¢ka mjera normirani polinom, slijedi Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
n(rkil) = r. Cardanova formula

Ferrarijeva metoda




()

Postoje polinomi f; i g, sa svojstvom

ffi + ggk = M(f,g). Iz prve jednakosti od ()
slijedi 71 = f — gq1. Stavimo li f1 =11 g1 = —qi,
vidimo da postoje takvi polinomi f1 i g1 da vrijedi
ff1+gg1 =r1. Uvrstimo li taj izraz za r; u drugu
jednakost od (#), dobivamo 2 = g — (f f1 + 991) 4.
Sredimo li desnu stranu, vidimo da postoje polinomi
f2 i go takvi da je ffo+ ggo = r2. Nastavljajuéi
dalje ovaj postupak dobivamo polinome f; i g takve
da je ffi + g9k = n(re—1) = M(f, 9).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode

P ri mjer ]_ 8 za informaticare

Odredite najvecu zajedni¢ku mjeru polinoma ulile MLl
ivjak,

flx)=z*+ 23+ 222+ +1iglx)=23 222+ 2. Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a

Rjesenje

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 18.
Odredite najvecu zajedni¢ku mjeru polinoma
flx)=z*+ 23+ 222+ +1iglx)=23 222+ 2.
Rjegenje
(z*+23+222 +2+1): (23 -222+2-2)=2+3
tatF2rd L2 F 22
323 + 22+ 32+ 1
+323 F622+32F6
722 +7 — tojemr

(:vz—2:v2+x—2):(7x2—|—7):%x—%
Tz Tz

- 22 =2

T 222 T2

0 — tojer

M(f,9) =n(Ta? +7) =22 +1

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Kompleksni brojevi

C={z+yi: z,ycR, i?=-1}
z=x+4+yi, zZ=x—Yi

Rez=2, Imz=y

2 = Va7 2

21+ 22 =21+ 22
Z122 = 2122

2Z = |2|?

Indukcijom se lagano dokaze da vrijedi:

At m T A =Rttt

R1R2 " " Rn = 2122 " Zp

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Jednakost kompleksnih brojeva:
a+bi=c+dicsa=ci b=d
Zbrajanje kompleksnih brojeva:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
MnoZenje kompleksnih brojeva:
(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i
Dijeljenje kompleksnih brojeva:

a+bi (a+bi)(c—di) ac+bd bec—ad.

ctdi (ctdi)c—di) Et+&T2+E

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
ni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode

Trigonometrijski zapis kompleksnog broja e

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
= M(f, g)

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe

Cardanova formula
mOdUl: T = ‘Z| = CL2 —+ b2 Ferrarijeva metoda

argument: argz = ¢

: b
a=rcosp, b=rsinp, tgy=-—
a

z =r(cosp + isinp)




Z122

21

=ri(cosp1 +isingy), 22 = ra(cospa + isiny)

r1(cos p1 + i sin p1)r2(cos o + i sin @3)

7172(C0OS 1 COS P2 + © COS 1 SiN P2 + i sin (1 €COS P2 — sin 1 sin ©7)

r1r2(cos (¢1 + ¢2) + isin (o1 + ¢2))

2120 = T‘17‘2<COS (991 =F Lpz) + i sin (ipl SIS p2))
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
21 1 o Damir Horvat
— = —| cos (1 — p2) +isin (o1 — @2)
Z22 T2 Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma

.9 Jednakost polinoma
7"1((:05 p1 +esin 901) Odredenost polinoma

= Dijeljenje polinoma
T2(COS (2111
2( 2 + 902) Hornerov algoritam
°.q °.q Razvoj po z — a
1 (cos 1 + isin p1)(cos o — isin p2) M(f, g)

r2  (cos 2 + isinw2)(cos py — isin 2)

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke

ry COS{P1COS(py —i €OSpisings + i Sinpicosps + sinpisingo Racionalne nultotke

Kompleksne nultotke

[ cos? w2 + sin2 P2 Simetritne jednadzbe
—_— Cardanova formula
1 Ferrarijeva metoda

T o _n
a [cos (1 — 2) + isin(p1 — Lpz)]
r2




Matematicke metode
za informaticare

. n " . prof.dr.sc. BlaZzenka
r(cosp +ising)| =r"(cosnp +isinny), neN Divjak,

Damir Horvat

Polinomi
Dokaz. Definicija polinoma

" . L : [
Indukcijom po n. Za n = 1 jednakost ofito vrijedi. Pretpostavimo Jodnakeet polimorna

da jednakost vrijedi za neko n € N. DokaZimo da vrijedi tada za Odredenost polinoma

Dijeljenje polinoma
n+ 1. Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

n+1 n
[r(cos @+isin ap)] = [r(cos @+isin Lp)} . [r(cos @+isin Lp)} =
Nultotke polinoma
n . _ Cjelobrojne nultotke
= r"(cosny + isinny) - r(cosp + isinp) = Racionalne nultozke
Kompleksne nultotke
. q o, 0 g q Simetritne jednadzbe
COS 11 COS Y + 1 COS NP SIN Y + 2 SIN Y COS Y — SIN NP SIN cp) = | S S——

Ferrarijeva metoda

_ Tn+1(

= ( cos (ny + @) + isin (ny + ga)) =

=yl ( cos (n + 1)p +isin (n + 1)4,0) Q




Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Za r = 1 dobivamo Moivreovu formulu Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
9 =2 n __ 0 =0 Jednakost polinoma
(COS ()0 + 2sin SO) - (COS TLSO + zsin n(p) Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Nultotke polinoma
Eulerova formu|a Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe

€ ¥ = Cos (,0 + z2sin SO Cardanova formula

Ferrarijeva metoda




z = r(cos p + isinp)
/2 = p(costp + isinp)

Potenciranjem dobivamo da je
r(cos ¢ + isinp) = p"(cosniy + isinni),
iz ¢ega slijedi
r=p" i np=p+2kn, kel

Odatle dobivamo
Yz = C/F(cos%mﬁ%sin%m) )

pri éemu je k=0,1,...,n—1.
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prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat
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Matematicke metode

. . .. . za informaticare
Svi n-ti korijeni zi, (k=0,1,...,n — 1) kompleksnog )
prof.dr.sc. Blazenka

broja z = re'¥ nalaze se na kruznici polumjera {/7 sa ok

Damir Horvat

sredistem u ishodistu i vrhovi su pravilnog n-terokuta.

Polinomi

. . Definicija polinoma

Prlmjel’ 19, Prsten polinoma
Jednakost polinoma

Izrac‘:’unajte 3/ 27. Ofi_re.dev_mst polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam

RjeSenje Razvoj po z — a
M(f, g)

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Svi n-ti korijeni zi, (k=0,1,...,n — 1) kompleksnog

broja z = re'¥ nalaze se na kruznici polumjera {/7 sa

sredistem u ishodistu i vrhovi su pravilnog n-terokuta.

Primjer 19.
Izrakunajte /—27.

Rjesenje

—27 =27(cosm +isinm), r=27, p=m

Zpy = \3/27<cos# + ¢sin #), k=0,1,2
20:3<cos3+zsm )—3( @i):ng%i

z1 =3(cosm +isinm) =3(-1+0-7) = -3

2y = 3<cos 7T+zsm )

3.\ _ 3 _ 3v3,
( 71)—2 2 !
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

n-ti korijeni iz jedinice o
2k

- 2km
gy =cos=F +isin<, k=0,1,...,n—1 T
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
n = 5 Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
1 Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
ni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
-1 Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Nultocke polinoma

P(z) = apz"™ + 12" L 4+ agz + ag,
ag,---,an € C, a, #0
Nultotka polinoma P je zg € C takav da je P(xp) = 0.

Izraz
ant™ + ap_12" 1+t arx +ag =0 ()

zovemo algebarska jednadZba n-tog stupnja u varijabli x.
Vrijednost xq varijable x za koju vrijedi

1

anxy + ap_125 ~ + - +a1xo+ag =0

zovemo korijen ili rjedenje jednadzbe (é&).

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




KaZemo da je 29 € C nultotka polinoma P(x) kratnosti
k ako je P(z) djeljiv s (z — x0)¥, a nije djeljiv s
(z — x0)* L.

Ako je kratnost neke nultotke k = 1, kaZzemo da je
jednostruka nulto¢ka, a inale viSestruka nultocka

(dvostruka, trostruka. .. ).

Teorem 31 (Osnovni teorem algebre).
Svaki polinom P(x) € Clz] stupnja > 1 ima barem jednu

nulto¢ku u polju C, tj. C je algebarski zatvoreno polje.
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Korolar 26.
Svaki polinom P(x) € C|x] n-tog stupnja (n > 1) ima

to¢no n nultocaka u polju C brojeéi njihovu kratnost.

Dokaz.
Prema osnovnom teoremu algebre polinom P(z) ima

nulto¢ku z1 € C. Prema
P(x) = (z — 21)Q1(x), gdje je Q1(z) polinom stupnja
n — 1. Prema osnovnom teoremu algebre polinom Q1(z)

je tada

ima nultotku zo € C pa je prema Descartesovom teoremu
Q1(z) = (z — 22)Q2(x), gdje je Q2(z) polinom stupnja
n — 2, odnosno P(z) = (z — z1)(x — 22)Q2(z). Sada
opet primijenimo isto zaklju€ivanje na polinom Q2(z) i na

kraju dobivamo da je
P(z) =c(z —z1)(z — 22) - (x — 2,), c€ C,c #0.

Q©
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Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Korolar 27.

Polinom P(z) = a,x™ + - - - + a1x + ag iz C[x] se moZe

napisati u obliku

P(x) =

gdje su x1, ..

= amil Mg =) C aa (= )i

., xs razli¢ite nultocke od P(x), a n; je

kratnost nultocke x; i vrijediny + -- -+ ng = n.
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Teorem 32.
xo € C je nultotka kratnosti k polinoma P(z) akko

P(xo) = P'(w0) = -+ = PE=D(29) = 0 i PW(a0) # 0.

Dokaz.
Ako je x = zp nultotka polinoma P(z) kratnosti k, tada
je

P(z) = (z — 20)*Q(x), Q(x0) # 0.
Deriviranjem dobivamo

P'(z) = k(z — 20)* ' Q(x) + (x — 20)* Q' (),

odnosno

Pl(z) = (z — 20)" 1| kQ(z) + (z — xO)Q'(x)] .
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Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

Ozna(\fimo || S Ql(x) = kQ(x) + (IE = :UO)Q/(ZL'), dObIVamO prof.dr.sc. BlaZenka

P(z)=(z— xo)k_lQl(:L‘), Q1(z0) #0, P'(z0) =0.

Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma

Nastavimo |i derivirati, dobivamo psien]polinoma

Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
_ _ Dijeljenje polinoma
/! /
P (.’L') = (k — 1)(1' — xo)k 2@1(.’1}) 4F ($ — Z'O)k 1Q1(.’E) Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

P”(,CC) = (CE — xo)k_2622(33)7 Cjelobrojne nultotke

Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke

gd_je je Qz(x) = (k) = ]_)Q]_(;L‘) =+ (x — xO)Q{[({I;) I Simetritne jednadzbe

Cardanova formula

Q2($O) ;ﬁ O Takoder je P”(l’o) _ 0 Ferrarijeva metoda

Nakon k£ — 1 koraka dobivamo

odnosno

P (@) = (& — 20)Qr-1(2), Qi-1(z0) # 0.
Odavde dobivamo da je i P*~1)(z4) = 0.




Deriviramo li jo3 jedanput, dobivamo

PO (z) = Qi_1(x) + (z — 20)Q}_1 (),

iz tega slijedi da je P*)(29) = Qp_1(z0) # 0.

Dakle, zaista je

P(xo) = P'(x0) = --- = PF(20) = 0, PM(z0) # 0.

Napigimo polinom P(z) po potencijama od x — xo.

n

(@) (1 .
Ple) =3 20 () gy

Zbog P(x0) = P'(x0) = - -- = P¥*~Y(z0) = 0 slijedi
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

" p)
P(.’E) — § P (l‘o) (:I/' _ xo)l Polinomi
Definicija polinoma
i=k Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam

n i Razvoj po z — a
k P )(350) i—k M(f, 9)
P(l‘) = (:L‘ — l’o) 7|(ZE — Jfo) . Kompleksni brojevi
‘ (A i
i=k Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
. . . . Komplek Itotk
Dakle, xq je zaista nultotka kratnosti k. V) Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda

odnosno

Teorem 33.
Neka je P(z) € R[z]. Ako je 29 € C nultotka od P(x),
tada je i zZo nultocka od P(z).




Dokaz Matematitke metode
. 1 za informatitare
f(m) = apx" + ap_1" " + - -+ + a17 + ay,

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
ao, a]_, ceey an_l, (07 € R Damir Horvat

Tada je a; = a; za svako 7 = 0, ]., ooo0gllh= 1, n. Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma

Pretpostavimo da je z € C nulto¢ka od f. Tada je Jednakost polinoma

Odredenost polinoma

_ n n—1 _ Dijeljenje polinoma
f(z) = ap? =+ Ap—1%2 = aiz a4 ag = 0. Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
. M(f, g)
Sada Imamo Kompleksni brojevi

- —_n —n—1 _ Cjelobrojne nultotke
f(Z) = an? + ap—12 + -4+ a1z +ag = Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe

= (anT =+ an_lz”_l + .-+ (112 —+ ag = Cardanova formula

Ferrarijeva metoda

=" + 12" A7+ ag =

=apn" +ap_12" 1+ .-+ @iz +ag =

=ap"+ap_12" 1+ 4+ajz+a=0=0.

Dakle, f(z) = 0. Q©




Napomena

Prethodni teorem ne vrijedi ako je P(z) € C[z]. Na
primjer, nulto¢ke polinoma

P(z) = 2% —i
su % f i f ‘[z koje nisu konjugirano
kompleksne.

Uocite gdje je u dokazu teorema 33. bilo vaZno da imamo
polinom s realnim koeficijentimal

Korolar 28.
Svaki polinom P(z) € R[x] neparnog stupnja ima barem
jednu realnu nultocku.
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M(f, g)
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Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
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Dokaz 1 (u duhu algebre).
Ako je z € C kompleksna nulto¢ka polinoma s realnim

koeficijentima, tada je i Z € C takoder nulto¢ka tog
polinoma. Dakle, kompleksne nulto¢ke polinoma s
realnim koeficijentima se pojavljuju u parovima. Nadalje,
svaki polinom n-tog stupnja s koeficijentima u R ima
to¢no n nulto¢aka u skupu kompleksnih brojeva brojedi
njihovu kratnost. Konaéno, ako imamo polinom s realnim
koeficijentima neparnog stupnja, on mora imati barem
jednu realnu nultocku, jer je ukupan broj svih
kompleksnih nultoZki paran broj (jer se one pojavljuju u
parovima), a ukupni broj svih nulto¢ki mora biti neparan

broj (jer polinom ima neparan stupanj).
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Dokaz 2 (u duhu analize).
Neka je

f(z) = apz™ + 12" 1 4+ agx + ag,

gdje je n neparan prirodni broj. Kada z — +o00 na
predznak od f(x) utjete samo &lan a,z™. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je a, > 0. Tada
postoje 1 < 0i xp > 0 takvi da je f(z1) <01 f(x2) >0
jer je n neparan broj. Kako je polinom neprekidna
funkcija, a neprekidna funkcija na segmentu poprima sve
meduvrijednosti, tada postoji zg € [z1, 2] takav da je
f(zo) =0. ©
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Napomena

U oba dokaza korolara 28. smo koristili nekoliko velikih
teorema ¢iji dokazi nisu tako trivijalni, a niti jednostavni
jer su oni rezultati velikih teorija. U prvom dokazu smo
koristili osnovni teorem algebre, a za njegov dokaz treba
teorija kompleksnih funkcija kompleksne varijable. Postoji
i algebarski dokaz tog teorema u kojem se koristi
Galoisova teorija. U drugom dokazu smo koristili
Bolzano-Weierstrassov teorem o neprekidnim realnim
funkcijama na segmentu koji je specijalni slu¢aj teorema o
neprekidnim realnim funkcijama na kompaktnom skupu.
Prema tom teoremu svaka neprekidna realna funkcija na
kompaktnom skupu poprima minimum i maksimum i sve
meduvrijednosti.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
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Vieteove formule

Teorem 34.

Neka je f(z) = anz™ + ap_12" 1t + -+ + a12 + ap
polinom s kompleksnim koeficijentima, a x1, 2, ..., Ty
njegove nultoc¢ke. Tada vrijedi:

Z e
T; = —
Gn
s — an—2
E i T =
J ap,

1<j

an—3
Z LiLjl = —

a
i<j<k n
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Ferrarijeva metoda




Cjelobrojne nultocke polinoma

Teorem 35.

Ako je o € Z nultotka polinoma f(x) s cjelobrojnim
koeficijentima, tada je « djelitelj njegovog slobodnog
¢lana.

Dokaz.
Neka je f(z) = ana"™ + ap_12" 1 + - + a12 + ao, gdje
SU Gy, Gp-1,--.,01,00 € Z, a, 7 0. Po pretpostavci je
f(a) = 0 pa imamo

an0"” + ap_10" 1+ +aja+ag = 0.

Iz te jednakosti slijedi

ag = —a(anof“l +ap_1a™ 24+ a1>,

EZ

iz ¢ega slijedi da je « djelitelj od agp. Q

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma

Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 20.
Rijesite jednadzbu x> + 2> — 22 — 2 = 0.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma

Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 20.

Rijesite jednadzbu x> + 2> — 22 — 2 = 0.

Rjegenje

Kandidati za cjelobrojna rjeSenja: +1, 2.

Pomoéu Hornerovog algoritma dobivamo da je jedno

rjeSenje x1 = —1.

Dakle imamo, (z + 1)(2? —2) = 0, pa su preostala dva
rjeSenja xp = V2i T3 = —V/2.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma

Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Teorem 36.

Ako je f(x) = apa™ 4+ an_12" 1+ -+ a1z +ag polinom
s cjelobrojnim koeficijentima i o njegova cjelobrojna
nultoka, tada je za svaki k € Z broj f(k) djeljivs o — k.

Dokaz.
Prema pretpostavci je

0= f(a) =ana” + an_10™ 4+ +aja+ ap.
Nadalje je
f(k) = ank™ + a1k Y+ -+ ark + ao.

Oduzimanjem tih jednakosti dobivamo

—f(k) = ap (a"—k‘")%—an,l(a”_l—k:”_l)—i—- e (a—k).

Kako je svaki od binoma na desnoj strani djeljiv sa a« — k,
to je i —f(k) pa stoga i f(k) djeljivs a — k. Q

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma

Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode

Primjer 21. za informatitare
lee§lte jednadfbu x3 - 4562 - 556 + 20 == O prof.dr.sc. BlaZzenka

Divjak,
Rjegenje Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma

Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 21.
Rijesite jednadzbu x3 — 4> — 52 + 20 = 0.

Rjesenje

Kandidati za cjelobrojna rjesenja:

1, —1, 2, =2, 4, —4, 5, —5, 10, —10, 20, —20.

Uzmemo li k = —2, dobivamo f(k) = f(—2) = 6.

Ispisemo brojeve o — k, tj. o+ 2
3,1, 4,0, 6, —2,7, —3, 12, —8, 22, —18.

Kako f(—2) nije djeljivs 4, 0, 7, 12, —8, 22, —18,
onda prema prethodnom teoremu, jedini kandidati za
cjelobrojna rjeSenja preostaju

1, -1, 4, —4, —5.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma

Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Sada pomocéu Hornerovog algoritma se lako vidi da je

x1 = 4 jedno rjesenje.

| 4] -5]20

| L
4f1fof-s]o
Dakle, poetna jednadzba sada glasi
(z— 4)(:U2 —5)=0,

pa su preostala dva rjeSenja

T = \/57 I3 = _\/g

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma

Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Racionalne nultocke

Teorem 37.

Ako je racionalni broj o = %’ nulto¢ka polinoma f(x) s
cjelobrojnim koeficijentima, onda je p djelitelj slobodnog
¢lana i q djelitelj vodeleg koeficijenta od f(x).

Dokaz.

Neka je f(z) = anz™ + an_12" 1 + - -+ + a1x + ap, gdje
SU ap, Gp—1,---,01,00 € Z, ay, # 0. Po pretpostavci je
f(a) =0 pa imamo

P\" p\" " p
Qp, <> +an71 <> +"'+a17+a0:0.
q q q

Iz te jednakosti slijedi

anpn + anflpn_lq + .4 alpqn_l + aoqn = 07 (@)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke

Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Damir Horvat

pa imamo

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
n n—1 n—2 n—1 h
aoq — _p anp + an—lp q + coo + alq . Jednakost polm_oma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma

Hornerov algoritam

Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da su p i Razvoj po @ — a
q relativno prosti. U tom slucaju p nije djelitelj od ¢". Qjofr{.;ﬁisna brojevi
Stoga iz posljednje jednakosti slijedi da je p djelitelj od ag. Cielobeorne muhopke

Nadalje, iZ (@) dObiVamO Kompleksne nultotke

Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda

1

anp" = —q(an-1p"" ' + -+ a1pg”? + aoq”_l),

iz ¢ega slijedi da je g djelitelj od ay,. Q




Matematicke metode

Primjer 22. za informatitare
RUeglte jednadfbu 3.'1:3 - x2 + 3x - ]. = 0 prof.dr.sc. BlaZzenka

Divjak,
. < Damir Horvat
Rjesenje

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke

Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 22.
Rijesite jednadzbu 3z3 — 22 + 3z —1 =0.

Rjesenje

Kandidati za racionalna rjeSenja:

1 1
-1, 1, —=, -.
) ) 37 3
Hornerovim algoritmom dobivamo da je x; = % jedno
rjeSenje.
NEHEIHE
s3fof3] o
Pocetna jednadzba se tada faktorizira u
1 2
Stoga su preostala dva rjeSenja xo =i i z3 = —i.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke

Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

Teorem 38.
Ako je a = g, M (p,q) =1, racionalna nultotka polinoma

prof.dr.sc. Blazenka
o o g T o g 5 oo o Divjak,
f(z) s cjelobrojnim koeficijentima, onda je za svaki cijeli Damir Horvat
broj k broj f(k) djeljiv s p — kq. S
Definicija polinoma
Prsten polinoma

Dokaz. Jednakost polinoma
0 o Odredenost polinoma
Prema pretpOStaVCI Je Dijeljenje polinoma

Hornerov algoritam
Razvoj po z — a

»\" p n—1 p M(f,9)
0= f@=en (1) Hara (Z) 4ral o [t

Cjelobrojne nultotke

N d I o Kompleksne nultotke
ada Je Je Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda

f(k) = ank™ + a1k + -+ ark + ao.

Oduzimanjem tih jednakosti dobivamo

= (3 o () o 2).




odnosno

—f(k)g" =an (p" —q" k") +an_1 (p"_l - q"'_lk"_l) a+---+ai(p—qk)qg"?

m}
Svaki od binoma na desnoj strani je djeljiv s p — gk. -
Iz M(p,q) = 1 slijedi M(q,p — kq) = 1.
Naime, pretpostavimo suprotno, M(q,p — kq) = s > 1.
Tada je
p—kqg=tis, q=1t8

za neke t1,ty € Z. No, tada dobivamo
p = t1s + ktas, tj. p = (t1 + kt2)[s

pa bi bilo M(p, q) > s, 8to je kontradikcija s
pretpostavkom, pa je zaista M(q,p — qk) = 1. Tada je i
M(q",p — qk) = 1. Sada zbog svega navedenog iz ()
slijedi da je f(k) djeljivs p — kq. Q

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
e nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode

Primjel’ 23. za informatigare
Rijesite jednadZbu 1223 + 422 —3x—1=0. prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat
Rjesenje

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke

Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 23.
Rijesite jednadzbu 123 4 42> — 3z — 1 = 0.

Rjesenje

Kandidati za racionalna rjeSenja:

L L1 1 11 11 1 1
9 ) 2’ 27 3’ 37 47 47 67 67 127
k=-1, f(-1)=-6, p—kqg=p+gq

Ispisemo brojeve p + ¢

2,0,3,1,4,2 5 3,7, 5, 13, 11

Kako f(—1) nije djeljivo s 0, 4, 5, 7, 5, 13, 11, prema

prethodnom teoremu jedini kandidati za racionalna
rjeSenja su

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke

Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma

Sada se dalje lagano Hornerovim algoritmom dobije da su Jednakost polinoma
0 57 v o “ Odredenost polinoma
rjeSenja poletne jednadzbe Dijeljenje polinoma

Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
1 1 1 M(f,9)
T1 = —, o — ——., I3 — ——. Kompleksni brojevi
1 2’ 2 2’ 3 3 Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke

Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Kompleksne nultocke

Cjelobrojna kompleksna nulto¢ka polinoma je nultotka
a+ 6i, gdiesu a, 8 €Z, §#0.

Teorem 39.
Ako je o + (i cjelobrojna kompleksna nultocka polinoma

f(z) = apz™ + 12" L4 agz 4 ag

s ¢jelobrojnim koeficijentima, onda je o + (3% djelitelj
slobodnog &lana.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Dokaz.

Ako je o + (i nultoc¢ka zadanog polinoma, tada je prema
i @ — B7 nultocka tog polinoma, pa je polinom

f(z) djeljiv s polinomom

9(z) = (z — a — Bi)(z — a + Bi),
odnosno s
g(z) = 2% — 2az + o + B2
Dakle,
f(z) = (2? — 20z + &2 + B)q(x).
Oznacimo i

2

q(z) =bpoz" "4 ---+ by, b €Z,

tada slijedi
ag = (o + 5%)bo.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode

Primjer 24_ za informatitare
Odredite cjelobrojne kompleksne korijene jednadzbe wof-drsicv-jﬁlaienka

Damir Horvat

2t — 4z +62° — 42 +5=0. e
Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Rjesenje

Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Primjer 24.
Odredite cjelobrojne kompleksne korijene jednadzbe

2 — 4% +62% — 4 +5=0.

Rjesenje

Slobodni €lan 5 ima dva pozitivna djelitelja 1 i 5.
PrikaZimo te brojeve u obliku sume kvadrata

o+ 62, B#0.
1=0%+1?
5=124+22=22417

Sada odavde slijedi da su kandidati za cjelobrojne
kompleksne korijene sljedeci brojevi:

i, —i, 1424, 1—26, =142, —1—2i, 244, 2—4, —2+4, —2—i.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Hornerovim algoritmom dobivamo da je ;1 = ¢ jedno
rjeSenje.

[ 1] =4 | 6 |—4]
zHl

5
| —4+i|5—4i| 5 |0

Prema teoremu znamo da je tada i zp = —1
takoder rjeSenje. Sada je polinom na lijevoj strani zadane
jednadZbe djeljiv s polinomom

(z —i)(z +1) = 2% + 1,
pa se poletna jednadZba faktorizira u obliku
(z2 +1)(2® — 4z +5) =0.

Rijesimo li jednadzbu 22 — 4z + 5 = 0 dobivamo
preostala dva rjeSenja x3 =2 +i i x4 =2 —1.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Simetritne jednadzbe
Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Simetri¢ne jednadzbe

Za polinom
f(z) = apz™ + an—1Z" 1 + -+ a1z + ag
kaZemo da je simetri€¢an ako vrijedi
apg = anp, A1 = ap—1,...,0 = Ap—f-

Simetri¢nom polinomu f(x) pridruZena jednadzba
f(z) = 0 zove se simetritna jednadzba.

Zadatak 16.
DokaZite da je polinom f : R — R n-tog stupnja
simetri¢an akko vrijedi

x

2 f (1> _ f(z), ¥z € R\ {0}.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Kompleksne nultotke
e jednadzbe

Cardanova formula

Ferrarijeva metoda




Simetri¢ne jednadzbe parnog stupnja
Simetri¢na jednadzba f(x) = 0 parnog stupnja moZze se
rijeSiti pomocu supstitucije

4 = t (SIM)
x+ ==t
5

Kvadriramo li (SIM) dobivamo

Kubiramo li (SIM) dobivamo

1
x3+—3:t3—3t.
X

Nastavljajuéi taj postupak moZemo z* + xik izraziti
pomocu t.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke

Cardanova formula
Ferrarijeva metoda




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 25.
Rijesite jednadZbu 3z* — 1323 + 1622 — 13z + 3 = 0.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Rjesenje Damir Horvat

Polinomi

Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)

Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Kompleksne nultotke
e jednadzbe

Cardanova formula

Ferrarijeva metoda




Primjer 25.
Rijesite jednadZbu 3z* — 1323 + 1622 — 13z + 3 = 0.

Rjesenje

Podijelimo li jednadzbu sa 22 dobivamo

1 1
3<x2+x2>—13<x+$>+16:0.

Stavimo supstituciju t = x + % Tada je 22 + z% = Vi

Sada dobivamo jednadZbu

3t2 — 13t +10 =0,

CijarjeSenjasut; =1ity = %. Vratimo se natrag u

supstituciju i dobivamo rjeSenja poletne jednadzbe
1 1+ivV3  1-iV3

$1=3,$2=§,$3 > >

y L4

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Polinomi
Definicija polinoma
Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
Razvoj po z — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Kompleksne nultotke
e jednadzbe

Cardanova formula

Ferrarijeva metoda




Matematicke metode

Simetri¢ne jednadZbe neparnog stupnja e

prof.dr.sc. Blazenka

jak,
Teorem 40_ Damir Horvat
Svaki simetri¢ni polinom neparnog stupnja je djeljiv sa B
Definicija polinoma
€T + 1 Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dokaz. Dijeljenje polinoma
. Hornerov algoritam
Neka Je Razvoj po = — a
M(f, g)
Kompleksni brojevi
f(x) = aonk’-ﬁ-l + a/1$2k + -+ a1x + ap. Nultotke polinoma

Cjelobrojne nultotke

Racionalne nultotke

Ta d a je Kompleksne nultotke

Cardanova formula
f(l‘) = ao(ka’-i-l =+ ]_) -+ al(xzk +x) + -4 ak(xk+1 -+ mk)7 Ferrarijeva metoda
odnosno

f(z) = ao(xzkﬂ—i—l)—i—alx(aﬁzk*l—i—l)—i-- . -—i—akxk(x—i—l.)

Kako je svaki od binoma na desnoj strani djeljiv sa = + 1,
to jei f(x) djeljivsa z + 1. @




Napomena.

Kvocijent pri dijeljenju simetriénog polinoma neparnog
stupnja s polinomom « + 1 je simetri¢ni polinom parnog
stupnja. Uvjerite se u to na jednom konkretnom primjeru
i pokusajte to opcenito dokazati koristeci

Primjer 26.
Rijesite jednadzbu 223 + 72> + 72 +2 = 0.

Rjesenje
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Napomena.

Kvocijent pri dijeljenju simetriénog polinoma neparnog
stupnja s polinomom « + 1 je simetri¢ni polinom parnog
stupnja. Uvjerite se u to na jednom konkretnom primjeru
i pokusajte to opcenito dokazati koristeci

Primjer 26.

Rijesite jednadzbu 223 + 72> + 72 +2 = 0.

Rjegenje

JednadZbu faktoriziramo na sljedeci nacin:
22+ 1) +7z(z+1)=0
(z 4+ 1)(222 + 52 +2) = 0.

Odavde slijedi

z+1=0, 22°+5z+2=0,
pa su rjeSenja

1

:1:‘1:—1, 1'2:—5, 1‘3:—2.
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Cardanova formula

Neka je
a3:c3 - (121'2 +a1x+ag=0

algebarska jednadzba tre¢eg stupnja. RjeSavanje ove
jednadZbe sastoji se od nekoliko koraka.

© Normiranje jednadzbe. Jednadzbu podijelimo s a3
i dobivamo

23 +ax® +bx+c=0,

eleg=2 p—U _ %
ngeJea—a3,b—a3,c—a3.

@ Ponistenje kvadratnog €lana. Supstitucijom

a
rT=Yy— —

Y 3
rijesit ¢emo se kvadratnog ¢lana i jednadzba poprima
oblik
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v’ +py+q=0, (1)
gdje je
1 2 1
p=>b— §a2, q= Ea3—§ab+c.

Takva jednadZba u kojoj nema kvadratnog ¢lana
zove se kanonski oblik jednadzbe treceg stupnja.

Rjesenje kanonske jednadzbe (1) traZimo u obliku
y=u-+v, (2)

gdje su u i v za sada jo$ neodredeni brojevi. Kako se
svaki broj moze na beskonaéno nadina prikazati u
obliku zbroja dvaju brojeva, na rastav (2) mozemo
postaviti jo¥ jedan uvjet.
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Matematicke metode
za informaticare

AkO Je (2) korijen Jednadibe (1), Onda _ju on mora prof.dr.s.c.. Blazenka
zadovoljavati, tj. mora biti Darmi Horuat
(u aF U)3 T p(U T U) T q = 0, Plglxi.?i‘;'i::ja polinoma

Prsten polinoma
Jednakost polinoma
Od nosno Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam
3 3 Razvoj po z — a
(Buv + p)(u +v) + (v’ +v> + q) = 0. M(f, g)
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
Odaberimo onaj od rastava (2) za koji vrijedi (2L
Racionalne nultotke
Kompleksne nultotke
Simetritne jednadzbe

3uv 4+ p = 0.

Ferrarijeva metoda

Ako uvrstimo u prethodnu jednadzbu, dobivamo

w4 0d = —q.




Problem rjeSavanja kanonske jednadzbe (1) svodi se na
rjeSavanje sustava

ud +0% = —q
e G)
3

jer ako su w i v rjeenja od (3), onda je otito u + v
rjeSenje od (1).

Umjesto sustava (3) promatramo sustav

w4 v = =

3.3 _<P>3 (4)

3

Sustavi (3) i (4) nisu ekvivalentni. Svako rjeSenje sustava
(3) jest rjeSenje sustava (4), ali obrnuto ne mora vrijediti.
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Dakle, sustav (3) mozemo rijesiti tako da rijeSsimo sustav Damir Horvat
(4) i uzmemo samo ona rjedenja od (4) koja .
. . . o Polinomi
zadovoljavaju drugu jednadzbu u (3). Definicija polinoma
Prsten polinoma
3 3 Jednakost polinoma

Iz (4), prema Vieteovim formulama, slijedi da su v i v i e ek
korijeni jednadzbe Dijeljenje polinoma

Hornerov algoritam
Razvoj po z — a

s By e
_ ompleksni brojevi
t + qt — (5) = 0 Nult:Eke polincojma

Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

Od ane Sl |Jed | Kompleksne nultotke

Simetritne jednadzbe
q q\2  (p\3
w23
1,2 5 5 + 3
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prof.dr.sc. Blazenka
Dakle, Divjak,

Damir Horvat

2 3 Polinomi
+ <g) + <B> Definicija polinoma
3 Prsten polinoma

Jednakost polinoma

N[

2
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
2 3 Hornerov algoritam
_ g + B Razvoj po =z — a
2 3 M(f, g)
Kompleksni brojevi
Nultotke polinoma
et 2 v « 2 g Cjelobrojne nultotke
Rjesenje kanonske jednadzbe (1) moZe se napisati u Racionalne nultotke
. Kompleksne nultotke
Obl | kU Simetri¢ne jednadzbe

R R OROR ERITRON

Formula (5) se zove Cardanova formula.

N[

J-
J-

Ferrarijeva metoda




Vazna napomena.
Kako treci korijen ima tri vrijednosti iz Cardanove formule

se &ini da kubna jednadZba ima devet rjeSenja. Medutim,
to nije tako, jer sjetimo se izvoda formule i
neekvivalentnosti sustava (3) i (4), brojevi v i v moraju
jo$ zadovoljavati jednadZbu 3uv + p = 0 pa imamo samo

tri rjeSenja.
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Cardanova formula je nespretna za racunanje pa éemo ju
malo modificirati. Neka je

S R (ORI}

bilo koja vrijednost korijena i

o= P
3ug
Neka je € = —% — % treci korijen iz jedinice. Tada je

3 _ _ _ _
,ee=1e"=¢, =€, e =

I RVAC

N |
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Tada se rjeSenja jednadZzbe
3+ pr+q=0

mogu zapisati u obliku

T1 = U1+ U1
Ty = UIE + 11152

xr3 = u162 + v1€

Da je 1 korijen te jednadzbe olito je iz postupka
pomocu kojeg je izvedena Cardanova formula. Provjerimo
da je i x» zaista korijen te jednadzbe. Uvrstimo li 2> u
gornju jednadzbu, dobivamo

(u1e + v152)3 + p(uie + 0152) +q=

= u3 + v3 + g +e(ur + v1e)(Burv; +p) =0,
N—_——— 0
-0 =
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pa je zaista x» korijen. Analogno se provjeri da je i x3
takoder rjesenje te jednadzbe.

Primjer 27.
Rijesite jednadzbu x> + 30z + 90 = 0.

Rjesenje
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Matematicke metode
za informaticare

pa je zaista xo korijen. Analogno se provjeri da je i x3 prof.dr.sc. Blazenka
. v . . - DIVELS
takoder Uesenje te Jednadzbe. Damir Horvat
Pl’imjer 27. Polinomi
e . v Definicija polinoma
leeSIte _jednadeU .T3 + 30[1}' + 90 = 0 Prsten polinoma

Jednakost polinoma
Odredenost polinoma
Dijeljenje polinoma
Hornerov algoritam

Razvoj po z — a
3 / 2 3 M(f, g)
u = \/_g + (%) + (g) 9 p — 307 q — 90 Kompliksni brojevi

Rjesenje

Nultotke polinoma
Cjelobrojne nultotke
Racionalne nultotke

u3 = v/10 (uzmemo realnu vrijednost) Kompleksne nultocke

Simetritne jednadzbe

v = __pr _ _ 3 100 Ferrarijev metoda
3ug

Sada prema formulama rje$enja su




I

Z1

Z2

T —

x3

xr3 =

3 nismo trebali niti racunati jer imamo jednadZbu s
realnim koeficijentima, a znamo da se onda kompleksni
korijeni javljaju u konjugiranim parovima.

=u; +v1

V10 — Y100

u1€ + v1€2

—/10 + \3/100 W+ /100 \f
2

u1e2 + vie

—J/10 + \3/100 \W+ /100 \f
2
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U Cardanovoj formuli javlja se izraz

2, (P)?
a=(3) + ()
2 + 3
koji zovemo diskriminanta jednadZbe

23+ pr+q=0.

Teorem 41.
Neka je A diskriminanta jednad?be 23 +px +q=0s
realnim koeficijentima. Tada vrijedi:
o Ako je A > 0, onda zadana jednadzba ima jedan
realni i dva konjugirano kompleksna korijena.

o Ako je A =0, onda su svi korijeni zadane jednadZbe
realni i barem jedan od njih je viSestruki.

o Ako je A < 0, onda su svi korijeni zadane jednadzbe
realni i razli¢iti.
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Napomena.

Do otkri¢ca kompleksnih brojeva doSlo je preko kubne
jednadZbe, a ne preko kvadratne kako se uéi u $koli.
Naime, krenulo se od kubne jednadzbe

(z+1)(x—1)(z—2)=0

za koju se zna da ima tri korijena —1, 1, 2. Ako se ta
jednadiba svede na kanonski oblik supstitucijom
rT=y+3 2 dobiva se jednadZba

3 7 20

L 0.
o3yt T

Prema Cardanovoj formuli je

2,3 10 9161 , s/ 10 9161
T=3 AR 729

Vidimo da se pojavio drugi korijen iz negativnog broja, a
znamo da rezultat mora biti realan, pa je to bio pravi
razlog uvodenja kompleksnih brojeva.
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Ferrarijeva metoda

Neka je

asx* + a3x3 + asx® + a1z + ao=0, ag#0

algebarska jednadzba 4. reda. Pogledajmo kako se ona
rjeSava Ferrarijevom metodom. Prvo treba normalizirati
jednadzbu tako da je vodedi koeficijent jednak 1. Dakle,
podijelimo zadanu jednadZbu s a4 i dobivamo

t*+ard + b’ +ex+d=0,

R F _ a3 p_a ,_ a1 _
ngeJea—a4, b—a47 c=o, d—a4.

Sljededi korak je jednadzbu prikazati kao razliku kvadrata.
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Neka je y neki realan broj. Tada vrijedi jednakost

2 tard + b’ +cr+d=

2, @ 2 a’ 2 2
:<3c +§x+y) - Z—b+2y x°+ (ay — )z +y° —d| .

Da bi izraz u uglatoj zagradi bio potpuni kvadrat, mora
diskriminanta kvadratnog polinoma u varijabli x biti jednaka
nula, tj.

(ay—c)2—4<‘f—b+2y> (y> —d) = 0.

Prethodnu jednadZbu zovemo Ferrarijeva rezolventa od
zadane jednadZzbe 4. stupnja. To je jednadzba 3. stupnja po y
i ima stoga barem jedno realno rjeSenje. U tom sluéaju je izraz
u uglatoj zagradi kvadrat nekog polinoma F'(x).
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MoZemo pisati
2, ¢ Az & _ _
[(m +2x+y)—|—F(x)} [(x +2x+y> F(x)} 0
Preostaje da se rijeSe dvije kvadratne jednadZbe koje onda

daju 4 rjesenja.

Primjer 28.
Rijesite jednadzbu x* + 222 + 4x + 8 = 0.

Rjesenje
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MoZemo pisati
a

(o) + 0] [+ ) -] =0

Preostaje da se rijeSe dvije kvadratne jednadZbe koje onda
daju 4 rjesenja.

Primjer 28.
Rijesite jednadzbu x* + 222 + 4x + 8 = 0.

Riesenje
(> +0+y)* - [(2y—2):c2—4a:+y2 -8 =0. (%)
Rezolventa zadane jednadZbe je
16 — 4(2y — 2)(y*> — 8) = 0.

Jedno realno rjesenje te rezolvente je y = 3.
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Uvrstimo li y = 3 u (%) dobivamo
(z2 +3)2 — (42% — 4z +1) =0,

odnosno
(z243)2 - (2z - 1) =0.

Faktorizacijom dobivamo
(22 + 22 + 2)(2® — 2z + 4) = 0.
Rijesimo li kvadratne jednadZbe
> +2x+2=0, 2°-2z+4=0

dobivamo traZena rjeSenja

T1=—141i, 2po=—-1—4, 23=1+4V3, 2a =1—iV3.
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Dio VI

Funkcije viSe varijabli
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s Matematicke metode
S d d I’ZEI_] za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

. .y . . | Funkcije vi
@ Funkcije vise varijabli Osnovne definicije
@ Osnovne definicije Nivo-linije
5 . e Kvadrike
C NlVO'lane Otv. i zatv. skup
o Kvadrike u R® Limes funkcije
.. . . . . Parcijalne derivacije
@ Otvoreni i zatvoreni skupovi u ravnini Parc. der. viSeg reda
@ Limes funkcije vide varijabli B'fe'.e"c“a"""‘?“ ,
. ) . smjerena derivacija
@ Parcijalne derivacije Tm. srednje vrijednosti
o P iial deri . .y d Parc. der. sloz. funkc.
arcijalne derivacije viseg reda Implicitna funkcija
@ Diferencijabilnost funkcije Ekstremi

Uvjetni ekstremi

@ Usmjerena derivacija

@ Teorem srednje vrijednosti za funkcije viSe varijabli
@ Parcijalno deriviranje sloZenih funkcija

@ Derivacija implicitno zadane funkcije

@ Ekstremi funkcija dvije varijable

@ Uvjetni ekstremi




Osnovne definicije fporivmind iy

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Neka su X1, Xo,..., X, X;,+1 neprazni skupovi. Svako

Funkcije viSe varijabli

preslikavanje [Osiione definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
f : Xl X X2 X X X’rL = Xn+l Limes funkcije

Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

zovemo funkcijom n varijabli i oznaéavamo relacijom Diferenclibilnost

Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti

Parc. der. sloz. funkc.
Tnt+l = f(a:l, X2, . .. ,:Un). Implicitna funkcija

Ekstremi

Uvjetni ekstremi

Ako je X; =R zasvakit=1,2,...,n+ 1, tada se radi o
preslikavanju f : R” — R i u tom sluéaju f zovemo

realnom funkcijom n realnih varijabli.

Kod nas ¢e uglavnom biti n = 2, tj. proucavat éemo
realne funkcije dviju realnih varijabli.




. o . Matematicke metode
P ri mJ eri za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

@ Povrsina pravokutnika s duljinama stranica x, y

Funkcije viSe varijabli
efinicije
Nivo-linije
P(;I;’ y) = xy Kvadl:ike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
0(3;7 y) = Pip 4= 2y Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi

@ Opseg pravokutnika s duljinama stranica x, y

@ Volumen kvadra s bridovima duljina z, vy, 2
V(z,y,2) = zyz
@ Oplogje kvadra s bridovima duljina z,y, 2

O(z,y,2) = 2(zy + 22 + y2)




Matematicke metode

Domena realne funkcije viSe varijabli o informatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
definicije
o ©_o_oo co Nivo-linii
Domena (podruje definicije) realne funkcije e
Otv. i zatv. skup

Limes funkcije
X = (x Xo.,....2 ) Parcijalne derivacije
n+l f 1,42, D Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost

. . PR
je podskup Kartezijevog produkta X; x Xo x --- x X, T, sredne vrilednasti
. . . . . Parc. der. sloz. funkc.
sastavljen od svih uredenih n-torki (z1,...,x,) za koje Implictna furkela
st
postoji realni broj f(x1,...,zy). Uvjetni ekstremi

Specijalno, kada jen =2 i X; = X =R, domena od f
je podskup od R?, tj. neki skup u ravnini.




Graf realne funkcije dviju realnih varijabli [
prof.dr.sc. Blazenka

ak,

Graf realne funkcije dviju realnih varijabli z = f(z,y) je
skup

rf - {(%y, Z) € R:)' 2= f(.%,y)} Otv. i zatv. skup

Limes funkcije

. . . 3 - ) Parcijalne derivacije
kojeg prikazujemo u R* i to je neka ploha u prostoru u Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
5o ooo OIS 2e — .. Parc. der. sloz. funkc.
se u definiciji plohe traZe i jai zahtjevi na funkciju. Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi

slu¢aju da je funkcija f "lijepa” (barem neprekidna), iako

Primjer 29.
Odredimo domenu i pogledajmo kako izgleda graf

funkcije f(z,y) = /100 — 422 — 10y2.

Rjesenje




Zbog drugog korijena mora biti 100 — 422 — 10y > 0,

odnosno . .

T Y

2L,

25 10
$to u slucaju jednakosti predstavlja elipsu sa srediStem u
ishodistu i poluosima a =5, b = +/10. Kako ovdje imamo
nejednakost u obzir dolaze sve toc¢ke unutar te elipse

uklju€ujudi i toc¢ke na elipsi.

N

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
efinicije

Nivo-linije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Graf te funkcije izgleda
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 30.
Odredimo domenu i pogledajmo kako izgleda graf

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

funkCUe f(x, y) — A /.’L‘y. Damir Horvat

Rjesenje Funkcije vise varijabli

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Primjer 30.
Odredimo domenu i pogledajmo kako izgleda graf

funkcije f(x,y) = \/zy.
Rjegenje
Zbog korijena mora biti zy > 0 pa imamo dva slucaja:
ox>0i y=>0,
e x <0 i y<0,
pa je domena ove funkcije prvi i treéi kvadrant ukljuéujuci
i koordinatne osi.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
efinicije

Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi



Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka
vjak,
Damir Horvat

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der eg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

R
-
R R
R
R

i ety
i
LI
III”III][ I ""“"l‘m
il

2.5 Parc. der. sloz. funkc.
: Implicitna funkcija
Ekstremi
0 Uvjetni ekstremi




Matematicke metode

N iVO- I i n ije za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,

Gledamo sve to¢ke na grafu funkcije koje su jednako B it
udaljene od zy-ravnine

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Nivo-linija funkcije z = f(z,y) za vrijednost z = z je
skup svih totaka (z,y) € R? za koje je f(x,7) = 2.
Nivo-ploha funkcije u = f(x,y, z) za vrijednost u = ug je
skup svih totaka (z,y, z) € R3 za koje je f(x,1,2) = uo.

Primjer 31.
Odredimo nivo-linije funkcije f(z,y) = \/zy.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Nivo-linija funkcije z = f(z,y) za vrijednost z = z je
skup svih totaka (z,y) € R? za koje je f(x,7) = 2.

Nivo-ploha funkcije u = f(x,y, z) za vrijednost u = ug je
skup svih totaka (z,y, z) € R3 za koje je f(x,1,2) = uo.

Primjer 31.
Odredimo nivo-linije funkcije f(z,y) = \/zy.

Rjesenje

2
fla,y)=C= mg=C=y=%
Dakle, za C # 0 nivo-linije su hiperbole, a za C'=0 su
pravci £ =0 i y = 0. Uocimo da za C = 0 zapravo
dobivamo nultocke funkcije. Vidimo da ova funkcija ima
neprebrojivo mnogo nulto¢aka i sve one leZe na
koordinatnim osima u ravnini.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekst

Uvjetni ekstremi




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der eg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Matematicke metode

Primjer 32. za informaticare
Odredlmo niVO-IinUe funkCIje f(:B, y) =\ $2 + y2 prof.dr.sc. BlaZzenka

Divjak,

Rjesenje Damir Horvat

Funkcije vise ijabli
Osnovne definicije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Primjer 32.
Odredimo nivo-linije funkcije f(z,y) = /22 + y2.

Rjesenje

flz,y) =C= a2 +y2=C = 2° +y* = C?
Dakle, za C' # 0 nivo-linije su kruZnice sa sredistem u
ishodistu, a za C' = 0 samo totka (0,0). Dakle, ova
funkcija ima samo jednu nulto&ku.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Funkcije vise varijabli
Osnovne defi

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti

% 5

7 A7 Parc. der. sloz. funkc.

P R R A TS o -

z’.’:.‘.:.*;e’@:.’ Implicitna funkcija
.......... e Ekstremi

Z5
7 Uvjetni ekstremi




Kvadrike u R3

Neka je

f(z,y, 2) = a1+ azy® + a3z + aszy+asez +agyz +arc+agy +agz+ag

polinom 2. stupnja u tri varijable x, v, z, gdje su a; € R,
zat=1,2,...,10 i barem jedan od koeficijenata
ai,- .- ,ae je razli¢it od nule. Skup

K ={(z,y,2) € R3: f(z,y,2) = 0}

zovemo algebarskom plohom 2. reda ili kvadrikom.
Mogu nastupiti i degenerirani slu€ajevi, tj. rjeSenje
jednadzbe f(z,y,z) = 0 moZe biti prazan skup, totka,
ravnina i dvije ravnine.

Promotrimo sada nedegenerirane slu¢ajeve. Ne¢emo
ulaziti u detalje klasifikacije preko invarijanata.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekst

Uvjetni ekstremi




El' 'd Matematicke metode
lpSOl za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

+ 7 = 1 Funkcije viSe varijabli
c Osnovne definicije
Ni: ije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der eg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

2 IR
“Q"“Ws. Implicitna funk
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Matematicke metode
S fera za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
1 Osnovne definicije
Ni: ije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije

-0. Parcijalne derivacije
Parc. der eg reda
Diferencijabilnost

1 Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

0.5 A Implicitna funkcij
Ekstremi

z Uvjetni ekstremi

0
-0.5 =

-1

-1
-0.5
0
7 0.5




Jednoplohi hiperboloid N nformatitare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
2 2 2 Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Ni j

Otv. i zatv. skup
Limes funkci
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Jednoplohi hiperboloid N nformatitare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat
2 2 2
T Y z
Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena deri
Tm. srednje

Parc. der. slo
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Jednoplohi hiperboloid N nformatitare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Ni j

Otv. i zatv. skup
Limes funkci
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Dvoplohi hiperboloid N ormatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
2 2 2 Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Dvoplohi hiperboloid N ormatitare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi
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Matematicke metode

DVOpthi hiperbOIOid za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
2 2 2 Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi
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Elipti¢ki paraboloid

2 2
Y
a2 tE =

1]

/1]
/
!;II

/7
Higy

g

Ly

20

I

N\

llllll
N

I
il
N “I
Ny

il
i
Wl

1]
.l!{fﬁ
‘\\!\\\‘

=

il

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi




Elipti¢ki paraboloid N ormatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
2 2 Damir Horvat

+ _2 - 2py Funkcije viSe varijabli
c Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Elipti¢ki paraboloid
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi




Hiperboli¢ki paraboloid N nformatitare.
prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
2 2 Damir Horvat

T _¥ -
— - pZ Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije

Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Hiperboli¢ki paraboloid N nformatitare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi




Hiperboli¢ki paraboloid N nformatitare.

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat
2 2
Yy z
- b + 2 2px Funkcije vige varijabli
c Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Hiperboli¢ki paraboloid
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Matematicke metode
za informaticare

dr.sc. BlaZenka
jak,
Damir Horvat

prof.

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi




Kon S Matematicke metode
u za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
2 2 2 Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Matematicke metode
K onus za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
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Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
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Otvoreni i zatvoreni skupovi u ravnini

e-okolina totke zp € R je skup (xg — &, 29 + €)

O(zo,e) = {z €eR: |z — mo| < &}

— CEEs— >

X,— € % X, t €

Sada ovu definiciju prenosimo na R2. Naime, za
A(x1,11), B(72,12) € R? vrijedi

d(A, B) = \/(az — 212 + (v — )2,

pa imamo sljedec¢u definiciju.
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c-okolina totke A € R? je skup
O(A,e) = {BeR?:d(A,B) <e}.

e-okolinu totke A zovemo jo$ e-kugla sa sredistem u
totki A polumjera e. U slutaju prostora R3 to je stvarno

kugla, a u R? to je krug polumjera ¢ sa sredistem u A
bez rubne kruznice.
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KaZemo da je S C R? otvoren skup ako za svaku totku

A € S postoji okolina O(A, €) koja je cijela sadrZzana u S.

KaZemo da je S C R? zatvoren skup ako je R?\ S
otvoren skup.

Lema 2.
Skup S C R? (S C R) je otvoren akko je unija e-kuglica.

Topologija ravnine je familija 7 svih otvorenih skupova
ravnine.
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Lema 3.
Topologija T ravnine ima sljedeca svojstva:

o R?.() € T, tj. prazan skup i &itava ravnina su
otvoreni skupovi.

@ AkosuUy,Us,...,U,,... € T, tada je skup

U
aecl

takoder element od 7. Drugim rije¢ima, proizvoljna
unija otvorenih skupova je otvoren skup.

@ AkosuUy,U,,...U, € T, tada je skup
UinU---NU,

takoder element od T . Drugim rije¢ima, presjek
kona¢no mnogo otvorenih skupova je otvoren skup.
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Lema 4.
Familija F svih zatvorenih skupova topologije T ravnine
ima sljedeca svojstva:

o R?. () € F, tj. prazan skup i &itava ravnina su
zatvoreni skupovi.

o Ako su Fi, F>, ..., F, € F, tada je skup
U;ul,---UU,

takoder element od F. Drugim rije¢ima, konacna
unija zatvorenih skupova je zatvoren skup.

o Akosu F1,F>, ... F,,... € F, tada je skup
() F
acl

takoder element od F. Drugim rije¢ima, proizvoljan
presjek zatvorenih skupova je zatvoren skup.
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Neka je S C R?. Interior (nutrina) skupa S je najveci
otvoreni skup koji je sadrzan u S. Interior skupa S

oznatavamo s Int S.

Rub skupa S je skup svih toaka iz R? &ija svaka okolina
sijete S i R?\ S. Rub skupa S oznaavamo s 0.

Zatvarac skupa S je skup CI.S = Int SUIS.
Lema 5.

Skup S C R2 je otvoren akko Int S = S.

Lema 6.
Skup S C R? je zatvoren akko CI.S = S.

Lema 7.
0S je zatvoren skup.
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Zatvorena e-kugla je

Cl(O(A,g)) = O(A,e) UB(O(4,¢))
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Pravokutnik je zatvoren skup.

\J
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Pravokutnik bez svog ruba je otvoren skup.
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U R otvoreni skupovi su zapravo otvoreni intervali ili unije
otvorenih intervala, a zatvoreni skupovi su segmenti ili
konaéne unije segmenata.

Zadatak 17.
Nadite primjer u kojem beskonaéna unija segmenata nije
zatvoren skup.

Zadatak 18.

Nadite primjer u kojem beskonacan presjek intervala nije
otvoren skup.

Skupovi oblika (a, b] i [a, b) nisu niti otvoreni niti

zatvoreni u R. Zasto?

Kao $to smo vidjeli, u R? ima puno vide razli¢itih primjera
otvorenih i zatvorenih skupova.
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Napomena.
Neka je I = (a,b). Promatramo li I kao podskup skupa
R, tada je

Int] =(a,b), 0I ={a,b}, ClI=]a,b]

Promatramo i I kao podskup od R? uz standardnu
identifikaciju
R = {(z,0) : z € R},

tada je

Intl =0, OI=]la,b], CII=]a,b]
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Napomena.
Neka je X proizvoljan skup. Svaku familiju 7°
podskupova skupa X koja ima svojstva

°o X,0eT,
@ Akosu Uy,Us,...,U,,... € T, tada je skup

Jr.

acl

takoder element od 7.
@ Akosu Uy,Us,,...U, € T, tada je skup

UinU---NU,

takoder element od 7.

zovemo topologija na skupu X, a ureden par (X,7)
topoloski prostor. Elemente skupa 7 zovemo otvorenim

skupovima.
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Napomena.
Na istom skupu X moZemo imati vise razli¢itih
topologija.

Omeden i zatvoren skup u R? (i opéenito u R™) zovemo
kompaktan skup.

Primjer 33.
KruZnica, duZina, krug, pravokutnik su primjeri
kompaktnih skupova u ravnini.

Primjer 34.

Pravac, otvorena e-kugla, pravokutnik bez svog ruba,
pravokutnik koji sadrZi samo dio svog ruba su primjeri
skupova u ravnini koji nisu kompaktni. Objasnite zasto!
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Napomena.
Pojam kompaktnog skupa se moZe opcenito definirati u

bilo kojem topoloskom prostoru. MoZe se pokazati da je
ta definicija ekvivalentna s nasom definicijom za prostor
R™. Opcenito, nije istina da je skup kompaktan akko je
omeden i zatvoren. To vrijedi za R™ uz standardnu
topologiju, ali ne vrijedi opéenito za bilo koji topoloski

prostor.
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Limes funkcije vise varijabli

Heineova definicija

Neka je f : O — R realna funkcija definirana na
otvorenom skupu O C R? osim mozda u P € O. Kazemo
da je L € R limes funkcije f u to¢ki P € O ako za svaki
niz (P,)n u O za koji je nILmoo P, = P vrijedi da je

lim f(P,) =L.

n—00

Cauchyeva definicija

Neka je f : O — R realna funkcija definirana na
otvorenom skupu O C R2. KaZemo da je L € R limes
funkcije f u totki P € O ako za svaku okolinu V' tocke
L € R postoji okolina U totke P takva da je f(Q) € V
za svaku totku @ € U \ {P}.
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U ¢, terminologiji Cauchyjeva definicija limesa funkcije
glasi:

Neka je f : O — R realna funkcija definirana na
otvorenom skupu O C R2. Kazemo da je L € R limes
funkcije f u to&ki P € O ako

Ve > 0,36 >0,VQ(0 < d(Q,P) <= |f(Q)—L| <e¢)
Piemo (J@P f(Q) = L.
Lema 8.

Heineova i Cauchyeva definicija limesa funkcije su
ekvivalentne.
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Napomena.

Heineova definicija limesa funkcije se temelji na nizovima,
a Cauchyeva na okolinama. Prema Heineovoj definiciji
limes funkcije ne ovisi o tome kako se priblizavamo
odredenoj tocki. Stoga, ako Zelimo dokazati da funkcija
nema limes u nekoj tocki, dovoljno je da nademo dva niza
koji konvergiraju toj to¢ki, dok njihove funkcijske
vrijednosti ne konvergiraju k istom broju.

Primjer 35.

Odredite (x,y;T(0,0) %er?

Rjesenje
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Uzmimo x = 0. Tada je

x

= |lim — = 0.

lim ——
(@y)—(00) 22 +y*  y—0y?
Ako stavimo y = 0, tada dobivamo

lim ——— = lim —
(z,9)—(00) 22 + y2  z—0 x2

Zaklju¢ujemo da ne postoji lim —E—
JHet POST e l0.0) P

= +00.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup

lilimes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Matematicke metode
za informaticare

i ; f.dr.sc. Blazenka
Graf funkcue f(x7 y) = ﬁ |Zg|eda pro (r[')sicvjakruen a

Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
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WlLimes funkcije
‘ \ Parcijalne derivacije
\ Parc. der. viseg reda
= — ‘ Diferencijabilnost
= it
== O Usmjerena derivacija
/////////é¢ /""‘0’:" Tl 5 Tm. srednje vrijednosti
N7 ZZZ e, je vrij
Z#227 %2 5
/////////////////41441244,’/"'/'/////""' Parc. der. sloz. funkc.
IIII[[I”{{{/'{[%%% éé%%’///////; Implicitna funkcija
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Primjer 36.

Odredite

Rjesenje

lim
(z,y)—(

zy+y°
2 2o
0,0) T Y
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Primjer 36.

o 3 .
Odl‘edlte ||m zyiy pruf.drl.:')sicv.ja?(lrazenka
( 7y)_)(0 0) y Damir Horvat
Rjesenje Funkcije viSe varijabli
. . . Osnovne definicije
Stavimo |i z = 0 dobivamo Nivo-linije
Kvadrike
3 3 Otv. i zatv. skup
Ty +y .y IIIFTES funkcije
_— ||m _— = 0 Parcijalne derivacije
2 2 sy 2 Parc. der. viseg reda
(z,y)—(0,0) T2 + ¥y y—=0y

Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
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Stavimo li ¥ = 0 dobivamo

3 0
WHY _ jim = —0.
(z,y)—(0,0) T2 + y2  z—0 x2

Stavimo li y = 2x dobivamo

m YA 208 L Bob2 2
(20)—(00) 22 + 42 o20 22 + 422 a0 5 5
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Graf funkcije f(z,y) = % izgleda
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Propozicija 57.

Neka su f,g : O — R realne funkcije definirane na
otvorenom skupu O C R? i neka je A € R. Ako funkcije f
i g imaju u Py € O limese, tada i funkcije f + g, \f, f-g
i|f| imaju limese u Py i vrijedi

o lim (/(P)+g(P)) = Jim f(P)+ fim o(P)

o fim (AF(P)) = A Jim f(P)

P—P
o i () =g = T, 0= T gl

o fim |f(P)|=| Jim f(P)

Ako je lim g(P)#0, tada j
OJePgnpog( ) # 0, tada je

lim  f(P)
o lim f(P) _ i)
P—Py a(P) PlePo 9(P)
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Primjer 37.

Odredite

Rjesenje

lim

(z,9)—(0,3)

sin zy
27
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Primjer 37. .
Odredite  lim 302

(z9)—(03) **
Rjesenje
im Sy (S 0y g 33
(z.y)—(03) 2T (z,y)—(03) \ xy 2 2 2

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije vise
Osnovne defi
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup

WlLimes funkcije

Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Primjer 37.

Odredite  lim 5";% ;
(z,9)—(0,3)

Rjesenje

im SOy (S0 0y 33
(z.y)—(03) 2T (z,y)—(03) \ xy 2 2 2
Napomena.

Mogu se promatrati uzastopni limesi

lim lim f(z,y), lim lim f(z,y)
T—To Y—Yo Y—Yo T—T0
i svaki od njih se sastoji od dva limesa funkcije jedne
varijable i opcenito su ti limesi medusobno razliciti i
razlikuju se od limesa

lim f(z,y).

(x,y)—»(xmyo)
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Zadatak 19.
Neka je f : R?\ {(0,0)} — R,

2
f(aj)y) = l‘2y2 _T_ (yx _y)g'

DokaZite da ne postoji  lim  f(xz,y) iako je
(z,9)—(0,0)

lim I|m f(z,y) = I|m I|m f(z,y) =0.

z—0y—0
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Neprekidne funkcije

Neka je f : O — R funkcija definirana na otvorenom
skupu O C R? i neka je P € O. Ka¥emo da je f
neprekidna u toZki P ako je Qlimp f(Q) = f(P).

f je neprekidna ako je neprekidna u svakoj tocki P € O.

Napomena.
Da bismo mogli govoriti o neprekidnosti funkcije u nekoj
tocki, ta funkcija mora biti definirana u toj tocki.

Primjer 38.

Funkcija f(z,y) = xﬁ’yz je neprekidna na R?\ {(0,0)}.

O neprekidnosti te funkcije u (0,0) nema smisla govoriti

jer u toj tocki funkcija f nije definirana.
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Primjer 39.
Neka je g : R> — R definirana s

T — IZL—Eyz’ (LL',y) 75 (0,0)
9(z,y) = 5 @) = (0.0)

Ova funkcija ima prekid u tocki (0,0) zato jer je

lim x, 0,0).
(m’y)a(oﬁo)g( y) # 9(0,0)

Stovise, lim  g(x,y) ne postoji, pa kako god da
(z,y)—(0,0)

dodefiniramo funkciju g u (0,0), ona ce uvijek imati

prekid u toj tocki.
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Propozicija 58.
Neka su f,g : O — R realne funkcije definirane na

otvorenom skupu O C R? j neka je A € R. Ako su
funkcije f i g neprekidne u Py € O, tada su i funkcije

f+g A, f-gilf| neprekidne u Py. Ako je g(Py) # 0,

onda je i funkcija 5 neprekidna u Py.
Propozicija 59.

Kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija.
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Parcijalne derivacije oyiriindiey
prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli

Osnovne definicije

Neka je z = f(x,y) realna funkcija dvije varijable i neka Nivo-linije
Kvadrike

H % 1 ni 1 n Otv. i zatv. skup

je (w0, yo) totka iz unutradnjosti domene funkcije f. D

Postavimo li totkom (g, y0) ravninu y = yp, onda ta = de,_‘fﬁ;:’:;';ﬁa

) o .. . . .. Diferencijabilnost

ravnina sijece graf te funkcije po nekoj krivulji. Na tu Usmierena derivacija
Tm. srednje vrijednosti

krivulju moZemo gledati kao na graf funkcije jedne parc. der. slox. funke.
mplicitna funkcija

B Ekst
varija ble Uvjetni ekstremi

fi(z) = f(=z,y0).

Derivaciju funkcije f1 zovemo parcijalna derivacija

funkcije f po varijabli x.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

f(zo+ Az,y0) — f(z0,y0)
Az

lim
Az—0

Of(wo,y0)
ox B

Osnovne definicije

Funkcije viSe varijabli
Nivo-linije

Parc. der. viseg reda

Diferencijabilnost
Tm. srednje vrijednosti

Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Usmijerena derivacija
Ekstremi

Otv. i zatv. skup
Limes funkci
Uvjetni ekstremi

Kvadrike

(z0,Y0)-

i

Druge oznake: f.(x0,%0), Dxf(x0,v0)
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Limes funkcije

derivacije

2 X
'.',':.:, ‘:E:‘\\ Parc. der. viseg reda
LR X N Diferencijabilnost
%4 3 S
77 127 /900N, SO Usmijerena derivacija
1111 1 RN
’,Ggﬁﬂﬂwwy Tm. srednje vrijednosti
% llllllr,"'l","".,%.'.%%’q’\“ y Parc. der. sloz. funkc.
"' Implicitna funkcija

Ekstremi
Uvjetni ekstremi

Parcijalna derivacija po varijabli x funkcije f u to&ki
(z0,yo0) je koeficijent smjera tangente na graf funkcije
fi(x) = f(z,y0) u totki (zo).
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Neka je z = f(x,y) realna funkcija dvije varijable i neka

Funkcije viSe varijabli

. o - e .. o LA
je (w0, yo) totka iz unutradnjosti domene funkcije f. e
. . v . Kvadrik
Postavimo li totkom (g, y0) ravninu = = g, onda ta Otv. i zatv. skup
. ey .. . . .. Limes funkcije
ravnina sijeCe graf te funkcije po nekoj krivulji. Na tu derivacije
Parc. der. viseg reda
krivulju moZemo gledati kao na graf funkcije jedne e
smjerena derivacija
a0 Tm. srednje vrijednosti
varija ble Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
f2(y) = f(xO’ y) Ekstremi

Uvjetni ekstremi

Derivaciju funkcije fo zovemo parcijalna derivacija

funkcije f po varijabli y.
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8f(x07 yO) _ I f(m()) yo + Ay) B f(xo’ yo) prof.dr.sc. BlaZzenka
_— =7 = m Divjak,
oy Ay—0 Ay
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Druge oznake: fy(z0,%0), Dyf(w0,%0), f; (0, v0)-




Geometrijska interpretacija N nformaticare.
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Funkcije vise ijabli
Osnovne defi j
Nivo-linije
Kvadrike
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Limes funkcije

derivacije
Parc. der. viseg reda
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R

N

R

RN
O

N

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi

Parcijalna derivacija po varijabli y funkcije f u to€ki
(z0,yo0) je koeficijent smjera tangente na graf funkcije
f2(y) = f(xo,y) u totki yo.
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prof.dr.sc. Blazenka

Kako su parcijalne derivacije zapravo obi¢ne derivacije Divjak,
a0 o oo o co s - Damir Horvat
funkcija jedne varijable za njih vrijede ista pravila e
deriviranja koja vrijede i za funkcije jedne varijable. Funkeije vise varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
a au 81} Kvadrike
7(’[1/ + v) —_ - Otv. i zatv. skup
ax ax ax Limes funkcije
derivacije
Parc. der. viseg reda
a au 81} Diferencijabilnost
e = — —_— Usmijerena derivacija
ay ('LL + U) ay + ay Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
Q(U — U) — @ — @ Uvjetni ekstremi
ox Jr Ox
0 ou Ov

w5 "5y
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Pl’imjer 40. prof.dr.sc. Blazenka
. .. . .. .. Divjak,
Odredite parcijalne derivacije funkcije Damir Horvat

2 Q Funkcije vise ijabli

f(x7 y) = y — Zsin y Osnovne defi j
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup

RjeSenje Limes funkcije
derivacije

Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Primjer 40.
Odredite parcijalne derivacije funkcije

f(z,y) = 2’y — asiny.

Rjesenje

foz,y) = 2zy —siny, f,(z,y) = 2® — zcosy.
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Primjer 40.
Odredite parcijalne derivacije funkcije

f(z,y) = 2’y — asiny.

Rjesenje

foz,y) = 2zy —siny, f,(z,y) = 2® — zcosy.

Zadatak 20.
Odredite parcijalne derivacije sljedecih funkcija:

° f(z,y) =tga —y* — zy® + 6y,
e g(xz,y)=1In e 3zy° 4 22%,

2
o hz,y) = 2y — In (a2 +12).
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Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

f(z,y,2)

0f(z,y.2) _ .

oz Az—0 Az

= lim

flz,y+ Ay, z) —

Kvadrike

Otv. i zatv. skup

Limes funkcije
derivacije

Parc. der. viseg reda

Diferencijabilnost

Usmijerena derivacija

f(z,y,2)

(9y Ay—0 Ay

f(x,y,z+Az)—

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
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Ekstremi

Uvjetni ekstremi

f("r7 y? Z)

0z Az—0 Az




Primjer 41.
Odredite parcijalne derivacije funkcije f(x,y, z) = xy?23.

Rjesenje
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Primjer 41.
. . . ae .. Funkcije vise varijabli
Odredite parcijalne derivacije funkcije f(x,y, z) = xy?23. Osnowne definicile

Nivo-linije
Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkci

Rjesenje

_ 22,3 _ 3
fo(@,y,2) =y°2°, fylx,y,2) = 2wy2°, :
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost

_ 2.2
fz ($7 y7 Z) - 31‘?/ z Usmjerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Primjer 41.
Odredite parcijalne derivacije funkcije f(x,y, z) = xy?23.

Rjesenje
fx(xvyaz) - y2z3, fy(xvyaz) = 2$y2’3,

[y, 2) = 3zy?2?

Za funkciju f : O — R definiranu na otvorenom skupu
O C R? kaZemo da je derivabilna u togki (g, y0) € O
ako postoje parcijalne derivacije te funkcije u toj to¢ki. f
je derivabilna na O ako je derivabilna u svakoj to¢ki iz O.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli

Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi



Parcijalne derivacije viseg reda N nformatiare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

2z = z(x,y) realna funkcija dvije varijable Damir Horvat

00 o .. . Funkcije viSe varijabli
Parcijalne derivacije drugog reda funkcije z su g.sno:.neldefinicije
wvo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup

2 2
a z a < 82 ) a 4 8 (82) Limes funkcije
=~ 5 — A~ |\ & a o — a |\ a9 Parcijalne derivacije
8%2 Ox \ Oz 8y2 8y 8y viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

2 2
0°z 15) < 0z ) 0z 0 (62 ) Tm. srednje vrijednosti
— |\ = — a \a Parc. der. sloz. funkc.
0xdy Oy \Ox Oyoxr  OJx \Qy tmplicitna funkeija
Ekst

Uvjetni ekstremi

Druge oznake: z;z, 2yy, 2zy, Zyz

Opcenito se parcijalne derivacije n-tog reda dobivaju iz
parcijalnih derivacija n — 1 reda primjenom operatora

9 9
ox’ Oy
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Pz _ 0 (5’22> @z _ 9 (Wz) Funkel e o
or3  Ox \dz? 0x20y Oy \0z2 Nivolinije
Otv. i zatv. skup
Bz 9% Bz 9 8% Parciaine demacii
dzdydzr Oz (8x8y) oydz? Oz (83/8:6) 3;?:‘;2::::1‘::5%5::
Tm. srednje vrijednosti
Pz 0 0% Pz 0 Pz Impicitns fonkia
0xdy2 — Ay (8x0y) dyoxdy Oy <8y8:p> Dvoret ekstremi
03z 0 0%z 03z 0 0?2z
Oy20x %(873/2) oy 674(87/2)




Primjer 42.
Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije

f(z,y) = sin (22y).

Rjesenje
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Primjer 42.
Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije

F(a,y) = sin (a?y).
Rjesenje

2

fa(z,y) = 2zycos (z°y), fy(z,y) = 22 cos (z%y)

Fral,y) = 2y cos (a2y) — 4222 sin (%)

(
fay(2,y) = 22 cos (z%y) — 223y sin (22y)
(

4

)
)
fye(,y) = 20 cos (22y) — 2%y sin (22)
) = —a*sin (z°y)

fyy(x7y
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Teorem 42 (Schwarzov teorem).

Neka je z = f(x,y) funkcija dvije varijable koja u nekoj
to¢ki (zo,yo0) i u nekoj njezinoj okolini O ima derivacije
2z | zy. Ako na skupu O postoji i neprekidna je jedna od
mjeSovitih parcijalnih derivacija, npr. z.,, tada postoje u
tocki (xo0,y0) obje mjeSovite parcijalne derivacije i
jednake su, tj. vrijedi

ny(xm yO) = Zy:c(xo’ yO)-
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Neka je f : O — R realna funkcija definirana na
otvorenom skupu O C R2. KaZ¥emo da je funkcija f

klase C na O ako je neprekidna te postoje sve parcijalne
derivacije prvog reda funkcije f i one su neprekidne
funkcije na O. Skup svih funkcija klase C* na O
oznatavamo s C'*(O).

Kazemo da je f klase C" na O ako je neprekidna i
postoje sve parcijalne derivacije do reda r funkcije f i one
su neprekidne funkcije na O. Skup svih funkcija klase C"
na O oznatavamo s C"(0O).
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Diferencijabilnost funkcije

Osnovna ideja diferencijalnog racuna je zadanu funkciju
$to bolje lokalno aproksimirati linearnom. Jednostavno
reteno, funkcija je diferencijabilna u toZki (xg,yo) ako je
f(zo + h,yo + k) praktitki jednako f(xo,v0) kada su h i
k dovoljno blizu 0.

Neka je f : O — R funkcija definirana na otvorenom
skupu O C R? i neka je Py € O. Zelimo prirast funkcije
f(Po+ H) — f(P), gdje je H € R? takav da je

Py + H € O, aproksimirati s A(H), gdje je A:R?> - R
linearni operator. Pri tome ¢emo preslikavanje f smatrati
"dobrim” ukoliko relativnu gresku % moZemo udiniti
po volji malom za dovoljno male H, pri éemu je

r(H) = f(Po+ H) — f(Po) — A(H).
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Pokazuje se da ako linearni operator A postoji on je
jedinstven i zovemo ga diferencijal funkcije f u tocki Fy i
oznatavamo s df (/). U tom slu¢aju kazemo da je
funkcija f diferencijabilna u toc¢ki Fy.

Pogledajmo prvo sluéaj realne funkcije jedne realne
varijable.

Primjer 43.
Ispitajmo diferencijabilnost funkcije f(x) = x2.

Rjesenje
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Pokazuje se da ako linearni operator A postoji on je
jedinstven i zovemo ga diferencijal funkcije f u tocki Fy i
oznatavamo s df (/). U tom slu¢aju kazemo da je
funkcija f diferencijabilna u toc¢ki Fy.

Pogledajmo prvo sluéaj realne funkcije jedne realne
varijable.

Primjer 43.
Ispitajmo diferencijabilnost funkcije f(x) = x2.

Rjesenje
flz+h)— f(x)=(x+h)>—2%= 2z h+h?
f'(z)

— p2 li T(h):
r(h) = h?, Jim = 0

Dakle, f je diferencijabilna u svakoj tocki i
df(x)(h) = 2xh.
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>
~~
%

df = f(z+h) = f(z) +df(z)(h)




Dakle, derivacija f'(z) funkcije f u totki z je numericki
reprezentant diferencijala df(z) funkcije f u toZki .
Naime, df(z) : R — R je linearni operator koji u
kanonskoj bazi ima svoj matri¢ni zapis i to je matrica tipa
(1,1) &iji jedini element je f'(x), tj. derivacija funkcije f
u tocki x.

Napomena.

Lako se pokazuje da su za realne funkcije jedne varijable

derivabilnost i diferencijabilnost ekvivalentna svojstva.
Vidjet ¢emo da kod funkcija vige varijabli to ne vrijedi.
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Neka je sada f : O — R realna funkcija definirana na
otvorenom skupu O C R?. Diferencijal funkcije f u toZki
(x,7) € O je linearni operator df(z,y) : R? — R i njegov
matri¢ni prikaz u kanonskoj bazi je matrica tipa (1,2).
Dakle, matrica tog linearnog operatora se sastoji od dva
broja. Sto mislite koji su to brojevi? Pogledajmo jedan
primjer.

Primjer 44.

Ispitajmo diferencijabilnost funkcije f(x,y) = 2 + y>.

Rjesenje
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Neka je sada f : O — R realna funkcija definirana na
otvorenom skupu O C R?. Diferencijal funkcije f u toZki
(x,7) € O je linearni operator df(z,y) : R? — R i njegov
matri¢ni prikaz u kanonskoj bazi je matrica tipa (1,2).
Dakle, matrica tog linearnog operatora se sastoji od dva
broja. Sto mislite koji su to brojevi? Pogledajmo jedan
primjer.

Primjer 44.

Ispitajmo diferencijabilnost funkcije f(x,y) = 2 + y>.
Rjegenje

Neka je P = (z,y) i H = (h,k). lzratunajmo prirast
funkcije f u tocki P.
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f(P+H) = f(P)=flx+hy+k) - flz,y) =

= (z+h)?+(y+k)? —2?—y? = 2zh+2yk+ (R2+ k%) =

(
= (2z,2y)- (h, k) + (h2+ k%) =
(

221 +2yj ) -H+|H|J
N——— N——
Vf(P) r(H)

VF(P) = fuo(P)i + fy(P)] =
T

gradijent funkcije f u tocki P

lim ) — i, 122 _ g
H—o IHI — g_o IHI]

(f=(P), f,(P))

Dakle, f je diferencijabilna u svakoj tocki i vrijedi

df(P)(H) = Vf(P)- H = 2zh + 2yk

(22, 2y)- (h, k) + | H|* =
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Umjesto h i k uobic¢ajene oznake za priraste nezavisnih
varijabli z i y su dz i dy pa uz ove oznake imamo

df(x,y)(dz,dy) = 2z dz + 2y dy

ili krace
df(z,y) = 2xdx + 2y dy.

Opéenito, ako je funkcija f: O — R, O C R? otvoren
skup, diferencijabilna u totki (z,y) € O, tada je njezin
diferencijal u toj tocki jednak

df(z, y)(dz,dy) = fo(z,y) dz + fy(z,y)dy.
/ N

ime linearnog operatora vektor na kojeg djeluje linearni operator

Najcesce kratko pisSemo

df($, y) = fx(x,y) dx + fy(x7y) dy
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funkcija jedne varijable ‘ funkcija dvije varijable
fef f=Vf
df(z)(h) = f'(z)-h | df(P)(H)=V[f(P)-H

U analogiji s realnim funkcijama jedne varijable V f(P) bi
bilo opravdano zvati derivacijom funkcije f u tocki P.

Znamo da f'(zg) geometrijski predstavlja koeficijent
smjera tangente u totki (xo, f(zo)) na graf funkcije f i
jednadZba te tangente je

y = f(o0) + f'(0)(x — xo).

Kod funkcija dvije varijable gradijent ima sli¢nu ulogu jer
se javlja u jednadZbi tangencijalne ravnine na graf te
funkcije.
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JednadZba tangencijalne ravnine na graf funkcije

z = f(z,y) u totki (zo,yo) glasi

z = f(z0,50) + Vf(z0,%0) - (z — z0,y — ¥0),
odnosno
fa(o, 90) - (z — 20) + fy(zo, y0) - (¥ — o) — (2 — 20) =0,
gdje je 20 = f(zo,yo)-

O tangencijalnim ravninama i plohama ¢e biti vise rije€i
kasnije.
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Svojstva gradijenta

o V[f(x)+g(x)] = V/(x) + Vg(x)
o V[af(x)] =a-Vf(x),a€R

° V[f(x)-9(x)] = f(x) - Vg(x) + 9(x) - Vf(x)

Napomena.
Analogno, kao kod funkcija dviju varijabli, se definira

gradijent funkcije triju ili vise varijabli. Na primjer,
gradijent funkcije triju varijabli u toki (zo, yo, 20) je

V f(xo, yo, 20) = (fm(xmyOv 20), fy(o, Yo, 20), f=(0, Yo, Zo))
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Totalni diferencijal

Neka je f : O — R diferencijabilna funkcija definirana na
otvorenom skupu O C R2. Totalni diferencijal funkcije f

je preslikavanje
df : O — Hom(R? R)
koje svakoj to¢ki (xg,yo) € O pridruZuje diferencijal
funkcije f u toj tocki, tj.
(0, y0) — df(x0, o)
Totalni diferencijal funkcije f se odreduje po formuli

8fcl 1y

df = 5y
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Primjer 45.
Zadana je funkcija f(z,y) = x° + 3.
o Odredite totalni diferencijal funkcije f.

e Odredite diferencijal funkcije f u to¢ki (1,3) i

gradijent u toj tocki.

@ [zracunajte pribliZno pomocu diferencijala
£(1.02,2.99).

Rjesenje
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Primjer 45.
Zadana je funkcija f(z,y) = x° + 3.
o Odredite totalni diferencijal funkcije f.

e Odredite diferencijal funkcije f u to¢ki (1,3) i

gradijent u toj tocki.

@ [zracunajte pribliZno pomocu diferencijala
£(1.02,2.99).

Rjesenje
df— 5 Ldz + 2 o dy pa je df =2xdx +2ydy
Diferencijal funkcije f u togki (1,3) je

df(1,3) = 2dz + 6dy,

a gradijent
f(1,3) = (2,6).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. B|1zenk1

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

Usterena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

f($ + de, y + dy) ~ f(.'E, y) ‘I‘ df(l', y)(dl‘, dy) Damir Horvat
(:L’, y) — (]_’ 3)7 dm — 002’ dy — _OO]_ Funkcije viSe varijabli

Osnovne definicije
Nivo-linije
df(1,3)(0.02,-0.01) = 2-0.02 + 6 - (—0.01) = —0.02 ke
e e
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
£(1.02,2.99) ~ f(1,3) +df(1,3)(0.02,—0.01) Usmjeren‘::'e"r‘i’j:cija
£(1.02,2.99) ~ 10 + (—0.02) = 9.98 par. . 0. ke
mplicitna funkcija
Ekstremi

Stvarna vrijednost je Uvjetni ekstremi
£(1.02,2.99) = (1.02)? + (2.99)? = 9.9805.

Vidimo da je greska mala, a to je zbog toga jer su pomaci
dz i dy mali.




Lema 9.
Ako je funkcija f diferencijabilna u tocki (zo,yo), tada

Je f neprekidna u tocki (zo, yo)-

Lema 10.
Ako je funkcija f : O — R diferencijabilna u tocki

(z0,y0) € O, tada je i derivabilna u toj tocki, tj. postoje

parcijalne derivacije funkcije f u toj tocki i vrijedi

0 0
df(xo,y0) = a*i(ﬂfmyo) dz + 8:7};(%’ Yo) dy.

Obrat leme 10 ne vrijedi, tj. kod realnih funkcija dviju (ili
vide) varijabli derivabilnost ne povlati diferencijabilnost.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

abilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi




Primjer 46.
Funkcija f : R> — R definirana s

RIS

—, (2,y)
Fany) = {7
C= 0

0,0
0,0
ima obje parcijalne derivacije u to¢ki (0,0) i one su

Jednake 0, ali f nije diferencijabilna u (0,0).

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

abilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi




Primjer 46.
Funkcija f : R> — R definirana s

RIS

—, (2,y)
Fany) = {7
C= 0

0,0
0,0
ima obje parcijalne derivacije u to¢ki (0,0) i one su

Jednake 0, ali f nije diferencijabilna u (0,0).

Rjesenje

af o f(0+Ax,0)—f(O7O)_ . 0
b= i Ax = Jim

oy (0,0) = Algl;nlo Ay B Alybﬂo Ay

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

abilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekst
Uvjetni ekstremi




Ako bi postojao diferencijal funkcije f u to¢ki (0,0), on bi
zbog jedinstvenosti morao biti jednak

of

df(0,0) = By

(o 0)dz + =-(0,0)dy = 0dz + 0dy = 0,

tj., on bi bio nuloperator. No, treba jo$ provjeriti da li je

. r(H
lim g =0.
H—o || H||
H—o0 HI1 " (n,1)=(0,0) VRZ + k2
_ o B0 hk
(hk)—(0,0) VR f k2 (h.k)—(0,0) (h2 + k2)3/2

No, gornji limes ne postoji jer je za k = 0 on jednak 0, a
za k = v/h je jednak 1, pa funkcija f nije diferencijabilna
u (0,0).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

Usterena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Jos laksi nadin da dokaZemo da funkcija f nije
diferencijabilna u to¢ki (0,0) je da dokaZemo da ona ima
prekid u toj tocki.

= lim
(2:)—(0.0) 2% +y

lim  f(z,y)

(z,9)—(0,0)

No, gornji limes ne postoji jer je za x = 0 jednak 0, a za
r =y je jednak % Dakle, funkcija f ima prekid u tocki

(0,0), pa onda nije niti diferencijabilna u toj tocki.

Teorem 43.
Ako funkcija f : O — R ima neprekidne parcijalne

derivacije u (zo,yo) € O, tada je f diferencijabilna u
tocki (.%07 yo).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

abilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekst
Uvjetni ekstremi




Zadatak 21.
Provjerite sljedece tvrdnje:

o Funkcija z = Yzy ima u tocki (0,0) parcijalne

derivacije jednake 0, ali nije diferencijabilna u (0,0).

o Funkcija z = /23 + y3 ima u (0,0) parcijalne

derivacije jednake 1, ali nije diferencijabilna u (0,0).

@ Funkcija

h

(‘T2 -+ y2) sin 272_1,_y2’ ( ay)

flz,y) = 0. (2.9)

0,0)
(0,0

ima parcijalne derivacije u (0,0) koje imaju prekide u

(0,0) i neomedene su, ali je ipak f diferencijabilna u

(0,0).
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
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Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

abilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
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Ekst
Uvjetni ekstremi




Usmjerena derivacija N fomatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije vise ijabli
Osnovne defi j
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost

a derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi




Neka je f : O — R i neka je Py € O, O C R? otvoren
skup. Zanima nas brzina promjene funkcije u smjeru
nekog vektora i € R? u to¢ki Py. U tu svrhu gledamo
restrikciju te funkcije na pravac kroz to¢ku Py sa
vektorom smjera u. To Ce biti funkcija jedne varijable &iji
graf je krivulja koja se dobije kao presjek grafa funkcije f
i ravnine kroz Py koja je okomita na xy-ravninu i

paralelna je s vektorom .

Derivacija te funkcije u to¢ki Py se zove derivacija

funkcije f duZ vektora 4 i oznalava se s 0z f(F).
Derivacija duz jedini¢nog vektora % zove se derivacija

u smjeru vektora .
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prof.dr.sc. Blazenka
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Osnovne definicije
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Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost

a derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekst
Uvjetni ekstremi




d =
9af(Po) = d—{(Po + ti7)
Propozicija 60.
Neka je f : O — R diferencijabilna funkcija u tocki
Py € O CR? i neka je @i = (u1,up). Tada je
of

0af(Po) = S (Po) us + g‘g};(Po) up.

Primjer 47.
Odredite derivaciju funkcije f(x,y) = 2% + y? duZ

vektora il = 2i + 3] u toki (3, 4).

Rjesenje
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Damir Horvat
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Osnovne definicije
Nivo-linije
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Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost

a derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekst
Uvjetni ekstremi




47 gy + ti7)

Oaf(Po) = m

Propozicija 60.
Neka je f : O — R diferencijabilna funkcija u tocki

Py € O CR? i neka je @i = (u1,up). Tada je

of

8 f(Po) - U2.

9af(FPo) = 5= (o) - u gy

Primjer 47.
Odredite derivaciju funkcije f(x,y) = 2% + y? duZ

vektora il = 2i + 3] u toki (3, 4).

Rjesenje

sf=2z §-=2y §(3,4)=6 % (34=38
0:f(3,4) = 3L(3,4)-2+5L(3,4)-3=6-2+8-3=36
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat
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Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost

a derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Implicitna funkcija
Ekstremi
Uvjetni ekstremi




Teorem srednje vrijednosti za funkcije
viSe varijabli

Teorem 44 (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti).
Neka je f diferencijabilna funkcija na intervalu {a,b) i
neprekidna na segmentu [a, b]. Tada postoji ¢ € {(a,b) za

koji vrijedi
f(6) — f(a)
—a

fi(e) =

ili ekvivalentno

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
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Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
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Limes funkcije
Parcijalne derivacije
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Diferencijabilnost
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nje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
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Ekst
Uvjetni ekstremi




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
y Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der eg reda
Diferencijabilnost
Usmjerena derivacija

\je vrijednosti

Parc. der. sloz. funkc.

Implicitna funkcij

Ekstremi

Uvjetni ekstremi

T F----——




Neka su P, @ € R? dvije razli¢ite totke. Segment [P, Q]
je skup svih totaka na duZini PQ.

[P, Q] = {P+t(Q—P) telo, 1]}.

Teorem 45.

Neka je O C R? otvoren skup, a f : O — R realna

funkcija diferencijabilna u svim to¢kama segmenta

[A, B] € O. Tada postoji C € [A, B] tako da je
f(B) - f(A)=Vf(C)-(B-A).

—_——— N~ ——
eR vektor vektor

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmjerena derivacija

Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekst

Uvjetni ekstremi




Parcijalno deriviranje slozenih funkcija

f:R?> >R, z = f(z,y)

Pretpostavimo da varijable = i y ovise o nekoj novoj
varijabli ¢, tj.

Tada je

odnosno

Zelimo odrediti ‘3—':.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
. sloz. funkc.

Implicitna funkcija

Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Ako se t promijeni na ¢ + At, tada se x promijeni na
x4+ Az, ynay+ Ay, a z na z+ Az. Dakle,

Az = f(z+ Az, y + Ay) — f(=z,y) =
= [f@+ Bz, y + Ay) — flo,y+ DY) + [f(@ v+ Ay) - f(@,9)]

Podijelimo li sa At dobivamo

Az _ f(w+A:r7y+Ay)ff(:v,erAy)ngf(x,erAy)ff(z,y)ﬂ
At Az At Ay At

Ako su z(t) i y(t) neprekidne funkcije, tada Az — 0 i
Ay — 0 kada At — 0. Ako jo$ i postoje neprekidne
parcijalne derivacije f, i f, u nekoj okolini totke (z,y),
tada primijenimo Lagrangeov teorem srednje vrijednosti

na izraze u brojnicima i dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli

Osnovne definicije
Nivo-linije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
sloz. funkc.

Implicitna funkcija

Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Az Az
=2 = fu(w+ 0 Az,y + Ay) ==
A fo(z + 0102,y + y)At

za neke 61,60, € (0,1).

A
+ fy(x,y + ‘92Ay) FZZ

Prelaskom na limes At — 0 i uz pretpostavku da su
parcijalne derivacije neprekidne dobivamo

d: _ofdr  0fdy
dt Oz dt  Oydt
Dokazali smo sljedeci teorem.
Teorem 46.
Za diferencijabilne funkcije z = f(x,y), x(t), y(t) vrijedi

de_0fdw  0fdy
dt — Oxdt  Oydt
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za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
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Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
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Tm. srednje vrijednosti
sloz. funkc.

Implicitna funkcija

Ekstremi

Uvjetni ekstremi




Teorem 46 se moZe lagano dokazati pomocu diferencijala.
Naime, ako je

z=f(z,y), z=u(), y=y()
tada je
_or of ,
dz = 50 sa By dy. 0]
S druge strane je
dz = 2/(t) dt. (1
Isto tako je
dr = 2/(t)dt, dy=y'(¢t)dt. (1)

Uvrstimo li (1) u (1) nakon sredivanja dobivamo

4= (3L

20+ 2L/ )) d. (V)
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Tm. srednje vrijednosti
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Implicitna funkcija

Ekstremi
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Iz (I1) i (IV) zbog jedinstvenosti diferencijala slijedi

() = 5 (0) + 5 (0,

odnosno

de _0fdr  0fdy
dt — Oz dt  Oydt

Primjer 48.
Neka je f(z,y) = 3(z + ) te 2(t) = acost,

. . d
y(t) = bsint. Odredite d—{.

Rjesenje
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

jak,
ﬁ _ 2 ﬁ _ 2 Danu:ﬂorvat

=T, =Y
ox y
Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
d$ . dy Kvadrike
—— = —asin t, S bCOSt Otv. i zatv. skup

dt

dt Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

Diferencijabilnost
le . af dx 8f dy Usmjerena derivacija
Thn — & 1 a 1. Tm. srednje vrijednosti
dt 85(7 dt 8y dt sloz. funkc.

Implicitna funkcija
Ekstremi
df 5 Uvjetni ekstremi

ik -(—asint) +y* - beost

d ; ;
dijtf — —a3sintcos®t + b3sin®tcost




Neka je z = f(x,y) i pretpostavimo da varijable z i y

ovise o dva parametra u i v, tj.

z = z(u,v), y=y(u,v).

Zelimo odrediti 5= i 57.
Teorem 47.
Uz prethodne pretpostavke vrijedi

0= _0: 0r 02 0y
ou Oxr Ou 0Jy OJu
0z 0z Or 0z 0Oy

A 3$.%+8y‘8v
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Dokaz.
Diferencijal funkcije z = f(z,y) je
0z 0z
dz=—d — dy.
ST + oy 4
S druge strane je
0z 0z
dz = 90 du + 0 dv.

Diferencijali varijabli z = z(u,v) i y = y(u, v) su

ox ox
Oy oy

Uvrstimo li (iii) i (iv) u (i) nakon sredivanja dobivamo

(ii)

(iii)

(iv)
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b (02 00 0
*=\ oz u oy

dy 0z Ox 0z Oy

Usporedimo |i posljednju jednakost s (ii), zbog
jedinstvenosti diferencijala slijedi

0z
Au
0z
o

0: 0z 0: 0y
Oor Ou 0Oy OJu
0z Oz 0z dy

ox %4—83/‘81)
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Derivacija implicitno zadane funkcije

Sluéaj jedne nezavisne varijable

Ako je
f(xay):()? fy(ﬂ%y)#oa

tada je
dy _ fu(z,y)

d$ fy(xay).
Isto tako, ako je
flz,y) =0, falz,y) #0,

tada je
dl‘ fy(xay)

dy fae(z,y)
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Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Primjer 49.
Odredite derivaciju implicitno zadane funkcije Funkcije vise varijabli

Osnovne defi
Nivo-linije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

zsiny + z?y> = 0.

Rjesenje

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Ekstremi
Uvjetni ekstremi
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prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Primjer 49.
Odredite derivaciju implicitno zadane funkcije Funkcije vise varijabli

Osnovne definicije
Nivo-linije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

zsiny + z?y> = 0.

Riesene Diferencijabilnost
2 3 Usmijerena derivacija
f((L‘, y) =xsiny + x Yy, Tm. srednje vrijednosti

Parc. der. sloz. funkc.

Ekstremi
Uvjetni ekstremi

fo(z,y) =siny + 22y, fy(z,y) = xcosy + 32°y?

dy _ felwy) _ siny+ 22y

dz fy(z,v) 1z cos y + 3122




Sluéaj dvije nezavisne varijable N fomatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Ako je Damir Horvat
F(.’L‘, y? Z) - 07 Fz(x, y, Z) ;é O Funkcije viSe varijabli

Osnovne definicije
. Nivo-linije
tada Je Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije

% — _M % — _M Parc. der. viSeg reda

’ : Diferencijabilnost

81’ FZ(:I:’ Y, Z) 8y FZ([E, Y, Z) Usmjerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Ekstremi

A kO je Uvjetni ekstremi

F(z,y,2) =0, Fy(z,y,2)#0

tada je

8,!/ _ Fm(.’I},y,Z) @ _ _FZ(.’B,y,Z)
ox Fy(z,y,2)" 0z  Fy(z,vy,2)




Ako je
F(z,y,2) =0, Fy(z,y,2)#0

tada je

0z  Fy(z,y,z) 0Oz  F.(z,y,2)

8:‘/ B Fx([I/‘,y,Z)’ Oz B Fx([L‘,y,Z)

Primjer 50.
Odredite parcijalne derivacije implicitno zadane funkcije

ysinz + 3 Inz + 2yz? = 0.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Ekstremi
Uvjetni ekstremi




F(z,y,2) =ysinz +y°Inz + zy2?

Fy(z,y,2) = ycosz + yz>

Fy(z,y,2) =sinz + 3y?Inz + z2°

y3

0z  Fy(z,y,z)  ycosz+yz?

oz _Fz($>y>z) - y; + 2xyz

0z Fy(z,y,2)  sinz+3y?Inz+ z2?

Jy F.(z,y,2) ij + 2zyz
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prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Ekstremi
Uvjetni ekstremi




Ekstremi funkcija dvije varijable N nformaticare.
SIUEaj jedne varijable prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije vise ijabli
Osnovne defi j

y Nivo-linije
Kvadrike

A Otv. i zatv. skup

Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
/ Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi

X3 X1 X2




Ako funkcija y = f(z) ima u tocki xq lokalni ekstrem i u
toj tocki postoji prva derivacija, tada je ona jednaka nuli,
tj. f'(xo) = 0. Geometrijski, tangenta na graf funkcije f
u toZki (zo, f(zo)) je paralelna s z-osi. Moguce je da
funkcija u nekoj tocki ima ekstrem, a nema derivaciju u
toj tocki, tj. u toj tocki imamo Siljak.

Ako je u nekoj tocki prva derivacija jednaka nula, tada u
toj tocki funkcija ne mora nuZno imati ekstrem. Primjer
je funkcija f(z) = 3. Dakle, kandidati za ekstreme su
nultotke prve derivacije i te to¢ke nazivamo stacionarne
ili kritiéne tocke. Rubne tocke i to¢ke u kojima ne
postoji prva derivacija treba jo$ posebno ispitati jer i u

njima funkcija moZe imati lokalne ekstreme.

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi




Da li je stacionarna tocka lokalni ekstrem ili nije, mozemo
ispitati pomocu prve ili druge derivacije.

Pomocu prve derivacije

Stacionarna tocka je lokalni ekstrem samo ako se
predznak prve derivacije lijevo od stacionarne tocke
razlikuje od predznaka prve derivacije desno od
stacionarne tocke.

Pomocu druge derivacije

Ako je u stacionarnoj tocki druga derivacija strogo veéa
od nule, tada u toj tocki funkcija ima lokalni minimum.

Ako je u stacionarnoj tocki druga derivacija strogo manja
od nule, tada u toj totki funkcija ima lokalni maksimum.

Ako je u stacionarnoj tocki druga derivacija jednaka nuli,
tada ovaj test ne daje odgovor pa ispitivanje vr§imo
pomocu prve derivacije (ili pomocu visih derivacija).
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi




Slucaj dvije varijable

KaZemo da funkcija z = f(z,y) definirana na otvorenom
skupu Q ima lokalni minimum u to¢ki (xo,yo) € Q ako

postoji okolina O totke (xo,yo) takva da je

f(z,y) = f(wo,90), Y(z,y) € O.

KaZemo da funkcija z = f(x,y) definirana na otvorenom
skupu Q ima lokalni maksimum u tocki (xg, o) € Q ako

postoji okolina O totke (xo,yo) takva da je

f(z,y) < f(wo,90), Y(z,y) € O.

Ako vrijede stroge nejednakosti, govorimo o strogom
lokalnom minimumu odnosno strogom lokalnom
maksimumu. Lokalne minimume i maksimume jednom

rije¢ju zovemo lokalnim ekstremima.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi




ZT Strogi lokalni maksimum e

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
f (XOI yO) Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi

O .(XOIyO)




Strogi lokalni minimum N nformaticare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije vise ijabli
Osnovne defi j
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

z¢

f (X0, Yo)

Uvjetni ekstremi

o) .(Xo, Yo)




Lokalni maksimum, nije Strogi Matematitke metode
za informaticare
Z prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

f (X0, Yo)

Z7

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi

O /" Xo, Yo)




Lokalni minimum, nije strogi

4

O / (Xo. Yo)

y
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Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi
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prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Teorem 48' Damir Horvat
Ako funkcija z = f(x,y) ima lokalni ekstrem u tocki
. i » : . 5 5 Funkcije vise ya.ri!'.abli
(%0, yo) i ako postoje parcijalne derivacije f, i f, u toj e
V- . - Kvadrik
to¢ki, tada su one jednake nula, tj. V f(xo,y0) = 0. Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
D Okaz - . . . X Diferencijabilnost
Ako funkcija f(x,y) ima lokalni ekstrem u toZki (zo, yo), Usmisicnald etivaciia

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

tada i funkcija f(x,yo0) ima ekstrem za z = xg. No tada Implicitna funkcija

derivacija funkcije f(z,y0) u totki zo mora biti 0. Iz Uvjetni ekstremi
definicije parcijalnih derivacija slijedi da tada mora biti

fx(z0,y0) = 0. Analogno se dokaZe da je i
fy(z0,90) = 0. ©




Sjetimo se da jednadZzba tangencijalne ravnine na graf

funkcije z = f(z,y) u totki (zo,yo) glasi

fz(w0,90) - (x — 20) + fy (w0, Y0) - (¥ — ¥0) — (2 — 20) = 0,
gdje je z0 = f(z0, yo)-

Iz teorema 48 slijedi da je tangencijalna ravnina u tocki

(0,yo0) lokalnog ekstrema paralelna s zy-ravninom, tj.

njezina jednadZba je

z = f(x0, o)
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Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi




ije
i zatv. skup

Matematicke metode
za informaticare
Damir Horvat

Osnovne defi

Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Uvjetni ekstremi
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Otv. i zatv. skup

Kvadrike
Limes funkci

gy

&

Parcijalne derivacije

Parc. der. viseg reda

Diferencijabilnost

Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi




Totke (z,y) ravnine za koje je Vf(x,y) = 0, tj. u kojima
su obje parcijalne derivacije jednake nula, zovemo

stacionarnim toc¢kama funkcije f.

Kao &to smo vidjeli, ako funkcija f ima u totki (z,y)
lokalni ekstrem, tada je Vf(z,y) = 0 ili pak u toj toZki
gradijent ne postoji. Obrat ne vrijedi, tj. ako u nekoj tocki
postoje obje parcijalne derivacije i one su jednake nula,

tada u toj tocki funkcija ne mora imati lokalni ekstrem.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi




Matematicke metode

Pri mjer 5 ]. . za informatitare

Odredite stacionarne tocke funkcije f(x,y) = 2% —y?> + 7. prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Rjesenje Damir Horvat

Funkcije vise ijabli
Osnovne defi j
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi




Primjer 51.
Odredite stacionarne tocke funkcije f(x,y) = 2% —y?> + 7.

Rjesenje
fo =2z, fy=-2

Izjednac¢imo li parcijalne derivacije s nulom dobivamo
samo jednu stacionarnu to¢ku (0,0). Medutim, u toZki
(0,0) funkcija f nema ekstrema. Pomaknemo li se malo
za h po z-osi od tocke (0,0) imamo

f(h,0)=h>+7>7, (1)

a pomaknemo li se malo za k po y-osi od totke (0,0)
imamo

fO,k)=—-k>+7<T. (2)
Kako je f(0,0) = 7 i kako u svakoj okolini to¢ke (0, 0)
ima to€aka i sa z-osi i sa y-osi, iz (1) i (2) slijedi da
funkcija f u tocki (0,0) nema ekstrema.
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Osnovne definicije
Nivo-linije
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
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| "’ SN\ Funkeiie vig e
VN PO unkcije vise varijabli
| AVAVAVAYA ! \‘\""’:” Osnovne definicije

|

AVA
AANNY KLY q

| NOK
ANV X AN Nivo-linije

‘\H\“‘\\HHH““ Kvadrike
| .
N

I ‘\‘H” Otv. i zatv. skup
HH‘\\“““ ! Limes funkc
Ui ‘w‘ N Parcijalne derivacije
NN\ Parc. der. viSeg reda
\ Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi
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\
\ \Z2

2 -

Z7 prof.dr.sc. BlaZenka

\ \"’.’,’.’.".' L .
22852 DAk

\VO":": v Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linij
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der eg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcij

Uvjetni ekstremi




Tocka u kojoj su obje parcijalne derivacije funkcije f
jednake nula, a u toj tocki funkcija ne poprima ekstrem,
zove se sedlasta tocka funkcije f.

Dakle, u stacionarnoj to&ki funkcija ne mora nuzno imati
lokalni ekstrem. Treba dodatno prouditi ponasanje
funkcije u okolini stacionarne to¢ke na temelju kojeg onda

moZemo donijeti zakljucak.
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Osnovne definicije
Nivo-linije
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Limes funkcije
Parcijalne derivacije
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Prlmjer 52- prof.dr.sc. BlaZzenka
Odredite ekstreme funkcije Rk

Damir Horvat

— 2 2 — — Funkcije vise ijabli
f(x7 y) o 21. + y f]:y 7y Osnovne defi j

Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Rjesenje

Uvjetni ekstremi
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Prlmjer 52- prof.dr.sc. BlaZzenka
Odredite ekstreme funkcije Rk

Damir Horvat

— 2 2 — _ Funkcije viSe varijabli

f(x7 y) o 237 + y f]fy 7y Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda

fx = 4.x — y Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

— _ _ Tm. srednje vrijednosti
fy — 2y T 7 Parc. der. sloz. funkc.

Rjesenje

Implicitna funkcija

Izjednadimo parcijalne derivacije s nulom i dobivamo Uvjetni ekstremi
4r —y =0
=gz 4= 2y = T-

Rjeenje gornjeg sustava je totka (1,4) i to je jedina
stacionarna to¢ka funkcije f.
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Da bismo vidjeli da li u toj to€ki funkcija ima ekstrem ili

S ER Y oo oo prof.dr.sc. BlaZzenka
ne, treba vidjeti kako se ponasa funkcija u okolini te Divjak,

. . Damir Horvat
tocke. Najprije, f(1,4) = —14. Sada ratunamo
Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
_ Nivo-linije
f(1+h’74+k) — Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
— 2(1 + h)2 ‘l— (4 + k)2 - (1 + h)(4 + k) - 7(4 + k), Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
OanSﬂO Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

f(1+h,44k)=2h%+k%— hk — 14.

Uvjetni ekstremi

Nadalje je

2h% + k? — hk > 2h2 + k? — |hk| =

2
= |AI*+ (1R +[k[*) = [kl [k] = h*+ (1] =|k])“+|Rllk] > 0.




Iz prethodnih razmatranja slijedi da je
f(l+h,4+k)>—14, Vh keR,

pa u totki (1,4) funkcija f ima lokalni minimum. Stovige,
kako nismo tijekom razmatranja dobili nikakve uvjete na
h ik, tj. nije bitno koliko su oni veliki, u to¢ki (1, 4)

funkcija f ima globalni minimum, tj. dokazali smo da je

202+ 2 —xy—Ty > —14, Vz,yeR.
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Matematicke metode
za informaticare

Primjer 53- prof.dr.sc. BlaZzenka
Odredite ekstreme funkcije f(x,y) = 1+ /22 + 32 o

Rjesenje Funkcije vise ijabli
Osnovne defi j
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi




Primjer 53.
Odredite ekstreme funkcije f(x,y) = 1+ /22 + 32

Rjesenje

_ & _ Y
SRV
Izjedna¢imo li parcijalne derivacije s nulom i rijeS§imo
sustav, dobivamo jednu kriti¢nu totku (0, 0) za funkciju

f. Ta to&ka je u domeni funkcije f, ali u toj tocki ne

postoje parcijalne derivacije, odnosno ne postoji V f(0,0).

S druge strane, kako je f(0,0) =1 i /22 +y2 >0,
slijedi da je

fz,y) =1, V(z,y) € R?

pa u (0,0) funkcija f ima globalni minimum.
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f(xﬂ y) — 1 + \/ xz + y2 za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
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Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
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Pogledajmo sada kako pomocu parcijalnih derivacija
drugog reda moZemo ispitati postojanje ekstrema u
stacionarnoj toc¢ki. Necemo ulaziti u teoriju, nego éemo

samo opisati postupak.

Neka je (zo,yo) stacionarna totka funkcije f, tj.

fz(zo,y0) =0, fy(zo,v0) =0.

Neka je

f:m(xa y) f:vy(-ra y)

H(xz,y) =
) fey(z,y)  fuy(z,9)

Determinantu H(x,y) zovemo Hesseova determinanta.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi




o Ako je H(zo,y0) < 0, tada u to&ki (xo,yo) funkcija

f nema ekstrema, tj. (zo,%0) je sedlasta to&ka.
o Ako je H(xg,y0) > 0, tada u toki (xg,yo) funkcija
f ima ekstrem, i to
o lokalni minimum, ako je f..(zo,y0) >0

o lokalni maksimum, ako je f..(zo,%0) <0

o Ako je H(xo,yo) = 0, tada ovaj test ne daje

odgovor, pa treba provesti daljnja ispitivanja.
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Sjetimo se i funkcije
fla,y) =202 + 4 —ay — Ty.
Parcijalne derivacije te funkcije su
fo=4z—y, fy=2y—x-T,
a stacionarna tocka je (1,4). Nadalje,
foo =4, foy=-1, fyy=2,

pa je Hesseova determinanta

H(z,y) = 1 =T7.

Specijalno je H(1,4) =7 >0 fz2(1,4) =4 >0, pau

(1,4) funkcija f ima lokalni minimum.
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Na temelju ovog testa ne mozemo zakljuéiti odmah da
funkcija f ima globalni minimum u toZki (1,4), nego
samo da ima lokalni minimum. Za globalni minimum
bismo trebali provesti daljnja ispitivanja koja smo proveli

u primjeru 52.

Primjer 54.
Odredite ekstreme funkcije f(z,y) = x3 + y3 — 3xy.

Rjesenje
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Na temelju ovog testa ne mozemo zakljuéiti odmah da
funkcija f ima globalni minimum u toZki (1,4), nego
samo da ima lokalni minimum. Za globalni minimum
bismo trebali provesti daljnja ispitivanja koja smo proveli

u primjeru 52.

Primjer 54.
Odredite ekstreme funkcije f(z,y) = x3 + y3 — 3xy.

Rjesenje

fa :3x2_3ya Ty :3y2_333

Izjednacimo li parcijalne derivacije s 0, dobivamo sustav

322 -3y =0
3y? — 3z = 0.
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Iz prve jednadZbe slijedi da je y = 22. Uvrstimo li to u

drugu jednadZbu, dobivamo
T —x =0,

odnosno

z(z3 —1) =0.
Realna rjesenja te jednadzbe su 1 =0izp =1. Iz
y = x? slijedi da je y; = 0, yo = 1. Dakle, funkcija f ima
dvije stacionarne totke T71(0,0) i T5(1,1).
Parcijalne derivacije drugog reda od f su

fz*x:6$7 f:vy:_3a fyy:6y7

pa je Hesseova determinanta jednaka
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6r —3

H(x,y) =
=] 6y
Specijalno, H(0,0) = —9 < 0 pa je (0,0) sedlasta totka

funkcije f. Nadalje,

H(1,1)=27>0, f.z(1,1)=6>0,

pa funkcija f u toZki (1,1) ima lokalni minimum i on je
jednak f(1,1) = —1.
Primijetimo ovdje da funkcija f nema globalni minimum
u tocki (1,1) jer je

lim <x3 +¢3 - 3a:y) = —00.

(,y)—=(—00,—0)

Graf te funkcije izgleda
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Matematicke metode

Primjer 55. za informatitare
Odredite ekstreme funkcije prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

1
f(-% y) = E (axz + Cy2> . Funkcije vise varijabli

Osnovne defi

Nivo-linije
Kvadrike
Rjesenje Otv. i zatv. skup

Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
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Primjer 55.
Odredite ekstreme funkcije

f(z,y) = %(axz + cy2>.

Rjesenje
fx = ax, fy =y
Izjednaéimo li parcijalne derivacije s 0 i rijeSimo sustav,

dobivamo samo jednu stacionarnu totku (0, 0).

fxx:aa fa:y:07 fyy:C
Hesseova determinanta od f je

a 0
H(z,y) = 0 o = 9C

Specijalno je H(0,0) = ac.
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Matematicke metode

Razlikujemo sljedece slucajeve: 2a informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

@ a>0,c>0. Utom sluaju f ima lokalni minimum S

u (0,0) koji je ujedno i globalni minimum. P Horvat

Funkcije viSe varijabli

Osnovne definicije

Nivo-linije

Kvadrike

Otv. i zatv. skup
z Limes funkci
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
[ Tm. srednje vrijednosti
| Parc. der. sloz. funke.
| Implicitna funkcija

Uvjetni ekstremi
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@ a <0,c<0. Utom slu¢aju f ima lokalni maksimum

g0 o . . . . prof.dr.sc. Blazenka
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@ a <0,c>0. U tom slutaju je (0,0) sedlasta totka

prof.dr.sc. Blazenka
Od f Divjak,

Damir Horvat
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@ a>0,c<0. U tom slutaju je (0,0) sedlasta totka

od f.

i
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@ a=0,c>0. Utom slu¢aju f ima lokalni minimum
u (0,0) koji je ujedno i globalni minimum, ali nije
strogi. U svim totkama (z,0), z € R, f ima

globalne minimume koji nisu strogi.
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Matematicke metode
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@ a=0,c<0. Utom slu¢aju f ima lokalni maksimum

o . - o - - o prof.dr.sc. BlaZzenka
u (0,0) koji je ujedno i globalni maksimum, ali nije Divjak,
X . X Damir Horvat
strogi. U svim totkama (z,0), z € R, f ima
- a0 o . Funkcije viSe varijabli
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@ a>0,c=0. Utom sluaju f ima lokalni minimum
u (0,0) koji je ujedno i globalni minimum, ali nije
strogi. U svim totkama (0,y), y € R, f ima

globalne minimume koji nisu strogi.
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@ a <0,c=0. Utom slu¢aju f ima lokalni maksimum

o . - o - - o prof.dr.sc. BlaZzenka
u (0,0) koji je ujedno i globalni maksimum, ali nije Divjak,
X . . Damir Horvat
strogi. U svim totkama (0,y), y € R, f ima
- a0 o . Funkcije viSe varijabli
globalne maksimume koji nisu strogi. Osnovneldafiniciye
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
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Uvjetni ekstremi

Pogledajmo funkciju f : R? — R zadanu s
f(x,y) =ax+by+c, a®>+b>#0, tj. z# const.

Graf te funkcije je ravnina i jasno je da ta funkcija nema
ekstrema na R?. Naime, parcijalne derivacije te funkcije
su

fe=a, fy=0,
a kako je barem jedan od brojeva a i b razli¢it od nule, ta
funkcija nema stacionarnih to¢aka pa onda ni ekstrema.
No, u vecini situacija nas ne zanimaju ekstremi funkcije
na ¢itavoj njezinoj domeni nego na nekom podskupu, ili
jos specijalnije, ponekad treba naéi ekstreme funkcije uz
neki dodatni uvjet g(x,y) = 0.
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Tako npr., mozemo traZiti ekstreme funkcije
fl@,y) =az+by+c, a®+b° #0,

uz uvjet
2

(x = 20)* + (y — 9o)* = 17,

tj.
g9(@,y) = (& — 20)* + (y — yo)* — r*.
Drugim rije¢ima, pitamo se da li f na kruZnici

(z — z0)* + (y — yo)> = 1r?
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postiZze ekstreme i u kojim to¢kama. Naravno, pitanje je
da li takve totke postoje, i ako postoje kako ih pronadi.
Gledajudi sliku, uvjereni smo da takve tocke postoje.

Pitanje je kako da ih pronademo.




za informaticare
Damir Horvat
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Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Implicitna funkcija

Matematicke metode
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Isto tako, mogli smo npr., traZiti ekstreme funkcije

5 5 Funkcije viSe varijabli
_ Osnovne definicije
flz,y) =ax+by+ec, a”+b"#0 Nivo-linije
Kvadrike
. Otv. i zatv. skup
uz UV_Jet Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Ail'f + By =+ C = 0, Parc. der. viSeg reda
Diferencijabilnost
. oo Usmijerena derivacija
tj. ekstreme funkcije f na pravcu Az + By + C = 0. Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Gledajudi sliku vidimo da uz taj uvjet f nema ekstrema, Implicitna funkcija

Ekstremi
odnosno da funkcija f na pravcu Az + By + C =0 ne
postiZe niti minimum, niti maksimum (osim mozda za

neki specijalni pravac).




za informaticare
ije

Damir Horvat
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Implicitna funkcija
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Sljedeci teorem govori o postojanju ekstrema neprekidne

funkcije na kompaktnom skupu.

Teorem 49 (O ekstremima neprekidne funkcije na
kompaktnom skupu).

Neka je K C R? kompaktan skup, a f : K — R
neprekidna funkcija. Tada f poprima globalni minimum i

maksimum na skupu K.
Dakle, iz ovog teorema slijedi da funkcija
f(z,y) =ax + by + ¢
poprima minimum i maksimum na kruZnici
(x —20)® + (y —y0)* = r?

jer je kruznica kompaktan skup u R2.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi




Matematitke metode
Opigimo sada kako se traZze ekstremi funkcije z = f(z,y) Zalinfnaticare

prof.dr.sc. Blazenka

uz uvjet g(z,y) = 0. Prva ideja koja se namece je da iz Divjak,
Damir Horva
uvjeta g(x,y) = 0 izrazimo jednu od varijabli x i y '

Funkcije viSe varijabli

pomocu preostale, npr. y = ¢(x) pa onda trazimo Osnovne definicije
Nivo-linije
e 1 1 — Kvadrike
ekstreme funkcije jedne varijable z(x) = f(:[;, @(m)) No, Kvadike - i
Limes funkcije
Parcijalne derivacije

u vedini situacija uvjet moze biti kompliciran pa to nije

Parc. der. viseg reda

mogudce napraviti, pa nam onda preostaje da se uvjetom Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
sluzimo onako kako je zadan. Tem. srednje vrfjednosti
arc. der. sloz. funkc.
.. . . v P e o
Uz pretpostavku da su funkcije f i g diferencijabilne Ekremi
imamo
f of |
df = d + —=
(91/
39 dg
0=—dz+ —dy

ox y




Iz druge jednakosti uz uv1et 7é 0 slijedi

99

Uvrstimo li to u prvu jednakost, dobivamo

of of &

df = | 2= — 7~ 9= |da

Ox 8ya*y

Kako u stacionarnoj to¢ki mora biti df = 0, slijedi

of of
9l _9 &
Oz 8y 873

odnosno
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ili u obliku determinante

of 9f

dr Oy|
8y 0g = 0.
or Oy

Zaklju¢ujemo da je prvi redak proporcionalan s drugim, tj.

of _ 00 of _ 0
or oz’ oy oy’

odnosno
Vf=AVg.
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Dakle, dokazali smo da uz uvjet Vg(Py) # 0 u

stacionarnoj to¢ki Py mora vrijediti
VI(Po) = AVy(Fo).

Ovo pokazuje da se trazenje ekstrema funkcije
z = f(z,y) uz uvjet g(z,y) = 0 moZe svesti na trazenje
ekstrema funkcije

L(Ji,y,)\) = f(a:,y) + )‘g(xvy)

koju zovemo Lagrangeova funkcija, a faktor A zovemo

Lagrangeov multiplikator.

Zaista, deriviramo li funkciju L po z i y dobivamo
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
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aL — ﬁ _.I_ )\ @ Funkcije viSe varijabli
81’ 6.%. 637 Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
8[/ 8f 89 Otv. i zatv. skup
~ — A + )\ - Limes funkcije
8:]_/ 8:1] 6y Parcijalne derivacije

Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost

i izjedna¢imo derivacije s 0, vidimo da je to ekvivalentno s Usmierena derivacija

Tm. srednje vrijednosti

uvjetom Vf = A Vg. Deriviramo li funkciju L po A o e fsl::i;ijf:"k&
1 Ekstremi
dobivamo
oL
a — 9(357 y))

$to nakon izjednadavanja s nulom daje pocetni uvjet

g(z,y) = 0.
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Primjer 56.
Nadite totke na krivulji xy = 1 koje su najbliZe ishodistu. protdrse. e

Damir Horvat
Rjesenje
Funkcije vise ijabli
Osnovne defi j
Nivo-linije
Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi
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Primjer 56.
Nadite totke na krivulji xy = 1 koje su najbliZe ishodistu. protdrse. e

Damir Horvat

Rjesenje
a . v . . . v Funkcije viSe varijabli
Udaljenost dviju toaka A i B u ravnini se rauna po TS DT
. wvo-linije
form uli Kvadrike

Otv. i zatv. skup

Limes funkcije

d(A, B) = \/(xA —z5)2+ (ya —yB)? + (24 — 2B)2. Pare. o vt e
Diferencijabilnost

Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti

Specijalno, udaljenost totke T'(x,y) od ishodita je Tm. srednje wrijednast
Jed na ka Implicitna funkcija

Ekstremi
d= x>+ 32

Stoga definiramo funkciju

fla,y) =2* +

i trazimo njezine ekstreme, ali ne na ¢itavoj domeni, nego

uz uvjet zy = 1.




Kod definiranja funkcije f smo izostavili korijen, Sto ¢e
nam olaks$ati deriviranje, a korijen postize ekstreme u
istim to¢kama u kojima ih postiZe izraz pod korijenom.

Sada definiramo Lagrangeovu funkciju

Njezine parcijalne derivacije su

Ly =2+ \y
Ly=2y+ )z.
Ly=xy—1

Izjedna¢imo li te derivacije s 0, dobivamo sustav
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2z + Ay =0
2y+ Az =0.
zy—1=0

Iz prvih dviju jednadzbi dobivamo

(%)

2 2
A\ = _i, = Y

Y x
odnosno

z? = y2.
Iz trece jednadZbe slijedi y = % pa uvrstimo li to u (x)
dobivamo

zt =1.

Stoga su rjeSenja poletnog sustava

(z1,91) = (1,1),  (22,92) = (=1, -1).
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Dakle imamo dvije stacionarne to¢ke (1,1) i (—1,—1) od

funkcije f uz UVjet I‘y = 1 Sada Je p|tan_]e da || u t|m prof.dr.sc. Blazenka
L : : Diiak.
totkama funkcija ima ekstreme. Sada bismo trebali Damir Horvat
napraviti dodatna ispitivanja. Medutim iz prirode Funkcije vise varijabli
Osnovne definicije
problema jasno je da minimum postoji, a da maksimuma e
vadrike

Otv. i zatv. skup
nema. Limes funkcije
Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi




Kako je f(1,1) = f(—1,—1) = 2, postoje dvije tocke
(1,1) i (—1,—1) na hiperboli zy = 1 koje su najblize
ishodidtu i od njega su udaljene za /2.

Opisimo sada kako se u opcéenitom slu€aju traZe ekstremi
kada je zadano vise uvjeta. Neka je zadana realna

funkcija n varijabli

z= f(x1,...,2n)

i neka je zadano m uvjeta (m < n)

91(x1, - .., Tn)

0
g2(z1,...,2,) =0

gm(x1,...,2y) = 0.
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Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija

Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
. ~ - oo o DIVELS
Tada je traZenje ekstrema funkcije f uz zadane uvjete Damir Horvat

ekvivalentno s trazenjem ekstrema Lagrangeove funkcije

Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije

Nivo-linije

m
Kvadrik
L(ll?], vy T,y >\17 000y Am) - f(xh oo amn)+z )\igi(J"l; oo axn) 0:3. ?z:;tv. skup
i=1

Limes funkcije
Parcijalne derivacije
. Parc. der. viseg reda

pri cemu su )\17 . 7)\7’71 (= R Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Pl’imjel’ 57. Ekstremi
Odredite udaljenost to¢ke T1(x1,y1,21) od ravnine

m...Az+By+Cz+ D = 0.

Rjesenje




d(Tl, 7T) = jl"pel?r d(Tl, T)

Geometrijski je jasno da se taj minimum dostiZe za onu

to¢ku T' € w za koju je TT7 | 7. S druge strane je
(T, Th) = (x — 21)* + (y —1)* + (2 — 21)?,

pa definiramo funkciju

f(.fU, Y, Z) - (.’L‘ - xl)z + (y - yl)2 + (Z _ 21)2'

Trazimo ekstreme (tj. minimum) funkcije f uz uvjet
Az + By +Cz+ D =0.

U tu svrhu definiramo Lagrangeovu funkciju
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Funkcije viSe varijabli
Osnovne definicije
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Kvadrike
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L(z,y,2z,\) = (J:—ar:l)2+(y—y1)2+(z—z1)2+)\(Aac+By+Cz+D) pmmSic\)ja?(I,aie"ka

Damir Horvat

Parcijalne derivacije te funkcije su Funkije vige varijabli
Osnovne definicije
A Nivo-linije
— — Kvadrike
Lx 2(.T xl) + >\ Otv. i zatv. skup
_ Limes funkcije
Ly — 2(y — yl) + B>\ Parcijalne derivacije
Parc. der. viseg reda
Lz = (Z — Z]_) —+ CA Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
L)\ = Ai[f e By S CZ A D Tm. srednje vrijednosti

Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija
Ekstremi

Izjednac¢imo li derivacije sa 0, dobivamo sustav

2z —z1)+AN=0
2(y —y1) +BA=0
2(z—21)+CX=0
Az +By+Cz+ D =0.




Iz prve tri jednadzbe slijedi da je

AN

1‘2—7—1—1’1
B\
y:—7+y1, ()
@,
z = 5 21

Uvrstimo to u Cetvrtu jednadZbu pa dobivamo

'Ax1+By1+Czl+D
A’ 4+ B?2+(C?

Sada iz (&) i (#) slijedi da je

A=2
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Osnovne definicije
Nivo-linije
Kvadrike
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Limes funkcije
Parcijalne derivacije
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prof.dr.sc. Blazenka

A Axi+ By1 +Cz + D jak,
r— 1 = — ° Damir Horvat
A2 e B2 L 02
Funkcije viSe varijabli
Aml —+ Byl =+ CZl -+ D Osnovne definicije
y — yl = — . Nivo-linije
A2 e B2 L 02 Kvadrike
Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
C A$1 + By]_ =+ CZ]_ =+ D Parcijalne derivacije
z—2z1=—0"- Parc. der. viSeg reda
A2 —|— B2 —|— C2 Diferencijabilnost
Usmijerena derivacija
. 0 Tm. srednje vrijednosti
Uvrstimo li to u Parc. der. sloz. funkc.

Implicitna funkcija
Ekstremi

AT, T) = (z—21)° + (y — 1)* + (2 — 21)°,
dobivamo

A’ 4+ B?2 4+ (C?
(A2 + B2+ C?)

d*(T,T1) = 5 (Az1+ By1 + Cz1+ D)2,

odnosno




Ax1+ By + Cz1 + D)2
A2 + B24(C? '

d*(T,T1) = (
Stoga je

_ |Aa;1 + By + Cz +D|
W h) == B e

Pogledajmo jo$ jedan primjer traZzenja ekstrema na
kompaktnom skupu s nepraznim interiorom.

Primjer 58.
Odredite ekstreme funkcije f(x,y) = 10 — z — y na skupu

S={(z,y) eR?: 2? +y* < 1}.

Rjesenje
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Osnovne definicije
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Kvadrike
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Limes funkcije
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Diferencijabilnost
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Zapravo, trazimo ekstreme funkcije f na krugu polumjera
1 sa sredistem u ishodistu. Parcijalne derivacije funkcije f
su

fe=-1 f,=-1
Vidimo da f nema stacionarnih tofaka, pa funkcija f ne
postize ekstreme u interioru skupa S. Kako je S
kompaktan skup, a f neprekidna funkcija, onda ona mora
postizati minimum i maksimum na skupu S. Kako se taj
minimum i maksimum ne postiZu u unutrasnjosti skupa
S, onda se oni postiZzu na njegovom rubu, tj. na kruznici
22 + y? = 1. Stoga, sada trebamo traZiti ekstreme

funkcije f uz uvjet % + ¢y = 1.
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Divjak,
Damir Horvat

o
e
&
5
=]
<]
£
I3
e
<
©
N

prof.dr.sc. Blazenka
Parc. der. viseg reda

Diferencijabilnost
Tm. srednje vrijednosti

Parc. der. sloz. funkc.
Implicitna funkcija

Ekstremi
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Osnovne definicije
Usmijerena derivacija

Funkcije viSe varijabli
Nivo-linije
Kvadrike
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Definiramo Lagrangeovu funkciju
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

L(z,y,\) =10 —z —y + Mz? +3° — 1). Damir Horvat

Funkcije viSe varijabli

Parcijalne derivacije te funkcije su Osnovne definicije

Nivo-linije

Kvadrike
Otv. i zatv. skup

Ll’ - _1 + 2)\1’ Limes funkcije

=1l + 2)\’!/ Parc. der. viseg reda
Diferencijabilnost
_ .2 2
L)\ =z + y — 1 Tm. srednje vrijednosti
Parc. der. sloz. funkc.

Parcijalne derivacije
L Y

Usmijerena derivacija

Implicitna funkcija

Izjedna¢imo li derivacije s 0, dobivamo sustav Ekstremi
—1+2\z=0
—14+2\y=0

?+y2—1=0.

Iz prvih dviju jednadZbi dobivamo
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1 1 prof.dr.sc. Blazenka

51 Y= 2)\ Divjak,

Damir Horvat

=]

Uvrstimo li to u tre¢u jednadzbu, dobit éemo

Funkcije viSe varijabli

Osnovne definicije
1 Nivo-linije
)\ =4+ —". Kvadrike
\/§ Otv. i zatv. skup
Limes funkcije
Parcijalne derivacije
3 e 3 X Parc. der. viseg reda
Dakle, dobivamo dvije stacionarne tocke AT
Usmijerena derivacija

<ﬁ V2 > <_\@ /] > e e

Implicitna funkcija
27 2 2 72

Ekstremi
Kako je S kompaktan skup, u jednoj od njih f poprima
minimum, a u drugoj maksimum na §S.

f(*f?)—lo V2, f< f f>:1o+\f2
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Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

D|O VI I Pravéaste plohe

Tangencijalna ravnina

Plohe u prostoru
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Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Torus

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

@ Plohe u prostoru
@ Zadavanje plohe
o Sfera i elipsoid
@ Torus
@ Rotacijske plohe
@ Prav&aste plohe
@ Tangencijalna ravnina i normala plohe




Zadavanje plohe

Najjednostavnija ploha u prostoru je ravnina. Upoznali
smo razne oblike jednadZbe ravnine i to:

@ Opdi ili implicitni oblik jednadzbe ravnine
Ax 4+ By+Cz+ D =0,
gdiesu A,B,C,D€cR, A?>+B?>4+C?+#0

@ Eksplicitni oblik jednadzbe ravnine kojeg mozemo
dobiti iz opéeg oblika uz uvjet da je C' # 0

Qo

__A. B,
Z2==cT= ¥
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Plohe u prostoru
plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina
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2 oM. © 2 g za informatitare
@ Vektorski oblik jednadZbe ravnine
prof.dr.sc. Blazenka
— Divjak,
,F‘ = ,),_.‘0 _|_ u(i’ _I_ 'Ub, Damir Horvat

Plohe u prostoru
gdje je 7o radijvektor totke kojom ravnina prolazi, a mg‘i’;‘e
o 5 = 5 T
razapeta je vektorima @ i b. Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

@ Parametarski oblik jednadZbe ravnine kojeg dobijemo
iz vektorskog oblika jednadZbe ravnine

T = Tg + azu + byv

Yy = yo + ayu + byv

z = 20+ a,u + byv
gdje su

—

To = (x07y0720)7 a= (amayyaz)a b= (bxabyvbz)




Vazno je uoditi kod parametarskog oblika da su parametri
u i v proizvoljni realni brojevi i da za svaki izbor
(u,v) € R? dobijemo neku toZku promatrane ravnine u
prostoru. Mijenjajuéi parametre u i v dobijemo sve tocke
promatrane ravnine i samo te to¢ke. Stoga na
parametarski oblik jednadZbe ravnine mozemo gledati kao
na preslikavanje

R? - R3
koje svakoj totki (u,v) € R? pridruZuje totku
(z,y,2) € R3, gdje je

T = xg + azu + byv

Yo + ayu + byv
z=2zg+ a,u+ bv
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Plohe u prostoru
plohe

Sfera i elipsoid

Torus

Rotacijske plohe

Pravéaste plohe

Tangencijalna ravnina
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Plohe u prostoru
plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

< z Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

z(u,v) = xg + azu + byv
y(u,v) = yo + ayu + byv
z(u,v) = 20 + azu + bv
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Plohu P u prostoru mozemo zadati na tri razli¢ita nadina:
prof.dr.sc. Blazenka
@ Implicitni oblik jednadZbe plohe Dok

Damir Horvat

P = {(x, y,2) €ER3: F(z,y,2) = 0} S ot
Sfera i elipsoid
Torus
@ Eksplicitni oblik jednadZbe plohe P i

Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

P= {(:v,y,Z) eER’:z= f(x,y)}
@ Parametarski oblik jednadZbe plohe
P = {(x,y, z) € R3:z2= z(u,v),y = y(u,v),z = z(u,v)}

Daljnje je pitanje uvjeta koje moraju zadovoljavati
pojedini oblici jednadZbe plohe kako bismo ih mogli

korisno upotrijebiti pri prou¢avanju ploha.




Matematicke metode

Ako je ploha zadana implicitno jednadZbom za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

F(:L,’ y’ Z) — 07 Divjak,

Damir Horvat

tada traZzimo da je funkcija F' diferencijabilna, tj. postoji Lo 1ot

Sfera i elipsoid

diferencijal Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

dF = E, dz + Fy dy + F, d27 Tangencijalna ravnina
pri &emu je jo$ u promatranoj toc¢ki barem jedna od
parcijalnih derivacija F,,, F},, F, razli¢ita od nule.
Kao Sto ¢emo vidjeti kasnije, vektor (Fy, Fy, F) je
normala tangencijalne ravnine na plohu zadanu implicitno
jednadzbom F(x,y,z) = 0, pa nam gornji uvjeti
osiguravaju da ploha u svakoj svojoj to¢ki ima
tangencijalnu ravninu, odnosno da normala ne degenerira

u nulvektor.




Ako je ploha zadana eksplicitno jednadzbom

= f(CU,y),

tada traZimo da je f diferencijabilna funkcija, tj. postoji
diferencijal

dz = fydz + f, dy.
Kasnije ¢emo vidjeti da je vektor (fz, fy, —1) normala
tangencijalne ravnine na plohu zadanu eksplicitno
jednadzbom z = f(z,y), pa nam gornji uvjet osigurava

da u svakoj tocki ploha ima tangencijalnu ravninu.
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Plohe u prostoru
plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Ako je ploha zadana parametarski jednadZzbama

z=z(u,v), y=yluv), z=z(u,v),

tada traZimo da su preslikavanja z, y, z diferencijabilna i

|:$u Yu Zu:|
Ty Yv 2oy

jednak 2. Tocke u kojima je taj uvjet ispunjen zovemo

da je rang matrice

regularne tocke.

Radi se o tome da je preslikavanje

(u,v) = (2,9, 2)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
plohe

Sfera i elipsoid

Torus

Rotacijske plohe

Pravéaste plohe

Tangencijalna ravnina
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prof.dr.sc. Blazenka

. o Divjak,
zadano vektorskom jednadZbom Damir Horvat
. = = ¢ Plohe u prostoru
r(u,v) = x(u,v)i + y(u, v)j + 2(u, v)k glohe
Sfera i elipsoid
. s . . - . Torl-ls
diferencijabilno i obostrano jednozna&no (tj. ploha ne Rotacijske plohe

Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

presijeca samu sebe). S druge strane, regularnost nam
osigurava da su vektori r,, i r, linearno nezavisni, sto je

vazno jer ¢emo vidjeti kasnije da je vektor
ry X Ty

normala tangencijalne ravnine na plohu zadanu

parametarski.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
VvV Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

z = z(u,v)

Y= y(“? 1))
z = z(u,v)




Neka je M ploha zadana parametarskim jednadZbama
x=z(u,v), y=vy(u,v), z==z(u,v),
odnosno
r(u,v) = (a:(u, v),y(u,v), z(u, U))
pri ¢emu je
r:D—R} D=1IxJCR?

gdje su I i J otvoreni intervali.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Uotimo totku (ug,vg) € D. Restrikcija od r na I x {vp} Divjak,

Damir Horvat

. o . . . 3 . .
je otito krivulja r(u,vp) : I — R>. Ta se krivulja zove T

afng 0 0 0 o - iZadavanje ploh
parametarska wu-crta ili u-krivulja. Njezin graf se nalazi na Sfera i clipsoid

Torus
plohi M i prolazi to¢kom Tp. Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

Isto tako, restrikcija od r na {ug} x J je krivulja
r(ug,v) : J — R3 &iji graf je takoder na plohi M i prolazi

to¢kom Tp, a zove se parametarska wv-crta ili v-krivulja.

Skup svih parametarskih u-crta i v-crta tvori jednu mreZu

krivulja koju zovemo parametarska mreza plohe M.




Matematicke metode
za informaticare

\" prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

Vo

Uo

Plava krivulja na plohi je u-krivulja, a crvena krivulja na

plohi je v-krivulja.




Matematicke metode
. . . . za informaticare
Parametarski oblik jednadZbe plohe je najvazniji od ova
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

tri oblika. S druge strane, ploha moZe opcenito imati vide

razli¢itih parametrizacija, Sto moZe biti korisno u

Plohe u prostoru
. e . v plohe
primjenama, pogotovo kod crtanja plohe na ra¢unalu. Sfera i elipsoid
Torus
Pogledajmo jedan primjer iz kojeg ¢emo vidjeti vaznost Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

pogodnog odabira parametrizacije plohe.

Pretpostavimo da Zelimo na racunalu, npr. pomocu
programskog paketa Mathematica, nacrtati plohu zadanu
eksplicitno jednadzbom z = In (222 + 5y). Mathematica
ima naredbu Plot3D koja crta plohu zadanu eksplicitno

na nekom pravokutniku. NapiSemo li

P|Ot3D[LOg[2X2 + 5)/]1 {Xv _37 3}7 {Y> _37 3}]




Matematicke metode

time smo Mathematici rekli da neka nacrta graf zadane 2a informaticare
funkcije birajuéi varijable x i y izmedu —3 i 3. Nakon L

Damir Horvat

nekoliko javljenih greSaka Mathematica ¢e dati ovakvu

Plohe u prostoru
plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

sliku

%
<2
Q..

PP
Ao




Ne bismo trebali biti previse zadovoljni takvom slikom.
Kao prvo, zasto su takve "3pice” na pojedinim dijelovima
kad je zadana funkcija dovoljno "lijepa” da se to ne bi
smjelo dogoditi, i s druge stane, zasto nam je

Mathematica u toku crtanja grafa javila neke greske.
Navedeni problemi se javljaju zbog domene funkcije
z = In (222 4 5y).
Odredimo domenu te funkcije. Zbog logaritma mora biti
222 + 5y > 0,

odnosno
> sz
y> -z

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
plohe

Sfera i elipsoid

Torus

Rotacijske plohe

Pravéaste plohe

Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

Dakle, u domeni zadane funkcije se nalaze sve totke

prof.dr.sc. Blazenka

o o o o Divjak,
ravnine koje su izvan parabole y = —%wz. Taj skup u Damir Horvat
ravnini izgleda ovako Plohe u prostoru

[liZadavanije plohe

Sfera i elipsoid

Torus

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Mi smo zapravo Mathematici rekli da nam nacrta graf te Divjak,

Damir Horvat

funkcije na kvadratu &iji su vrhovi u to¢kama

Plohe u prostoru
plohe
Sfera i elipsoid
(_37 _3)7 (37 _3)7 (37 3)7 (_37 3) ToerruasI s
Rotacijske plohe

Pravéaste plohe

No, taj kvadrat nije ¢itav sadrzan u domeni te funkcije i Tangencijalna ravnina
to je razlog zasto nam je Mathematica javljala greske i na

kraju dala "ruzan” graf.

Kako ipak nacrtati tu plohu na zadanom kvadratu, tj.
kako prisiliti Mathematicu da izbjegava tocke koje su
istovremeno unutar zadanog kvadrata i unutar parabole

__ 2.2
y=—5x°"




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Stvar je u tome da jednadZbu plohe napisemo u pivizk

Damir Horvat

parametarskom obliku, a Mathematica nam nudi naredbu

Plohe u prostoru

ParametricPlot3D za crtanje plohe koja je zadana u S——e

Sfera i elipsoid

Torus

parametarskom obliku. Medutim, nije bas svejedno koju Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
parametrizaciju odaberemo. Ako bismo varijable z i y anesnciznaliaining

uzeli za parametre, tj. ako stavimo

dobivamo parametrizaciju

i) = (00,10 (202 + 50).




Napisemo li sada u Mathematici
ParametricPlot3D[{u, v, Log[2u® 4 5v]}, {u, =3, 3}, {v, =3, 3}]

rezultat ¢e biti isti kao i prije. Mathematica ¢e opet
javljati greske i dati "ruZan" graf. Zasto? Naime, ovom
parametrizacijom nismo nista promijenili "Setnju” po
domeni. Kada je jedan od parametara u i v fiksan, a
drugi se mijenja, mi se tada po domeni $e¢emo paralelno
s jednom od koordinatnih osi, $to opet nije dobro jer ako
su u,v € [—3,3], opet ¢emo udi unutar parabole

Y = —%ajz. Drugim rije¢ima, u-crte i v-crte u uwv-ravnini

su pravci paralelni s koordinatnim osima.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
plohe

Sfera i elipsoid

Torus

Rotacijske plohe

Pravéaste plohe

Tangencijalna ravnina




r1(u,v) = (u,v,In (2u? + 5v))
u,v € [-3,3]

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
liZadavanje plohe

Sfera i elipsoid

Torus

Rotacijske plohe

Pravéaste plohe

Tangencijalna ravnina
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Pitanje je koju parametrizaciju uzeti. Trebalo bi uzeti onu
parametrizaciju takvu da dok je jedan od parametara w i
v fiksan, a drugi se mijenja, da se tada Se¢emo po
paraboli " paralelnoj” sa parabolom y = —%azQ, tj. po
paraboli y = —%zZ + ¢, gdje je ¢ € (0, 00).

U tu svrhu stavimo da je

pa dobivamo parametrizaciju
2 5
ro(u,v) = (u, —gu + v,In 5v>.

Sto smo dobili ovom parametrizacijom?

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
plohe

Sfera i elipsoid

Torus

Rotacijske plohe

Pravéaste plohe

Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

Mijenjajuéi parametar v dobivamo parabole " paralelne” s prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
parabolom y = —%xz, tj. kada je v = vg fiksan, a u se Damir Horvat
e r . r . 2 9 « Plok
mijenja, mi se SeCemo po paraboli y = —£2“ + vp, Sto e
5 5 o o 5 sz Sfera i elipsoid
smo i htjeli. Kada je u = ug fiksan, tada se $e¢emo po Torus
Rotacijske plohe
= 1 1 1 11 Pravéaste plohe
pravcu paralelnom s y-osi, tj. preciznije, po polupravcu A

paralelnom s y-osi koji ima pocetak na paraboli

Y= —%x2 i nalazi se izvan nje. Stoga, ako je u € R,

v € (0, 00), nikad neéemo izadi izvan promatranog skupa.
Dakle, ovo je trazena parametrizacija koja ¢e nam dati

"lijepi” graf. Napisemo li sada u Mathematici
ParametricPlot3D[{u, —2u® + v, In[5v]}, {u, —3, 3}, {v, 0.01, 3}]

dobivamo
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Divjak,
Damir Horvat

za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka

Tangencijalna ravnina
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Plohe u prostoru
liZadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

Torus
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Na taj nacin je nacr

dijelu domene.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

- -~ — Plohe u prostoru
Kako nacrtati graf na preostalom dijelu kvadrata koji jest T nm
Sfera i elipsoid

u domeni zadane funkcije. Trik je u tome da se uzme veci Torus

Rotacijske plohe

Pravéaste plohe

interval za parametar v, npr. v € [0.01,8]. Na taj na&in Tangoncijamn ravnina
¢emo dodatnim parabolama popuniti preostali dio
kvadrata, ali ¢emo pokupiti i toc¢ke izvan tog kvadrata
(koje jesu u domeni, ali mi ne Zelimo na tom dijelu crtati

plohu).




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
e plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode

Mathematica nam nudi opciju PlotRange kojom za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

odredujemo koje ¢e tocke na grafu biti prikazane, a koje S

Damir Horvat

ne. Na primjer, kada napisemo

Plohe u prostoru
PlotRange — {{-3,3},{-3,3}.{-4.4}} e
-I;—?);L;iijske plohe

Mathematica e prikazati samo onaj dio grafa koji se Pravtaste plohe

Tangencijalna ravnina

nalazi unutar kocke koja sadrzi totke (z,y, ) za &ije

koordinate vrijedi
xe[-3,3], ye[-3,3], ze€[-44].
Dakle, napisemo li

ParametricPlot3D[{u, —2u®+v, In[5v]}, {u, —3,3}, {v,0.01,8},
PlotRange— {{-3,3},{-3,3},{—4,4}}]

dobit ¢emo graf na Zeljenom podrudju.




Matematicke metode
X za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

%X "}9'0'9?"4
X &W:

Plohe u prostoru
plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




o o = Matematicke metode
S fe ral e I | pSO | d za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Implicitna jednadZba sfere polumjera R s centrom u Plohe u prostoru
Zadavanje plohe

ishodistu glasi RNl oid
332 + y2 + Z2 — R2’ (*) Rotacijske plohe

Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

a s centrom u to&ki (zo, Yo, 20)
(z —20)* + (y — 90)* + (2 — 20)* = R%.
Napisemo li eksplicitni oblik od (%), dobivamo
2=+ R2—x2—y2

pri ¢emu ako uzmemo predznak "+" dobivamo gornju

polusferu, a za predznak " —" donju polusferu.
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vjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru

Zadavanje plohe

soid

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Z Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
soid

Torus

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

desna polusfera

y=+vRZ— 22— ;2




prednja polusfera

T =+/R2

straznja polusfera

x=—/R2

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe

Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
soid

Torus

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Izvedimo sada parametarske jednadzbe sfere
242+ 2= R

Neka je T'(z,y, z) totka na zadanoj sferi. Neka je

Ti(z,y,0) ortogonalna projekcija totke 7' na zy-ravninu.

Tada su trokuti OTVT i OT>T pravokutni (vidi sliku).
Iz trokuta OT17T slijedi

w0

odnosno
z = Rcosw.

Iz trokuta OT>T7 slijedi

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
soid

Torus

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

cosu = oyl v sinu = LTy () B ¢
- - — N.AAa 1 . lohe u prostoru
|OT]_| |OT]_| ’ |OT1‘ |OT1’ Zada\tav':je pl?r:l]e
psoi
T
Iz trokuta OT1T dobivamo da je Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina
cos (ﬁ 71}) _ |oTh| _ [OTh]
2 0T R’
odnosno

|OT1| = Rsinw. (0)
Uvrstimo li (¢) u (#) dobivamo

x = Rsinvcosu, ¥y = Rsinvsinu.




Matematicke metode

Dakle, parametarske jednadzbe sfere su za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

z = Rcosusinv Divjak,

Damir Horvat

y = Rsinusinv

Plohe u prostoru

_ Zadavanje plohe
z = Rcosv Ko
Torus
e . Rotacijske plohe
ili u vektorskom obliku Pravéaste plohe

Tangencijalna ravnina

r(u,v) = (R cos u sinv, Rsinusinv, R cos v),

gdje je

wel0,2n], vel[F,5].
Ova parametrizacija se jos zove i geografska
parametrizacija sfere jer su ovdje u-crte paralele, a v-crte
su meridijani.
Uredenu trojku (R, u,v) zovemo sferne koordinate totke
u prostoru.




Implicitna jednadzba elipsoida sa srediStem u ishodistu
¢ije su poluosi a, b i c glasi
xz yz 52

Gledajuci parametarske jednadzbe sfere lako mozemo

zakljuciti i provjeriti da su parametarske jednadzbe

elipsoida
T = acosusinv
y =bsinusinv
Z = €cCoSv
Zadatak 22.

Izvedite parametarske jednadZbe ostalih kvadrika.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
psoid

Torus

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
Tor us za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Torus je ploha koja nastaje rotacijom kruZnice oko neke Tles

OsI.

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Bez smanjenja opcenitosti, neka je R polumjer centralne
linije torusa, tj. kruZnice po kojoj rotira srediSte manje
kruznice, a r polumjer kruznice koja rotira. Uzmimo da je
r < R. Neka je z-os os rotacije i neka torus nastaje
rotacijom kruZnice

(y—R)?+22 =12
x=0 "~

Neka je T'(z,y, z) totka na torusu nastala rotacijom

totke 11(0, y1, 21) zadane kruZznice oko z-osi. Tada je
21 =z i ’ST1| = ‘ST‘

Sa slike se vidi da je

|ST| = /22 + y2.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
5 o za informaticare
Prema tome, 77 ima koordinate
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

T]_ (O, V .’,UZ + y2’ Z) . Damir Horvat

Plohe u prostoru

Toc¢ka 11 je na zadanoj kruznici pa vrijedi Zadavanje plohe

Sfera i elipsoid

2 2 2 Rotacijske plohe
(yl o R) + zl =r ) Pravéaste plohe

Tangencijalna ravnina

odnosno
(Va2 +y?— R)2 + 22 =2,
Kvadriramo li prethodnu jednakost, dobivamo
22+ 9% —2R\/a2 + 2 + R> 4 22 =12,

odnosno

x2+y2+z2+R2—r2:2Rm-




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru

Kvadriramo li jo jedanput prethodnu jednakost dobivamo Zadavanje plohe

Sfera i elipsoid

implicitnu jednadZbu torusa Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

(m2 +y? + 22+ R?— r2)2 - 4R2(ZE2 L y2) =0.
Vidimo da je torus algebarska ploha 4. reda.

Izvedimo sada jo$ i parametarske jednadzbe torusa.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

Neka je T'(z,vy, z) totka na torusu. Uz oznake sa slike prof.dr.sc. Blazenka
e o Divjak,
VIdImO da _Je Damir Horvat

z=|TTy|, |ST|=r |0OS|=R. Zadavanje piohe

Sfera i elipsoid

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

Nadalje, trokut 771 S je pravokutan pa imamo
z=rsinv, |STi|=rcosv.
Isto tako,
|OTy| = |OS| + |ST1| = R + rcosv.
Iz pravokutnog trokuta OT5T7 slijedi

x = |OTi|cosu, y=|OTi|sinu.




Iz navedenih razmatranja dobivamo parametarske

jednadzbe torusa

= (R + rcosv) cosu

(R+ rcosv)sinu

IS S
Il

rSinv
pri ¢emu je
u € [0,27], wv € [0,27].

U ovoj parametrizaciji u-crte su horizontalne kruznice na

torusu, a v-crte su popre€ne kruZnice.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina
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Divjak,
Damir Horvat

za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka

Tangencijalna ravnina
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Zadavanje plohe
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

Plohe u prostoru
Sfera i
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Razlikujemo tri vrste torusa:
@ Ring torus: » < R
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prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

=R

o Horn torus: r

Plohe u prostoru

Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Tangencijalna ravnina

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

o Spindle torus: r > R

Plohe u prostoru

Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Rotacijske plohe
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Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina
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Rotacijske plohe

Rotacijska ploha je skup to¢aka prostora koji nastaje
rotacijom neke krivulje oko neke osi. Tu krivulju zovemo

generatrisa ili profilna krivulja te plohe.

Uzmimo da je zadana krivulja u yz-ravnini jednadZbom

fly,z)=0

i neka je os z os rotacije i pretpostavimo da krivulja ne
sije¢e os z. Nadimo implicitnu jednadzbu plohe koja

nastaje rotacijom ove krivulje oko osi z.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Neka je T'(z,y, z) totka plohe nastala rotacijom tocke
T1(0,y1, 21) krivulje f(y, z) = 0 oko osi z. Sa slike

vidimo da vrijedi

21 =2z = |STh|=|9T| = Va2 + 3%

Stoga totka Ty ima koordinate (0, \/z2 + 32, 2).
Kako je to¢ka 771 na zadanoj krivulji, slijedi da je

f(yl, Zl) =0,

a iz toga dobivamo implicitnu jednadZbu rotacijske plohe

f(Vz?2+y?,2) =0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Torus

lRGtacijske plohe

Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Izvedimo sada jo$ i parametarske jednadzbe rotacijske
plohe. Pretpostavimo da je ploha dobivena rotacijom

krivulje
c(u) = (0,9(u),h(u)), uelCR

koja se nalazi u yz-ravnini i rotira oko osi z.
Neka je T'(z,y, z) totka plohe nastala rotacijom tocke

T1(0,y1, 21) krivulje ¢ oko osi z. Tada je
z=2z1=h(u), |ST|=|STi| =1 = g(u).
Nadalje, iz oznadenih trokuta na slici slijedi
siny = ﬁ, cosv = ‘SLTl,

odnosno

x = g(u)sinv, y = g(u)cosuv.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Dakle, parametarske jednadzbe plohe dobivene rotacijom Matematicke metode
krivulje

prof.dr.sc. Blazenka

c(u) = (0, g(u), h(u)) Divjak,

Damir Horvat

oko osi z su

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe

. Sfera i elipsoid
— n Torus
z g(u) sinv [RGtacijske plohe
_ Pravéaste plohe
y = g(u) cosv

Tangencijalna ravnina
z = h(u)
gdje jeu e I, v €[0,27].
U slu€aju da zadana krivulja rotira oko osi y,
parametarske jednadZbe dobivene plohe su
x = h(u)sinv

= g(u)
z = h(u) cosv




Parametarske jednadzbe plohe dobivene rotacijom krivulje

c(u) = (g(u), 0, h(u))
oko osi z su
z = g(u)

y = h(u)sinv

z = h(u) cosv
a u slucaju rotacije oko osi z

x = g(u) cosv
y = g(u)sinv
z = h(u)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Parametarske jednadzbe plohe dobivene rotacijom krivulje

c(u) = (g(u), h(u), 0)

oko osi x su

a u slucaju rotacije oko osi ¥y

x = g(u) cosv
y = h(u)

z = g(u)sinv

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Primjeri rotacionih ploha

o sfera

@ torus

@ jednoplohi rotacioni hiperboloid — nastaje rotacijom
hiperbole y? — 22 = 1 oko z osi. Njegova implicitna
jednadzba glasi

2
Va2 +y2 =22 =1,

odnosno
2+ y2 —22=1.

Parametarske jednadbe hiperbole y? — 2° = 1 su

c(u) = (0,chu, shu)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




gdje je
e +e v e —e ¥

hzi h:
chu 5 , shu 5

Stoga su parametarske jednadZbe rotacionog
hiperboloida

x = chusinv
y = chucosv

z=shu

gdje je u € R, v € [0, 27].

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Neka je z = siny sinusoida u yz-ravnini. Rotacijom
te sinusoide oko osi z dobivamo plohu ¢&ija je

implicitna jednadzba

z—siny/x2+y2 =0,

a parametarske jednadzbe

T = usinv
= U COSV
z=sinu

gdje je u € [0,00), v € [0, 27].

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina
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prof.dr.sc. Blazenka

Tangencijalna ravnina
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Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Pravéaste plohe

Torus

Plohe u prostoru
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Neka je z = arcsiny krivulja u yz-ravnini. Ta krivulja
sijeCe os z. Rotacijom te krivulje oko osi z dobivamo

plohu &ije su parametarske jednadzbe

T =usinv

U COs v

z = arcsinu

gdje je u € [-1,1], v € [0,27].

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravi




o Neka je z = arcsin (y — 1) krivulja u yz-ravnini. Ta
krivulja ne sije¢e os z. Rotacijom te krivulje oko osi

z dobivamo plohu &ija je implicitna jednadzba

z —arcsin (Va2 + 42— 1) =0,
a parametarske jednadZbe su

T = usinv

U COSv

z = arcsin (u — 1)

gdje je u € [0,2], v € [0, 27].

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravi




o Neka je z = arcsin (y — 2) krivulja u yz-ravnini. Ta
krivulja ne sije¢e os z. Rotacijom te krivulje oko osi

z dobivamo plohu &ija je implicitna jednadzba
z —arcsin (Va2 + 42— 2) =0,
a parametarske jednadZbe su

T = usinv

U COSv

z = arcsin (u — 2)

gdje je u € [1,3], v € [0, 27].

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




@ Neka je z = arctgy krivulja u yz-ravnini. Ta krivulja
sijeCe os z. Rotacijom te krivulje oko osi z dobivamo

plohu &ije su parametarske jednadZbe

T = usinv
Y = U COSV
z = arctgu

gdje je u € [, 5], v € [0, 27].

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

Pravéaste plohe

\\Q“‘ ‘,""'!fr% Tangencijalna ravnina

= - ————

— IINSS==
I\




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Pseudosfera je ploha koja nastaje rotacijom oko osi z
tra ktrise Plohe u prostoru

Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
c(u) = (0,asinu,a(Iny + cosu L
=0, ; 2 : BRotacijske piohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina

Parametarske jednadZbe pseudosfere su

T =asinusinv
Y = aSin 4 cos v

z=a(In% + cosu)

gdje je u € (0, 00), v € [0, 27].




Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus

[RGtacijske plohe
Pravéaste plohe
Tangencijalna ravnina




Pravcaste plohe

U svakoj tocki krivulje
R...c(u) = (z(uv),y(u), 2(u)), velCR

poloZimo pravac s vektorom smjera e(u) i na taj na&in
dobijemo plohu koju zovemo pravéasta ploha.

Parametarska jednadZba pravéaste plohe je
r(u,v) = c(u) +v - e(u),

gdiejeuel, velk
Krivulju R zovemo ravnalica pravlaste plohe, a pravce
koji prolaze to¢kama krivulje R zovemo izvodnice

pravlaste plohe.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

plohe
Tangencijalna ravnina




Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

plohe
Tangencijalna ravnina




Specijalne vrste pravéastih ploha

o Cilindri€ne plohe ili valjci su praviaste plohe kod
kojih je e(u) = const., tj. izvodnice su medusobno

paralelni pravci.

= _

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

plohe
Tangencijalna ravnina







Matematicke metode
za informaticare

@ Konusne plohe su pravéaste plohe kod kojih je

prof.dr.sc. Blazenka

krivulja R jedna tocka, tj. ¢(u) = const. ik,

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

plohe
Tangencijalna ravnina




o Konoidi su pravlaste plohe &ije izvodnice su okomite
na neki zadani pravac. Ako su izvodnice okomite,
npr. na os z, tada se lako vidi da su parametarske

jednadzbe konoida

r=ucosv, y=usinv, z= f(v).

Helikoid je specijalni slu¢aj konoida kada je
f(v) = cv, gdje je c konstanta. Parametarske

jednadzbe helikoida su

T =ucosv, Yy =usinv, 2z =cv.

Pliickerov konoid ima parametarske jednadZbe

T =ucosv, Yy =usinv, 2z = csin2v.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

Tangencijalna ravnina
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Pluckerov konoid

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

Tangencijalna ravnina




Jednoplohi hiperboloid

Sjetimo se da je jednoplohi hiperboloid 2% + y? — 2?2 = 1

rotaciona ploha. No, on je i prav€asta ploha. Naime,

r1(u,v) = (cosu,sinu,0) + v(—sinu,cosu, 1)

r2(u, v) = (cosu,sinu,0) + v(sinu, — cosu, 1)

su dvije razli¢ite parametrizacije hiperboloida
22 +y? — 22 = 1. KaZemo da je hiperboloid dvostruko

pravcast.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

plohe
Tangencijalna ravnina







Hiperbolni paraboloid R

Hiperbolni paraboloid z = zy je prav€asta ploha. Njegova
parametrizacija je

r(u,v) = (u, v, uv).

Rotacijske plohe

[lPravcaste plohe

Tangencijalna ravnina
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Tangencijalna ravnina i normala plohe oyiriindiey
y pruf.drl.:')sicv.ja?(lraienka

Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina

I
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I
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I
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I
|
1
‘ ay Xo

— - = / a
Ay = azi+ayj, tga= f'(vo), tga="
Kako nam je vaZzan samo smjer, mozemo uzeti a, = 1, pa

je vektor smjera tangente jednak d@; = (1, f’(a:o)).

to.. f(wo)(@ —x0) — (¥ — o) =0




Kao i u prostoru, tako je i u ravnini svaki pravac odreden
to¢kom i vektorom smjera. Ako pravac prolazi to¢kom
To(xo, yo) i ima vektor smjera 5 = (s, s,), tada on ima
jednadzbu

T—%o Y—Yo

Sy Sy

koju zovemo kanonski oblik jednadzbe pravca. U slucaju
tangente iz prethodnih razmatranja slijedi da tangenta na
graf funkcije f u tocki (xo,yo) ima vektor smjera

(1, f'(z0)). pa je njezina jednadzba

T—20  Y—Yo

1 fxo)’

odnosno nakon sredivanja

f'(zo)(z — 20) — (y — o) = 0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina




Neka je ploha zadana eksplicitno jednadzbom z = f(z,y) Matematicke metode

za informaticare

i neka je To(zo, Yo, z0) totka na toj plohi, gdje je prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
ZO = f($0, yo) Damir Horvat

Iz prethodnih razmatranja i definicije parcijalnih derivacija | EEEE

Zadavanje plohe

Sfera i elipsoid

slijedi da je vektor smjera tangente na krivulju o

Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

z = f(x,y0) alna ravnina
u toc¢ki Tp jednak
(1,0, z2(w0, %0)),
a vektor smjera tangente na krivulju
z = f(zo,y)
u toj istoj tocki je

(0,120, 10)):




Matematicke metode
za informaticare

Ravninu koja prolazi to¢kom To(zo, yo, 20) | razapeta je prof.dr.sc. Blazenka
0 jak,
Vektorlma Damir Horvat

Plohe u prostoru

(17072$($07y0))7 (07 17Zy(1'07y0)) Zadavanje plohe

Sfera i elipsoid

Torus

zovemo tangencijalna ravnina plohe z = f(z,y) u tocki Sl D

Pravéaste plohe
alna ravnina

To. Njezina jednadzba je

T—%0 Y—Y Z— 20
1 0 Zm($07y0) — 07
0 1 zy(zo0,y0)

odnosno

2z (20, yo) (& — o) + 2y (w0, Y0)(y — o) — (2 — 20) = 0.




Matematicke metode
za informaticare

pA N « = = 1.9 prof.dr.sc. Blazenka
Cesto jednadzbu tangencijalne ravnine u tocki jak,

Damir Horvat

To(xo, Yo, 20) plohe z = f(x,y) zapisujemo kao

Plohe u prostoru

Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

0z 0z
(%)Tc (w B l.O) + <8y>To (y - yo) - (Z - ZO) - O, ;‘;;L;iijske plohe

Pravéaste plohe
alna ravnina

pri éemu treba parcijalne derivacije izracunati u toc¢ki Tp,
tj. preciznije u tocki (xo,yo)-

Normala plohe z = f(z,y) u totki To(xo, Yo, 20) je
pravac

T—T0 _ Y—Y _ Z—20

o Zm($0ay0) Zy(:EOvyO) B -1




Matematicke metode
. . .. . - za informaticare
Neka je ploha zadana implicitno jednadZbom
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Damir Horvat
F(z,y,2)=0

Plohe u prostoru

i neka je Tp(zo, Yo, 20) totka na plohi. Neka je etz e

Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe

7(t) = (x(t),y(1), (1)) Pravcaste plone

alna ravnina

krivulja na zadanoj plohi koja prolazi to¢kom Tp i neka je
7(to) = To. Tada je

F(F(#)) = F(2(t), y(t), (1)) = 0.
Deriviramo li prethodnu jednakost po ¢, dobivamo

dF () < O de | OFdy | 0Fdz o
dt  Oxdt  Oydt 0z dt




odnosno

VF(7(t)) - 7'(t) = 0.
Dakle, dokazali smo sljedec¢e: ako uzmemo bilo koju
glatku krivulju na plohi F(x,y, z) = 0 koja prolazi
totkom Tj te plohe, tada je VF(Tp) okomit na
tangencijalni vektor te krivulje u tocki Tj.
Stoga je prirodna sljedeéa definicija. Tangencijalna
ravnina plohe F(x,y, z) = 0 u totki To(zo, Yo, 20) je
ravnina

(F—17m0) - VF(Tp) = 0.

Raspisemo li to koordinatno
(fU—ﬂUan—yO’Z—ZO)' (Fvavaz) =0

dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

(Fx)TO ("E o $0) + (Fy)TO (y — yo) + (FZ)TO (Z _ ZO) = 07 Dal]\irjslg;vat

pri emu treba izradunati parcijalne derivacije u tocki Plohe u prostoru

Zadavanje plohe

Sfera i elipsoid

TO(«T07 y07 ZO)- Torus

Rotacijske plohe

Dakle, tangente svih glatkih krivulja na plohi Zrascastelpione

alna ravnina
F(x,y,2)=0

koje prolaze to¢kom Tj leZe u tangencijalnoj ravnini
zadane plohe u to¢ki Tp.

Normala plohe F(z,y,z) = 0 u totki To(zo, Yo, 20) je
pravac
T — Zo Y —Yo Z = 20

Fy(zo0,y0,20) Fy(zo,y0,20)  F:(xo, 0, 20)




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina




Matematicke metode

Specijalno, ako je ploha zadana eksplicitno sa za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

z = f($, y), Dalf\)iiljljs':rvat

tada je njezin implicitni oblik Blohelulbeestons

Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Torus
f($7 y) —z= 07 Rotacijske plohe
Pravéaste plohe
alna ravnina

odnosno
F(xayaz) — f($7y) —Z.

Tada je
Fac:fxy Fy:fyv Fz:_lv

pa je u tom sluéaju jednadzba tangencijalne ravnine u

tocki T[)(x07 Yo, ZO)

(f)z, (& = w0) + (fy)r, (¥ — o) — (2 = 20) =0,

$to se podudara s prethodnim razmatranjima.




Primjer 59.

Odredite jednadZbu tangencijalne ravnine i normale na
— 2% = 4 u to&ki Tp(3,2,1).

plohu x> —y

Rjesenje

2

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina




Primjer 59.
Odredite jednadZbu tangencijalne ravnine i normale na

plohu x? — 3% — 2% = 4 u to&ki Tp(3,2,1).

Rjesenje
T0=3, =2, 2=1 F(zyz2)=c2—y*—22—4
Fr=2z, Fy=-2y, F,=-2z
(F2)g, =6, (Fy)g, = =4 (F2)g = =2

JednadZba tangencijalne ravnine je
(Fa)y (2 = 20) + (F)), (v = y0) + (F )y (2 — 20) = O,
odnosno
6(x—3)—4(y—2)—2(z—1) =0,
i kona&no nakon sredivanja

3 —2y—2—4=0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina




JednadZba normale je

T — o _ Y — Yo _ 2 — 20
Fy(zo,y0,20)  Fy(xo,v0,20)  F:(%0,%0,20)’

odnosno nakon uvrstavanja

xr—3 y—2 z-1

6 -4 @ =2

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina




Neka je ploha zadana parametarski s

r(u,v) = (z(u,v), y(u, v), 2(u, v)). (*)

JednadZbom 7 = r(ug, v) definirana je jedna v-krivulja

to¢kom T'(ug, vg) s vektorom tangente r,(ug, vo) kojeg
0

kratko zapisujemo s r,.

Nadalje, jednadzbom r = r(u, vg) definirana je jedna

u-krivulja to¢kom T'(ug, vg) s vektorom tangente

74 (10, vo) kojeg kratko zapisujemo s 70,

Ako je T'(ug, vo) regularna totka, tada su vektori 70 i 70
linearno nezavisni pa odreduju ravninu ¢ija je normala

0 0

vektor r,, X r,, a koju zovemo tangencijalna ravnina u

tocki T'(uop,vo) plohe zadane parametarski s (x).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Sljedeca lema opravdava prethodnu definiciju pivizk

Damir Horvat

tangencijalne ravnine plohe koja je zadana parametarski.

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid

Torus

Lema ]. ]. 5 Rotacijske plohe
o . Pravéaste plohe
Ako je ploha zadana parametarski s alna ravnina

r(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u, v))

pri &emu je r diferencijabilna funkcija (tj. koordinatne
funkcije su diferencijabilne), tada tangenta svake krivulje

koja leZi na zadanoj plohi i prolazi tockom T (ug,vo) leZi
0;,0
ir

u ravnini odredenoj vektorima r, i ry.




Dokaz.
Neka je K krivulja na zadanoj plohi koja prolazi to¢kom

T'(ug,vo). Tada je njezina jednadzba

r(t) = r(u(t), v(t))

pri &emu je u(to) = uo, v(to) = vo.

Deriviranjem po parametru ¢ dobivamo

dr _ Ordu  Ordv
dt  OQudt Ovdt’

Uvrstimo |i gore u = ug i v = vg, dobivamo

. .. T . dr©
Iz posljednje jednakosti slijedi da je vektor tangente -

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe
Sfera i elipsoid
Torus
Rotacijske plohe
Pravéaste plohe

alna ravnina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

H s NP - . .. Divjak,
krivulje K u to¢ki T'(ug,vo) linearna kombinacija vektora ooDhiak,
rg i rg sa skalarima ﬂ—? i ﬂ—}f izratunatima u T'(ug,vp). ©  [E——

Zadavanje plohe

. . Sfera i elipsoid
Prlmjer 60. Torus“

. .. . . vy - Rotacijske plohe
Odredite tangencijalnu ravninu i normalu u to¢ki (3,0,0) Pravtaste plohe

alna ravnina

torusa

r(u,v) = ((2 + cosv) cosu, (2 + cosv) sin u, sinv).

Rjesenje




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

- - 4 - - . e D .‘ k,
krivulje K u totki T'(ug,vg) linearna kombinacija vektora ooDhiak,
rg i rg sa skalarima ﬂ—? i ﬂ—}f izratunatima u T'(ug,vp). ©  [E——

Zadavanje plohe

. . Sfera i elipsoid

Prlmjer 60. Torus“
. .. . . vy - Rotacijske plohe
Odredite tangencijalnu ravninu i normalu u to¢ki (3,0,0) Pkl
alna ravnina
torusa
r(u,v) = ((2 + cosv) cosu, (2 + cosv) sin u, sinv).
Rjesenje

(0, (3,0,0), pajeup =0, v90=0

0) =
ry = (— (24 cosv)sinu, (2 + cosv) cosu, 0)
g = ( smvcosu,—sinvsinu,cosv)
0

r4(0,0) = (0,3,0), r,(0,0) = (0,0,1)




Matematicke metode
za informaticare

_ (3’ 0’ 0) _ 3(1’ O, O) pruf.dr;icv.ja?(lvaienka

Damir Horvat

r4(0,0) x 7,(0,0) =

O O =
O W S
= o

Plohe u prostoru
Zadavanje plohe

Za normalu tangencijalne ravnine mozemo uzeti vektor LT
orus

N2 a H N Rotacijske plohe

(1,0,0), a totka je 7'(3,0,0). Dakle, jednadzba B

alna ravnina

tangencijalne ravnine u totki (3,0,0) je
m...1-(—=3)4+0-(y—0)+0-(2—0)=0,
odnosno
... = 3.
JednadZba normale u totki (3,0,0) je

n x—3_g_
S Tt

i
5




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
. Reparametrizacij
D|O VI I I Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule

Kl’ivulje u prOStOI’u Opc¢i parametar




Sadrzaj

@ Krivulje u prostoru
@ Definicija krivulje
@ Jednadzba tangente na prostornu krivulju
@ Duljina luka krivulje
@ Reparametrizacija krivulje
@ Oskulacijska ravnina
@ Frenetov trobrid
@ Fleksija i torzija
@ Frenetove formule
@ Krivulje parametrizirane opéim parametrom

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




e s oo o Q Matematicke metode
DEfI n ICI_]a kI’IVU I_le za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru

Krivulju & u ravnini moZemo zadati na tri nadina: IR Krivulic

Jednadzba tangente

o Eksplicitni oblik jednadzbe krivulje Duljina luka krivulje
Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina

Frenetov trobrid

K= {(.CC, y) eR?: Y= f(x)} Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

o Implicitni oblik jednadzbe krivulje
K={(zy) e R? : F(z,y) = 0}
o Parametarski oblik jednadzbe krivulje

K= {(z,y) € R? -z = x(t),y = y(t)}




Na parametarski oblik jednadzbe krivulje moZemo gledati

kao na preslikavanje
c: I —R?

gdje je I C R interval, koje svakom ¢ € [ pridruZuje toc¢ku
(z(t), y(t)) € R?, tj.

ot) = (z(t),y(1)).

U eksplicitnom, implicitnom i parametarskom obliku
jednadzbe krivulje nije dovoljno samo da zahtijevamo da
su odgovarajuce funkcije neprekidne jer bi u tom slu¢aju
ukljucili skupove (kao npr., kvadrat) koje ne bismo
prihvatili kao krivulje. Da bismo to izbjegli
pretpostavljamo da su funkcije u gornjim oblicima

diferencijabilne.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

ivulje u prostoru
lDfinicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacij
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Prostorna krivulja se zadaje na dva nadina:

@ kao presje¢nica dviju zadanih ploha

fl(xa Y, Z) =
f2(xa Y, Z) =

@ parametarskim jednadZbama

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Na parametarske jednadZzbe moZemo gledati kao na

preslikavanje
c: I —>R3

gdje je I C R interval, koje svakom ¢ € I pridruZuje neku
totku u R3, tj.

oft) = (x(t), y(t), 2(1)),

gdje su x,y, z : I — R diferencijabilne funkcije.

Primjer 61.
Vivijanijeva krivulja je krivulja koja je zadana kao
presjek sfere i cilindra
x? + y2 o
2
(z-3)" +y* =

IS

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru

krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

Reparametrizacija

SSS

SN

Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opc¢i parametar

NS

L Y
SIS

S=soe

NN

AN




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

ulje u prostoru
_ krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode

Vivijanijeva krivulja na sferi 2 informatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

ivulje u prostoru
Z lDEfinicija krivulje
= Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacij
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode

Vivijanijeva krivulja na cilindru o informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u
lDefinicija krivulje

Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opc¢i parametar
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Primjer 62.
Obi&na cilindri¢na spirala (zavojnica) je krivulja &ije su
parametarske jednadZbe

c(t) = (rcost,rsint, bt).

Krivulja nastaje gibanjem tocke po kruZnici, koja je
presjek uspravnog valjka polumjera r, konstantnom
brzinom. Istodobno se ta kruZnica translatira po plastu
valjka konstantnom brzinom b.

Ova krivulja je presjek cilindra i helikoida.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

ulje u prostoru
_ krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opc¢i parametar




Zavojnica na cilindru
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opc¢i parametar




Zavaojnica na helikoidu




Matematicke metode
za informaticare

Ako se iz parametarskih jednadZbi ukloni parametar ¢, prof.drsc. Blazenka
ivjak,
Damir Horvat

dobije se prikaz prostorne krivulje kao presje¢nice dviju

Krivulje u prostoru
pIOh a. krivulje
. . Jednadzba tangente
Prlmjer 63. Duljina luka krivulje
. . . . Reparametrizacija
Prostorna krivulja je zadana parametarski s Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
t t+a Opc¢i parametar

y:~/a2—t2
z = /2a(a —1)

Iz prve jednadZbe dobivamo da je t = x — a. Uvrstimo i
to u druge dvije jednadzbe dobivamo krivulju zadanu kao

presje¢nicu kruznog i paraboli¢kog cilindra




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

vjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru

(x —a)? +y? = a? WDefinicija krivulie
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

22 = —2a($ — 2&) Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Zbrojimo li gornje dvije jednadzbe, dobivamo P e

Opéi parametar

a:2+y2+z2 = 442

Dakle, dobili smo da je zadana krivulja takoder presjek

sfere i cilindri¢nih ploha.




Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
krivulje

Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar
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Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
krivulje

Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
//////////I/II/ ‘,' Damir Horvat
////IIIIIIII/ V. )

Krivulje u prostoru

krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar
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Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
krivulje

Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
krivulje

Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru

krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 64.
Zadana je Vivianijeva krivulja ulile MLl
jak,

Damir Horvat

z? + y2 22—
2

r 2 _

(w—3)"+y* =

Krivulje u prostoru

krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

Reparametrizacija

S

(&7 [ y [ 4 Oskulacijska ravnina
Napisite parametarske jednadzbe te krivulje. e
Fleksija i torzija
Frenetove formule

Rjesenje
Opéi parametar




Matematicke metode
Primjer 64 za informaticare
Zadana je ViVianUeVa kriVUUa prof.drl.;icv.. Iilaienka
jak,
Damir Horvat

22+ y? + 2% =12

(€= 3+ =

Krivulje u prostoru
krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Napisite parametarske jednadzbe te krivulje. Ss"“'“us"a ybina
renetov trobrid
Fleksija i torzija
Rjesenje Frenetove formule
Opéi parametar

S

Neka je t = £OTT;. Nadalje, sa slike je jasno da je
|OA| = |OT| =r. Kut £LOT1 A je pravi jer je to obodni
kut nad promjerom kruznice. |z toga slijedi da su trokuti
OT1T i OT1 A sukladni jer su pravokutni i podudaraju se

u dvije stranice, pa je zbog toga

LOAT, =t, KLAOT; =90° —t, |AT1| = ‘TT1| = Z.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

ivulje u prostoru
lDfinicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacij
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

Iz pravokutnog trokuta O7577 dobivamo

prof.dr.sc. Blazenka

) Divjak,
x = |OT1|cos (90° —t), y = |OT1|sin(90° —1¢), Damir Horvat
Krivulje u prostoru
odnosno BN
Jednadzba tangente

Duljina luka krivulje

— A _ Reparametrizacija
L= |OT1| sin t’ Yy = |OT1| cost. Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija

Iz trokuta OT7 A dobivamo Frenetove formule

Opéi parametar
|OT1| = rsint, z=|ATi| = rcost.
Stoga su parametarske jednadzbe Vivianijeve krivulje

z = rsin’t
y = rsintcost, t € [0,2n]

zZ =1rcost




Matematicke metode

Jednadzba tangente na prostornu krivulju o

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru

Definicija krivulje
a tangente

Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode

Neka je zadana krivulja ¢ : I — R3 parametarskim za informatitare
jednadibama prof.dr.sc. Blazenka
jak,

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje

ot) = (2(t), y(t), 2(1)).

Zelimo pronadi jednadZbu tangente na zadanu krivulju u ma krivaje

Reparametrizacija

tocki TO = C(t()) = (xo,yo, ZO). U tu SVrhU, uzmimo neku Oskulacijska ravnina
. . » Frenefm{ troh_r_id
drugu totku T' = ¢(t) na zadanoj krivulji. Tada, prema Fleksija | torzija
Frenetove formule

Opéi parametar

oznakama sa slike, jednadzba sekante kroz totke 1p i T
glasi

T — To _ Y — Yo _ Z— 2
(wo+Az)—x0 (yo+Ay)—vo (20+Az2)— 2’

S..

odnosno




Kada se to¢ka 7" priblizava po zadanoj krivulji to¢ki Tp,
sekanta se sve vise priblizava tangenti u tocki Tp.

Pomnozimo li (1) sa At, dobivamo

T—Tog Y—Yo Z— 20 )
Az T Ay T Az
At At At

Kada se T priblizava po zadanoj krivulji prema 7p, tada

Axr — 0, Ay—0, Az—D0.

No, u tom slu¢aju i At — 0. Sada iz (2) slijedi da je
jednadZba tangente

r—o Y—Yo <— %0

(%)to N (%)to - (%)to

ili krac¢e zapisano

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

je u prostoru
ija krivulje
tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




T — o _ Y—1Y _ Z— 20
(to) y(to) #(to) ’

gdje "tockica” oznacava derivaciju po parametru t.

Vektor ¢(t) = (2(t), 9(t), 2(t)) zovemo tangencijalni

vektor krivulje ¢ u totki ¢(t) i oznatavamo ga s t (t).

Jediniéni tangencijalni vektor je tangencijalni vektor

jedini¢ne duljine, tj.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
D cija krivulje
tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

Prlm_ler 65- prof.dr.sc. Blazenka
. . C e v e
Odredite tangencijalni vektor i jedini¢ni tangencijalni ———

vektor u proizvoljnoj tocki obi¢ne cilindri¢ne spirale
Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
= i IlEdnadzba tangente
C(t) (T COs t’ ZaSll t’ bt) . Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
- 5 2 2. O - Oskulacijska ravnina
Odredite jednadZbu tangente u tockit =01 t = 7. Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Riegenie Frenetove formule
ie=el Opc¢i parametar




Primjer 65.
Odredite tangencijalni vektor i jedini¢ni tangencijalni
vektor u proizvoljnoj tocki obi¢ne cilindri¢ne spirale

c(t) = (rcost,rsint, bt).

Odredite jednadZbu tangente u tockit =01 t = 7.
Rjesenje

Tangencijalni vektor u tocki ¢ je
t(t) = (—rsint,rcost,b).

Nadalje,

1E@)] = Vr2sin2t 4+ 12 cos?t + b2 = /12 + b2,

pa je jedini¢ni tangencijalni vektor u tocki ¢

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
D cija krivulje
tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

1 .
(_ 7 SsIn t, T COS t, b) . Damir Horvat

>
T(t)= 753
Vr2 +b?
Krivulje u prostoru
D cija krivulje
tangente
JednadZba tangente u tocki o = O: b Lt
eparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Zo Yo <o Fleksija i torzija

TO = C(O) = ( " 0 5 0 )7 {(O) = (0’ T, b) Frenetove formule

Opéi parametar

JednadZba tangente glasi

T — Zo _ Y—1Yo _ Z— 20
(o) y(to) #(to)

odnosno




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Jednadzba tangente u tocki tg = 7: Divjak,

Damir Horvat

Zo Yo 20 Krivulje u prostoru

D cija krivulje
— T\ _ [ rV2 7‘\[ br ng _ [ =rv2 T\ﬁ llcdnadzba tangente
To = 0(4) = < > ) 4 )a t(0) = ( 2 1 2 ’b) Duljina luka krivulje

Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

JednadZba tangente glasi Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
‘ Tr — X0 Y — Yo Z— 20 Opéi parametar
.. . — . = N 9
©(to)  ylto)  Z(to)
odnosno
V2 V2 brr
N Bk SO Bl SOl




Matematicke metode
za informaticare

. . prof.dr.sc. Blazenka
Primjer 66. Divjak,
Damir Horvat

Odredite jednadzbu tangente u to¢ki T'(1,0,1) krivulje
Krivulje u prostoru
= Definicija krivulje
r(t) = (et, 2t, e t). [Wednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Rjegenje Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Primjer 66.
Odredite jednadzbu tangente u to¢ki T'(1,0,1) krivulje

r(t) = (e',2t,e7").

Rjesenje

Totku 7'(1,0,1) dobivamo za ¢t =0, tj. 7(0) = (1,0,1).

i(t) = (', 2,—e7"), 7(0)=(1,2,-1)
Jednadzba tangente u tocki 7(1,0,1) je

y a:—l_y_z—l
Ty S 5=

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
D cija krivulje

tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode

D Uljina IU ka kriVUI_ie za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje

Znamo da je duljina segmenta [a, b] jednaka b — a. Jednadzba tangente
ka krivulje
1 el eriti 11 1 1 Reparametrizacija
Pitanje je kako mjeriti duljinu nekog luka na krivulji. e o
S hs o o oo $202 F brid
Ideja je da luk podijelimo na vise manjih lukova &ije LaE Ak e
o 5 5 oo Frenetove formule
duljine onda aproksimiramo sa duljinom segmenta. Opéi parametar

Jasno je da Sto je broj podjela vedi, to ¢e duljina dobivene
poligonalne linije sve bolje aproksimirati duljinu luka,
odnosno, $to je luk manji, to ¢e greska kod aproksimacije
duljine tog luka sa duljinom pripadnog segmenta biti

manja.




Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

sc. BlaZenka

Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Neka je c : [a,b] — R3 krivulja zadana parametarski s

ot) = (x(t), y(t), 2(1)),

gdje su funkcije =, y, z : [a,b] — R klase C?, tj. imaju
neprekidne i omedene derivacije.
Neka je p subdivizija segmenta [a, b] totkama

a=to<ti1 < - <tp <---<th_1<t,=0.
Svaka takva subdivizija p generira tocke
c(to), c(t1), ..., c(tr), .-, c(tn-1),c(tn)

na zadanoj krivulji kojima je ona podijeljena na manje

lukove.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

. . . . e . . . f.dr.sc. Blazenka
Dalje razmi$ljamo intuitivno na ovaj nacin. Kako je ¢ P ik,
Damir Horvat

krivulja &ije su koordinatne funkcije glatke i imaju
omedene derivacije, onda ¢ ne vrsi nagle promjene smjera finlfe  resie

Definicija krivulje

i brzine, te ako je jo¥ razdioba p dovoljno fina, onda ce R
duljina luka krivulje ¢ izmedu totaka c(t;—1) i ¢(t;) biti R
N 0 - .. . . Frenetov trobrid

priblizno jednaka duljini segmenta izmedu spomenutih Fleksija i torzija
2 o 0 Frenetove formule
tocaka, tJ brOJU Op¢i parametar

HC(tl) — C(ti—l)H =

= (at) = ati0)® + (u(ts) — y(ti1)* + (o(t:) — 2(ti1))?

Kako su koordinatne funkcije glatke, na njih moZemo

primijeniti Lagrangeov teorem srednje vrijednosti.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Postoje realni brojevi 71, 72, 73; € (ti—1,t;) takvi da je

Krivulje u prostoru

Definicija krivulje

l’(tz) (t’L 1) — :U(T].Z (tz _ tz 1) Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija

)
y(t) = yltia) = 9(r2i)(ti — ti-1) S
)

Fleksija i torzija

2(t:) = 2(ti-1) = 2(73:)(t: — ti-1) St

Stoga je

le(t)—cltiza) || = \/#(raa)? + §(720)? + 2(73)? (ti—ti-1)




Matematicke metode
za informaticare

Ako je subdivizija p dovoljno fina, tada je interval protdrse. e

- - a 0 5 00 Damir Horvat
(ti—1,t;) mali, pa je zbog neprekidnosti derivacija

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje

\/1'.(7-11.)2 s y'(7—21.)2 s 2';(7-37;)2 ~ \/ZL‘(Tl)2 e Z)(Ti)2 e z(Ti)2 Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija

i Oskulacijska ravnina
H , , . — T1iTT2TT34 Frenetov trobrid
za neki 7; € (t;—1,t;), npr. T; = 5 ; Fronetov trobrd
Frenetove formule
Opéi parametar

Stoga je

e(ti) — clti-1)|| = \/a'c(n)2 +y(r)2 + #(7)2 (8 — tio1)

odnosno

le(ts) = elti-a)l| ~ [|e(m)| (& — ti-a)-




Matematicke metode
za informaticare

S druge strane, duljina luka s zadane krivulje je pribliZzno

prof.dr.sc. Blazenka

jednaka sumi duljina svih odgovarajuéih segmenata, tj. Tles
n n Krivulje u prostoru
~ § D\ . ~ E . Lt Definicija krivulje
S~ H C(tl) c(t’b—l) H ~ H C(T’L) || (t’L tl—l) JednadZba tangente
i—1 i—1 Duljina luka krivulje
= = Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
za neke 7; € <t2—17 >v i=1,...,n. Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

Dakle, dobili smo da je

ZHC T H —tz,

Suma na desnoj strani je zapravo integralna suma funkcije
f : [a,b] — R definirane s f(t) = ||¢(t)|| za subdiviziju p.

Stoga je opravdana sljede¢a formula.




Matematicke metode

Neka je c : [a,b] — R3 krivulja &ije su koordinatne za informaticare

funkcije klase C*. Duljina te krivulje se ratuna po formuli prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat
b

Krivulje u prostoru

— 2 Definicija krivulje
8= / HC(t)H dt JednadZba tangente
ka krivulje

a Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina
S7a o . . Frenetov trobrid
U slugaju prostorne krivulje c(t) = (z(t), y(t), 2(t)) je Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

b
5= / Vit + (2 + 202 dt,

a u slugaju ravninske krivulje c(t) = (z(t), y(t)) je

b

5= / (6)2 + 9(1)2 dt.

a




Matematicke metode

Na duljinu luka kriVUIje C: [G/, b] — R3 mozemo gledatl za informatitare

kao na funkciju S : [a, b] — R definiranu s prof-drl-jsicv-hlilaienka

Damir Horvat

t
. . . Krivulje u prostoru
s(t) = / \/33(7—)2 +y(7)? + 2(7)?dr. Definicija krivulje
Jednadzba tangente
@ Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

Tada je diferencijal luka

ds(t) = \/jz(t)2 + y(t)? + 2(t)% dt
odnosno, kratko zapisujemo
ds? = da? + dy® + dz>.
Analogno je diferencijal luka za ravninsku krivulju jednak

ds? = dz? + dy.




Matematicke metode
za informaticare

Posljednje dvije formule imaju i zgodnu geometrijsku prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
|nterpretaCUU. Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
ka krivulje
Reparametrizacija
ds Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
dy Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

dx

Sa slike vidimo da luk moZemo aproksimirati sa dijelom

tangente kada su dz i dy mali.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
dz Frenetove formule
dx Opc¢i parametar

dy

Sa slike vidimo da se luk koji se nalazi unutar kvadra
moze aproksimirati dijelom tangente kada su dx, dy, dz

mali.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Napomena. Damir Horvat
Pojam luka, duljine luka i krivulje se u matematici strogo .

Krivulje u prostoru
definira. Ovdje je samo na intuitivni na&in objadnjena ,Def,f:,':j;jza"{l,",:‘::nte
formula za ra¢unanje duljine luka tek toliko da se dobije Reparamet?izkar::‘ilj:ue

Oskulacijska ravnina

osjecaj kako se dolazi do te formule. Stroge definicije bi Ry Galit

Fleksija i torzija

Frenetove formule

nas na ovom nivou predaleko odvele u neke elementarne BB (AT
pojmove iz topologije i matematic¢ke analize kao Sto je
pojam homeomorfizma topoloskih prostora i funkcije
omedene varijacije.

Takoder, vidjet ¢emo kasnije jedan primjer krivulje koja

nema duljinu.




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 67. S
) .. .~ . ™ ) prof.dr sc.. BlaZenka
Izracunajte duljinu luka obi¢ne cilindri¢ne spirale viak,

Damir Horvat
c(t) = (rcost,rsint,bt) odt =0dot=7%.

Krivulje u prostoru
2 . Definicija krivulje
Rjegenje Jednadzba tangente
ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Primjer 67.
Izralunajte duljinu luka obi¢ne cilindri¢ne spirale

c(t) = (rcost,rsint,bt) odt =0dot=7%.

Rjesenje

¢(t) = (— rsint,rcost,b)

“é(t)‘l = V/r2sin?t + 12 cos? t + b2 = V72 + b2

/\c \dt—/\/r2+b2dt— 2 + b2
0

s:g\/rz—kbz

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 68. prof.dr.sc. Blazenka
- oo Sz 0 . Divjak,
Izratunajte duljinu kruZnice c(t) = (r cost, rsint). Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

Rjesenje




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 68. prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Izrakunajte duljinu kruZnice c(t) = (r cost,rsin t) : Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
. — (— 1 Jednadzba tangente
¢é(t) ( rsint, T cos t) e ——
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Rjesenje

le@)| = Vr2sin2t + 12 cos?t = V2 = Frenetove formle

Opéi parametar

2w 2 )
s:/Hc'(t)Hdt:/rdt:rt}oﬂ:%W
0 0

Dakle, duljina kruZnice je po ovoj definiciji i dalje ona ista
koju znamo jo$ iz osnovne $kole, §to je jo$ jedan razlog

ispravnosti ove formule.




Pogledajmo da li je duljina segmenta [a, ] i dalje jednaka
b — a ako koristimo formulu za ra¢unanje duljine luka

krivulje. Parametarske jednadZbe segmenta su
o(t) = (a+ (b—a)t,0), te]0,1].
Nadalje,

ot) = (b—a.0), ||| =b—a

1 1
s:/Hc'(t)Hdt:/(ba)dt:(ba)t
0 0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Posljednja dva primjera nam pokazuju da smo dobro
poopcili pojam duljine na Siru klasu krivulja tako da su
duljine krivulja kao $to je kruZnica i segment ostale
sauvane, tj. po novoj formuli dobivamo one poznate
vrijednosti koje smo i prije znali kada nismo koristili ovu
formulu. Medutim, nije sve tako jednostavno i lijepo, to

pokazuje sljedeéi primjer.

Primjer 69.
Izratunajte duljinu elipse c(t) = (acost,bsint).

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




¢(t) = (— asint, beost)

1é(2)|| = Va2 sin®t + b2 cos? ¢

2w 2m
s:/Hc'(t)Hdt:/\/a2sin2t+b2cos2tdt
0 0

Dobili smo elipti¢ki integral druge vrste koji se ne moZe
izraziti pomocu elementarnih funkcija. Ovaj integral se
dalje za konkretne a i b rjeSava nekom prikladno
odabranom numeri¢kom metodom u &ije detalje se ovdje

neéemo upustati.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Izvedimo sada formulu za duljinu luka ravninske krivulje

koja je zadana eksplicitno jednadZbom

y = f(z), x€a,b].

Ovaj oblik lako pretvorimo u parametarski tako da

uzmemo varijablu x za parametar, pa dobivamo
c(z) = (z, f(z)), = €[a,b].

Tada je
le(@)[| = (1, '),
iz Cega slijedi da je

b

s:/bHé(x)de:/\/1+[f’(x)]2d3:.

a

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




Primjer 70.
Izracunajte duljinu luka krivulje y = e* izmedu tocaka

(0,1) i (1, ).

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru

Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina

Frenetov trobrid
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Matematicke metode
za informaticare

Pl’imjel’ 70. prof.dr.sc. Blazenka
o7 o oo g o o v Divjak,
Izracunajte duljinu luka krivulje y = e* izmedu tocaka Damir Horvat
(07 1) I (17 e)' Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Rjegenje Jednadzba tangente
ka krivulje
Reparametrizacija
1 1 Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
/ _ Fleksija i torzija
/ \/ 1 + [f 2 dx / 1 + 6213 dﬂj Frenetove formule
Opéi parametar
0 0
1_|_e2x:t2 62x2t2_1
Viterrdr=|_, | =
2edzr =2tdt  dr = 573

£2 1 dt
_/tz_ldt /<1+ _1>dt_t+/t2_1—




t—i—l dt 1 dt t+1| -1 L
= — _— = e — —1n e
2)t—1 2) t+1 2 |t+1

V1+4e2r—1

+C
v1+62“+1

1+e2x+f|

Dakle,

1
b il — |
s= [ V14e?rdx = 1+ 2354—7I
/ < \/1+e2x+1)

f+f| (Vi+e2-1)(vV2+1)

s=v1+e?— VT )]
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Pogledajmo sada jedan primjer krivulje koja nema duljinu.

Primjer 71.
Zadana je ravninska krivulja f : [0,1] — R eksplicitno

Jjednadzbom

tcos gz, t€(0,1]

f(t) = 0. I

DokaZite da zadana krivulja nema duljinu.

Rjesenje
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Pogledajmo sada jedan primjer krivulje koja nema duljinu.

Primjer 71.
Zadana je ravninska krivulja f : [0,1] — R eksplicitno

Jjednadzbom

tcos gz, t€(0,1]

f(t) = 0. I

DokaZite da zadana krivulja nema duljinu.
Rjesenje

Uzmimo subdiviziju segmenta [0, 1]

O<i< L < 1 < <1<1<1
P S S S on—1 " 2n_2 352

Tada je duljina dobivene poligonalne linije jednaka
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak,
(2n=1)m 1 2nm Damir Horvat

2n 7 COsS 5 — 5;CO8 5|+

1 2nm
55, COS 5° — O‘ -

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

MDiljina luka krivulje
. + ‘l COS = — 3 COS 3ﬂ—| + ‘COS a5 l CoSs 27T| = Reparametrizacija
2 2 3 2 2 o " ]
skulacijska ravnina

Frenetov trobrid

Fleksija i torzija

Frenetove formule
= Opéi parametar

N

_ 1 1 1 1 1
mtamtomatmat Tt

=1+3+--+-15+1

Dobili smo parcijalnu sumu harmonijskog reda, a znamo
da harmonijski red divergira, tj. kada n — oo dobivena
suma ide u beskonacno. Dakle, zadana krivulja nema

duljinu.




Matematicke metode

Graf te kriVUIje iZg|eda za informatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

ka krivulje
0. 2 Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija

A Frenetove formule

U O 2 0 4 0 6 0 8 Opéi parametar




Napomena.
Prethodni primjer nam pokazuje da iako je krivulja

definirana na segmentu konaéne duljine, ona ne mora
imati duljinu. Vidjeli smo da je u prethodnom primjeru
segment konacne duljine "rastegnut” do "beskonacne”
duljine. Lako se provjeri da je funkcija iz tog primjera
neprekidna u svim totkama segmenta [0, 1], ali to ocito

nije dovoljan uvjet da bi krivulja imala duljinu. Medutim,

pokazuje se da ako je krivulja ¢ : [a,b] — R3 klase C1, tj.

njezine koordinatne funkcije su klase C!, tada ta krivulja

ima duljinu i njezina duljina je jednaka

b

[l e

a
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Reparametrizacija krivulje N nformatitare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Neka je zadana krivulja c: I — R3inekajeh:J — I

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje

diferencijabilna bijekcija, gdje su I, J C R intervali. e e
= - oo Duljina luka krivulj
Krivulju d : J — R3 definiranu s d(s) = (c o h)(s) SRt zacila
Oskulacijska ravnina

zovemo reparametrizacija krivulje c. Frenetov trobrid
Fleksija i torzija

Frenetove formule
Opéi parametar

— z
h
) " y




U ovom trenutku je vaZno naglasiti razliku izmedu
krivulje i grafa krivulje. Krivulja u prostoru je svako

diferencijabilno preslikavanje
c¢:a,b] — R3,
a graf te krivulje je
graf(c) = {c(t) t e |a, b]}

U vedini situacija presutno poistovjecujemo krivulju s

njezinim grafom.
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Vazno je uoditi da neka krivulja i bilo koja njezina
reparametrizacija imaju isti graf. Zaista, neka je

c: I — R3 krivulja, a d : J — R3 reparametrizacija
krivulje ¢ funkcijom h : J — I, gdje je h diferencijabilna
bijekcija. Dakle, d = co h.

Tvrdimo da je graf(c) = graf(d). Trebamo dokazati
jednakost ovih dvaju skupova.

Neka je Tp € graf(c). Tada postoji tp € I takav da je
c(to) = Tp. Kako je h bijekcija, postoji jedinstveni so € J
takav da je h(sg) = tg. Dakle, imamo

To = c(to) = ¢(h(s0)) = (c o h)(s0) = d(s0),

iz Cega slijedi da je Ty € graf(d), pa je graf(c) C graf(d).
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Obrnuto, neka je 77 € graf(d). Tada postoji s1 € J takav
da je 71 = d(s1). Kako je h bijekcija, onda ona ima
inverznu funkciju A~ : T — J koja je takoder bijekcija,
pa postoji jedinstveni 1 € I takav da je h~1(t1) = s1.

Sada imamo
T = d(sl) = d(hil(tl)) = (d o hil)(tl) = C(tl),

iz Cega slijedi da je T1 € graf(c), pa je graf(d) C graf(c).
Dakle, graf(d) = graf(c).
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Svaka parametrizacija (odnosno reparametrizacija) daje
neku orijentaciju (smjer obilaska) na krivulji, tj. na
njezinom grafu. Za dvije parametrizacije kazemo da su
ekvivalentne ako daju istu orijentaciju na krivulji.
Pogledajmo o ¢emu se radi na jednom jednostavnhom
primjeru kruznice.
Neka je
c:[0,27] = R?, ¢(t) = (cost,sint)

standardna parametrizacija jedini¢ne kruZnice. Tada je

d:[0,27] — R?, d(s) = (coss, —sins)

njezina reparametrizacija.
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Zaista, neka je
t=h(s)=2m—s.

Tada je otito h : [0,27] — [0, 27] bijekcija i vrijedi

(coh)(s) =c(h(s)) =c(2m —s) =

= (cos (27 — s),sin (21 — 5)) = (cos s, —sin s) = d(s).

Dakle, graf(c) = graf(d) i ¢(0) = d(0) = (1,0).

U ¢emu se razlikuju ove dvije parametrizacije? Prva
parametrizacija pocinje u to&ki (1,0) i obilazi kruZnicu u
smjeru suprotnom od kazaljke na satu, a druga
parametrizacija potinje isto u totki (1,0), ali obilazi
kruznicu u smjeru kazaljke na satu. Dakle, ove dvije

parametrizacije nisu ekvivalentne.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




c:[0,27] — R3 d:[0,27r] - R3

c(t) = (cost,sint) d(s) = (coss, —sins)

Jasno je da na svakoj krivulji imamo dvije razlic¢ite
orijentacije. Sjetimo se samo pravca kojeg moZzemo
obilaziti s lijeva na desno ili s desna na lijevo. Jasno je da
je ista situacija kod bilo koje druge krivulje. Kao $to smo
vidjeli, orijentacija krivulje je odredena njenom

parametrizacijom.
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Matematicke metode
za informaticare

Napomena.
a = = .. .. prof.dr.sc. Blazenka
Pojam orijentacije vektorskog prostora, orijentacije 5 D-iVjﬂk'
amir Horvat

topoloskih i glatkih mnogostrukosti se u matematici
.. L. 5 . ) Krivulje u prostoru
strogo definira. Ovdje je samo na intuitivnom nivou Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

objasnjena orijentacija krivulje, te ¢injenica da je -0
A oS i . . . o Oskulacijska ravnina
orijentacija krivulje dana njenom parametrizacijom. U Frenetov trobrid

Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

strogu definiciju orijentacije ovdje necemo ulaziti.

Jedna od najvaznijih reparametrizacija krivulje je
reparametrizacija duljinom luka.
KaZemo da je krivulja ¢ : I — R3 parametrizirana

duljinom luka (kratko pisemo PDL) ako je

le@)|| =1, vtel




Za krivulju ¢ : I — R3 kaZemo da je regularna ako je
|e@®)]| # 0, Vt e,
tj. u svakoj tocki krivulje postoji tangencijalni vektor.

Pokazat ¢emo da za svaku regularnu krivulju postoji
reparametrizacija duljinom luka. Prije toga navedimo
nekoliko teorema koji ée nam trebati i uvedimo neke

oznake.
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Kod realnih funkcija jedne varijable uvijek jedna varijabla

ovisi o nekoj drugoj varijabli §to zapisujemo u obliku

y = y(z),

pri éemu u tom zapisu naglasavamo da varijabla y ovisi o
varijabli . Ako je to preslikavanje bijektivno, onda

inverznu funkciju ozna¢avamo s
r =y ().
Medutim, prirodnije je da inverznu funkciju ozna¢avamo s
x = z(y),

gdje sad naglasavamo da varijabla = ovisi o varijabli y.
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Isto tako, ako je Divjak,
Damir Horvat
y =y(x)

bijektivno preslikavanje, tada njegovu derivaciju Definicija krivulje

Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

Krivulje u prostoru

oznacavamo s Eictrizocija
dy Oskulacijska ravnina
59 Frenetov trobrid
diU Fleksija i torzija

. . . . . . Frenetove formule
a derivaciju njemu inverznog preslikavanja Opéi parametar
z = x(y)

oznacavamo s
dz
dy’

Sjetimo se sada kako se derivira inverzna funkcija.




Ako je y = f(x), onda je

U nasim novim oznakama bismo to elegantno zapisali u
obliku

dz 1
e =
dy &

Formalno bismo na desnu stranu mogli gledati kao na
dvojni razlomak, pa bi ova jednakost bila opravdana. No,
moramo biti oprezni jer oznaka % je jedan simbol, a ne

razlomak koji se sastoji od brojnika i nazivnika.
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prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Teorem 50.
o . .. . Krivulje u prostoru
Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Neka je Definicija krivulje
Jednadzba tangente

- °F S Duljina luka krivulje
F : [a,b] — R funkcija definirana s e L
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija

X
Fo)= [ 1(0)at. o
a

Tada je

a:f(l“)-




Dokaz.
Za x € [a,b] imamo
dF 1 xz+h T
xz+h a
= lim /f(t)dt+/f(t)dt
x+h
— lim & / F(t) dt
h@o h

Prema teoremu srednje vrijednosti za integral neprekidne

funkcije postoji y € (z,x + h) takav da je
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z+h

/ f(t)dt = F@)h,

iz Cega slijedi da je

dF . f(y)h
i =
dx b h /(@)

zbog neprekidnosti funkcije f, jer kada h — 0, tada

Y — .

Q
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Neka je sada c: [a, b] — R3 regularna krivulja (analogno
razmatranje vrijedi i za ravninsku krivulju). Neka je
s : [a,b] — R funkcija duljine luka, tj.

s(t) = / ()] dr-

Tada je

Kako je c regularna krivulja, tada je Hc(t)H > 0. Stoga je
s strogo rastuca funkcija pa onda ona ima inverznu

funkciju t = t(s) i vrijedi
dt 1

ds el
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Matematicke metode
za informaticare

Neka je r reparametrizacija krivulje ¢ funkcijom t = t(s), o drse. Blaenka
5 DIVELS
t‘] : Damir Horvat
r(s) = (cot)(s).
Krivulje u prostoru
H Definicija krivulje
Sada Je Jednadzba tangente
dT‘ dC dt Duljina luka krivulje
_— = — Reparametrizacija
ds dt ds Oskulacijska ravnina

Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule

’I"/(S) C(t) Opéi parametar
lle@)Il’

gdje je sa "crtica” oznalena derivacija po parametru s, a

odnosno

s "toc¢kica” derivacija po parametru t.

o) =1

[EQIl H EG)

Il = |

Dakle,  je reparametrizacija krivulje ¢ duljinom luka.




Napomena.
Derivacija po opéem parametru t se standardno oznadava

sa ¢(t), a derivacija po parametru s duljine luka s ¢/(s).
Ako je ¢ : [a,b] — R3 parametrizirana duljinom luka, tada

je njezina duljina jednaka

b

s_/bHc'(t)Hdt_/dt_b—a.

a
Lako se dokaZe da duljina luka krivulje ne ovisi o
parametrizaciji te krivulje, tj. duljina luka krivulje je

geometrijska veli¢ina.
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Matematicke metode

Prlm_ler 72- za informaticare
Reparametrizirajte krivulju c(t) = (7“ cost,rsint, bt) I ———
. Divjak,

duU/nOm Iuka Damir Horvat

Rjesenje Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
trizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule
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Primjer 72.
Reparametrizirajte krivulju c(t) = (r cost,rsint, bt)

duljinom luka.

Rjesenje

¢(t) = (—rsint,rcost,b), |lé(t)]] = V2 + b2
s(t)—/Hc'(T)HdT—/de— 2+ b2t
0 0

Inverzna funkcija funkcije s = s(t) je

S
i(s) = —.
(5) V2 + b2
TraZena reparametrizacija je

c1(s) = (cot)(s)
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odnosno

c1(s) = | rcos

Primjer 73.

bs

S . S
, T'sin ,
V2 + 2 V2 + 027 V/r2 + 12

Reparametrizirajte kruZnicu c : [0, 27] — R2,

c(t) = (rcost,rsint) duljinom luka.

Rjesenje
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odnosno

c(s)—(rcos > 7 sin > bs )
' VrEr N Vb))

Primjer 73.
Reparametrizirajte kruZnicu c : [0, 27] — R2,

c(t) = (rcost,rsint) duljinom luka.

Rjesenje

¢(t) = (—rsint,rcost), |e@)|| =r

s(t):/tHc'(T)HdT:/trdT:rt
0

0
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Inverzna funkcija funkcije s = s(t) je

t(s) =

S
=
TraZena reparametrizacija je

ci(s) = (cot)(s)

odnosno
S .8
ci(s) = (rcosf, 7 sin 7> .
r r

Nadalje, iz s = rt i t € [0,27] slijedi da je s € [0,2r7] pa

c1 :[0,2rn] — R3.
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U slu€aju da je r > 1 vrijedi [0,27] C [0, 2r7]. To
zapravo znadi da parametrizacijom ¢y sporije obilazimo
kruznicu pa treba vise vremena da ju cijelu obidemo, pa

je zbog toga taj segment vedi.

U slutaju da je 0 < r < 1 vrijedi [0,27] D [0, 2rx]. To
zapravo znadi da parametrizacijom c; brze obilazimo
kruZnicu pa treba manje vremena da ju cijelu obidemo,

pa je zbog toga taj segment manji.

Ove interpretacije su intuitivno jasne, jer kruZnica
polumjera » > 1 ima vecu duljinu od jedini¢ne kruznice
pa nam treba vise vremena da ju cijelu obidemo, dok
kruznica polumjera r < 1 ima manju duljinu od jedini¢ne

kruznice, pa nam treba manje vremena da ju obidemo.
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Kako svaka regularna krivulja ima parametrizaciju
duljinom luka, cijelu teoriju krivulja je dovoljno napraviti
za krivulje parametrizirane duljinom luka. Medutim, nije
uvijek moguce jednostavno reparametrizirati krivulju
duljinom luka. Sjetimo li se postupka kako to radimo, u
taj postupak je uklju¢eno ra¢unanje integrala i inverza
funkcije. Prvi problem je $to nije moguce svaki integral
izraziti pomoc¢u elementarnih funkcija (sjetimo se elipse
kod koje se javio eliptitki integral druge vrste), a drugi
problem je Sto rjeSenje integrala moZe biti neka
komplicirana funkcija &iji inverz je teSko pronadi.

Stoga se kod proucavanja krivulja prvo napravi teorija za
krivulje PDL, a zatim se ta teorija primijeni na
proucavanje krivulja koje su parametrizirane opéim

parametrom.
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Oskulacijska ravnina

Neka je ¢ : I — R krivulja, c(t) = (z(t), y(t), 2(t)).
Neka su Ty, 11,15 tri nekolinearne to¢ke na zadanoj
krivulji. Te to¢ke odreduju jedinstvenu ravninu. Pustimo
da se tocke 717 i T3 priblizavaju po zadanoj krivulji tocki
To. Tokom tog procesa se i ravnina koju te tocke
odreduju mijenja i u grani¢nom slu¢aju dobijemo ravninu

koju zovemo oskulacijska ravnina krivulje ¢ u to¢ki Tp.
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Neka je To = C(to), T1 = C(tl), T2 = C(tz). Neka je
m...Az+By+Cz+ D=0
jednadzba ravnine kroz tocke Ty, 11 i 15. Tada je

Axog+ Byo+Cz+D =0
Ax1+ By1 +Cz + D =0,
Axo + By +Cz+ D =0

gd.]e .je T‘l(xhyu Zi)' t= 07 17 2.
Definiramo funkciju F': I — R s
F(t) = Ax(t) + By(t) + C=(t) + D.

Uotimo da je F(tp) =0, F(t1) =0, F(t2) =0.
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Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je

to < t1 < tp. Tada prema Rolleovom teoremu postoji

t" € (to,t1) takav da je F'(t') = 0. Isto tako, postoji

t" € (t1,t2) takav da je F'(¢") = 0. Sada primijenimo
Rolleov teorem na F’, pa postoji t"' € (¢, t") takav da je
F"({t") = 0.

Ako 17 — Ty, 1o — Ty, tada t1 — tg i to — tp. 1z toga
slijedi da #/,t",t"”" — tq, pa je onda zbog neprekidnosti
F'(to) = 0i F"(to) = 0.

F'(t) = A2'(t) + By'(t) + CZ/(¢)
F"(t) = A2"(t) + By"(t) + C2"(t)
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Ove derivacije moZemo zapisati u obliku skalarnog
produkta

F'(t) = (A, B,C) - (2/(¢),y'(t),7(t))
F'(t)= (A, B,C) - (2"(t),y"(¢), 2" (t))

Zbog F'(tg) = 01 F"(to) = 0 slijedi da je
(A7 B7 C) 1 (.’L',(t(]), y/(tO)v Z/(to))

(A,B,C) L (2"(t0),y"(to), 2" (t0))

pa je
(A, B, C) = Cl(to) X C//(to).
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Dakle, jednadZba oskulacijske ravnine u tocki
To = c(to) = (7o, Yo, 20)

krivulje
c(t) = (2(t), y(t), 2(1))
glasi
=0 Y—Y =z— %0
'(to)  ¥'(to) 2'(to)|=0.
2"(to) y"(to) 2"(to)
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Odredite oskulacijsku ravninu krivulje ,
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

c(t) = (r cost,rsint, bt) u to¢ki T(r,0,0). o
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Matematicke metode

Primjer 74' za informaticare
Odredite oskulacijsku ravninu krivulje

prof.dr.sc. Blazenka

o oo Divjak,
c(t) = (r cost,rsint, bt) u to¢ki T(r,0,0). o
Rjesenje Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Totku T'(r,0,0) dobijemo za t = 0. Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

Reparametrizacija
. . . . Oskulacijska ravnina
C(t) = (— T SIn t7 T COS t, b) y C(t) = (— T COS t, —7rsin t, 0) Frenetov trobrid

Fleksija i torzija

Frenetove formule

¢(0) = (0,7,b), ¢(0)= (—r,0,0) Opéi parametar
iix = ¢(0) x &(0) = (0, —rb, 7?)
JednadZba oskulacijske ravnine je
7...0-(x—7r)—rbly—0)+r3(z—0)=0
odnosno nakon sredivanja

m...by—rz=0.




Frenetov trobrid

Lema 12 (Derivacija skalarnog produkta).
Neka je

a(t) = (a1(t), a2(t), as(t)), b(t) = (ba(t), ba(t), b3(t))-

Tada je

Dokaz.

d d
g(ab) = g(albl + axby + a3b3) =
= a/lbl I albﬁ 4F a/2b2 4 azb/2 4F a/3b3 A a3b§ =

= (a'lbl + abby + a’3b3) + (albll + axbh + a3b'3) =
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= (a17a/27a’3) . (b17b27b3) + (a17a27a3) . ( ?[)bl27b/3) — DIVELS

Damir Horvat

_ dﬁb + CL% Krivulje u prostoru
— dt dt Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Q? Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

Neka je ¢ : I — R3 regularna krivulja parametrizirana F,eksijaim,zij;
duljinom luka. Zeljeli bismo u svakoj totki krivulje Onéi porarmetar
definirati jednu ortonormiranu bazu za R3 koja bi nam
davala neke informacije o zadanoj krivulji.
Najjednostavnije bi bilo da u svakoj to¢ki krivulje
uzmemo kanonsku bazu {7,7,k} koja je ortonormirana
(tj. u svaku totku krivulje nanesemo te vektore), no u
tom slucaju ti nam vektori ne bi davali neke informacije o

zadanoj krivulji jer su izabrani neovisno o samoj krivulji.




Za krivulju ¢ kaZemo da je nedegenerirana ako su ¢(t) i
¢(t) linearno nezavisni vektori u svakoj tocki t € I. Lako
se dokaZe da je nedegenerirana krivulja svaka krivulja &iji
graf nije ni to¢ka ni pravac. Posebno, svaka

nedegenerirana krivulja je regularna.

Neka je ¢ : I — R3 nedegenerirana krivulja
parametrizirana duljinom luka. U svakoj totki ¢(s)
definiramo trobrid pratilac

{?(s),z‘v’(s),ﬁ(s)}

na sljedeci nadin.
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?(S) = C/(S) Krivulje u prostoru

Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Jedini¢ni vektor glavne normale: Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

//( )
—
N(S) _ c'\$ Fleksija i torzija
— H l/( ) H Frenetove formule
c\s Opéi parametar

Jedini¢ni vektor binormale:
B(s) = T(s) x N(s)

{f(s),]_\f)(s),ﬁ(s)} zovemo trobridom pratiocem ili

Frenetovim trobridom krivulje ¢ u tocki s.
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Frenetov trobrid krivulje ¢ u svakoj tocki s je jedna
ortonormirana baza, tj. vektori f(s) ﬁ(s) i §(s) su
medusobno okomiti i jedini¢nih su duljina.

Zaista, jer je krivulja ¢ PDL
I7)]l = ) = 1.

S druge strane, zbog Hc’(s)” =1je Hc’(s)H2 =1,

odnosno ¢/(s)? = 1. Deriviranjem dobivamo

odnosno

iz ega slijedi da je /(s) L ¢(s).
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Tada je

T(s)- N(s) = (s)- ) 1

G~ e &)@ =0

pa je T(s) L N(s). Iz definicije slijedi da je || N(s)|| = 1.

Kako je E(s) = T(s) X N(s) iz definicije vektorskog
produkta slijedi da je

B(s) L T(s), B(s)L N(s).

Nadalje, iz dobivamo

—> — 2

1B = |T(s) x N(s)|
— [FGIFING)P - (T6)- Nes)) =

—1-1-0=1,
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za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

pa je HE(S)H = 1. Prema tome Frenetov trobrid Divjak,

Damir Horvat

7 ~ B Krivulje u prostoru
{ T'(s), N(s), B(s)} Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

je zaista jedna ortonormirana baza za svaki s € I.
Fleksija i torzija
Frenetove formule

Napomena. Opéi parametar
Vektorsko polje V' na R3 je preslikavanje koje svakoj toZki

T € R3 pridruZuje neki vektor nanesen iz te tocke.
Specijalno, T, N,E su jedini¢na vektorska polja na
krivulji ¢ koja redom zovemo tangencijalno polje, polje

glavnih normala i polje binormala krivulje c.




Matematicke metode
za informaticare

s >R . “l.* . . . . prof.dr.sc. BlaZzenka
Polja T, N i B u svakoj tocki krivulje odreduju tri Divjak,
Damir Horvat

ravnine:
- . - - . .
o Oskulacijska ravnina razapeta je vektorima 7'(s) i il e

Definicija krivulje
— . . o —> . . . Jednadzba tangente
N(s) i prolazi totkom ¢(s), a vektor B(s) je njezina Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

normala. Jednadzba te ravnine glasi

Fleksija i torzija

(x — o(s)) - B(s) = 0, Fronctov frnule
gdje je x = (z,y, z) radijvektor proizvoljne totke u
toj ravnini. To je ravnina koja se najbolje priljubljuje
uz krivulju u zadanoj tocki krivulje. Posebno, ako je
prostorna krivulja ravninska, tada ona lezi u svojoj

oskulacijskoj ravnini.




.
o Normalna ravnina je razapeta vektorima N(s) i
—> —
B(s) i prolazi to¢kom c¢(s), a vektor T'(s) je njezina
normala. JednadzZba te ravnine glasi

—>

(x —c(s)) - T(s) =0,

gdje je x = («,y, ) radijvektor proizvoljne totke u

toj ravnini.
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ope 0o o E . —> Krivulje u prostoru

o Rektifikacijska ravnina je razapeta vektorima 7'(s) Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

- - - - - -
i B(s) i prolazi totkom c(s), a vektor N(s) je Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina

njezina normala. JednadZba te ravnine glasi
Fleksija i torzija
— Frenetove formule

(X = C(S)) . N(S) == 0’ Opéi parametar

gdje je x = («,y, z) radijvektor proizvoljne totke u

toj ravnini.
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za informaticare

Isto tako, svaki od vektora iz Frenetovog trobrida o drsc. Blazenka
odreduje po jedan pravac: Divjak,

Damir Horvat

o tangenta krivulje u totki c(s) je pravac koji prolazi
> Krivulje u prostoru
& 11 H Definicija krivulje
to¢kom ¢(s) i ima vektor smjera T'(s) PR
Duljina luka krivulje

e normala krivulje u to¢ki ¢(s) je pravac koji prolazi Reparametrizaciia

Oskulacijska ravnina

to¢kom c(s) i ima vektor smjera ﬁ(s)

Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

@ binormala krivulje u toZki ¢(s) je pravac koji prolazi
—>
totkom c(s) i ima vektor smjera B(s)
Napomena.
Vektor smjera pravca ne mora biti jedini¢ne duljine.
Stoga za vektore smjera tangente, normale i binormale

mozemo uzeti redom bilo koje vektore koji su kolinearni s

T(s), N(s) odnosno B(s).
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prof.dr.sc. Blazenka

Primjer 75. Divjak,
Odredite Frenetov trobrid, oskulacijsku, normalnu i Damir Horvat
rektifikacijsku ravninu, te tangentu, normalu i binormalu KSZEE;Z;}L prostory
krivulje Jednadzba tangente

Duljina luka krivulje

Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

s z s bs
ClS) = 1AaCOS —F/——, ASIN —F/—5—, —/—5— i
(s) < Va?4b?’ Va24b?’ \/a2+b? ) Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

u to¢ki T'(a,0,0), pri &emu je a > 0.

Rjesenje
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za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Primjer 75. Divjak,
Odredite Frenetov trobrid, oskulacijsku, normalnu i Damir Horvat
rektifikacijsku ravninu, te tangentu, normalu i binormalu KSZEE;Z;}L prostory
krivulje Jednadzba tangente

Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

s z s bs
ClS) = 1AaCOS —F/——, ASIN —F/—5—, —/—5— i
(s) < Va?4b?’ Va24b?’ \/a2+b? ) Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar

u to¢ki T'(a,0,0), pri &emu je a > 0.
Rjesenje

Totku T'(a,0,0) dobijemo za s = 0.

/ _ —a H s a s b
¢ (S) — (\/a2+b2 =l VaZ+b2’ a2+ cors Va2+p2’ \/a2+b2>

Hc’(s)H =1 pa je krivulja ¢ PDL




/1 _ —a S —a g S
c'(s) = (a2+b2 COS =7 73 SN T 0)

=

IO = 7

Po definiciji je

Kako je
‘0= (0, 7t vtw)

0= (25500) . 0] =

a

a? + b2

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

Fleksija i torzija
Frenetove formule
Opéi parametar




slijedi da je Frenetov trobrid krivulje ¢ u to¢ki T'(a,0,0)

70) = (0. 7w )
N(0) = 522 (a2+b2, 0) = (~1,0,0)

oot

@)= 710~ <Q¢M+m M?lm)

Oskulacijska ravnina krivulje ¢ u totki T'(a, 0,0):
Normala te ravnine je vektor E(O) no kako je vaZan

samo smjer, za normalu moZemo uzeti vektor
va? +b?- B(0) = (0,—b,a)

To...0-(x—a)—bly—0)+a(z—0)=0
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Nakon sredivanja dobivamo
To...by —az = 0.

Normalna ravnina krivulje ¢ u totki T'(a, 0, 0):
Normala te ravnine je vektor f(O) no kako je vaZan

samo smjer, za normalu moZzemo uzeti vektor
VaZ ¥ 52 - T(0) = (0,a,b)

Tn-..0- (2 —a)+a(y—0)+b(z—0) =0,
odnosno nakon sredivanja

T - -.ay +bz=0.
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Matematicke metode

Rektifikacijska ravnina krivulje ¢ u totki T'(a,0,0): za informaticare
- x
Normala te ravnine je vektor N(0) pa je njezina protdrse. e

Damir Horvat

jednadZba

Krivulje u prostoru

Definicija krivulje
Ty oo — 1 ° (ﬂf == CL) + 0 o (y — 0) + 0 . (Z — O) - O, Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

odnosno nakon sredivanja

Fleksija i torzija
Frenetove formule
Tp... T — QA= 0 Opéi parametar

Tangenta krivulje ¢ u totki T'(a, 0, 0):
Vektor smjera tog pravca je T)(O) no kako je vaZan samo

smjer, za vektor smjera mozemo uzeti
VaZ+ b2 T(0) = (0,a,b)

r—a vy
0 a




Normala krivulje ¢ u totki T'(a, 0, 0):
Vektor smjera tog pravca je ]T/Z(O) pa je njegova

jednadZba
z—a

=1

Binormala krivulje ¢ u totki T'(a, 0, 0):

Vektor smjera tog pravca je §(0) no kako je vazan samo

smjer, za vektor smjera mozemo uzeti
VaZ ¥ 52 - B(0) = (0,—b,a)

T —a Y
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Matematicke metode

Fleksija i torzija prostorne krivulje o informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Neka je ¢ : I — R3 regularna krivulja PDL. Krivulje u prostoru

Definicija krivulje

2, 1o o 0 g ~20 OO0 g g g E E Jednadzba t: t
Zeljeli bismo na neki na&in mjeriti koliko jako je krivulja ¢ [N NS
Reparametrizacija

zakrivljena u nekoj totki c(s). Ideja je da u tocki c(s) Oskulacijska ravnina

Frenetov trobrid
pogledamo tangencijalni vektor T(s) te krivulje. Zatim Frenetove formule
uzmemo neku drugu totku ¢(s + As) na krivulji koja je Opetparamets
blizu totke c(s) i pogledamo tangencijalni vektor
T(s + As) u toj totki. Ozna&imo sa Agp kut izmedu tih

tangencijalnih vektora, tj.

Ap=4« (?(s), ?(s + As)) .
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prof.dr.sc. Blazenka

=3 Divjak,
T (s+As) Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
= Jednadzba tangente
T(s) As Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

C (S+AS)

N A-T- Frenetov trobrid
c(s) T (S ) Frenetove formule
\ Opéi parametar




Sada razmisljamo dalje ovako. Ako se iz totke c(s)
pomaknemo duZ luka krivulje za neki As, tada se
tangencijalni vektor T(s) zakrene za neki kut Ay i
poprimi poloZaj tangencijalnog vektora ?(s + As). Sada
mjerimo promjenu % kada As — 0 i taj broj zovemo
zakrivljenost ili fleksija krivulje ¢ u totki ¢(s). Dakle,
zakrivljenost ili fleksija krivulje mjeri promjenu smjera
tangente krivulje. Napomenimo da sa Ay zapravo
oznacavamo apsolutnu vrijednost zakreta tangencijalnog

vektora u radijanima duZ odredenog luka.
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Divjak,
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Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
- oo o a0 0 (o - . Damir Horva
Preciznije, fleksija ili zakrivljenost regularne krivulje i Horvat
¢ : I — R3 koja je PDL je preslikavanje S
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

K . I — R Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

Frenetov trobrid

def| nirano s Frenetove formule
. ASO Opc¢i parametar
k(s) = lim

As—0 As ’

Dakle, fleksija krivulje je grani€na vrijednost kvocijenta
zakreta tangencijalnog vektora duz nekog luka krivulje i

duljine tog luka.




Matematicke metode
za informaticare

Definicija fleksije je malo nespretna za samo raéunanje pa prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

¢emo sada izvesti formulu pomocu koje ¢emo vrlo

jednostavno racunati fleksiju. Uz prethodne oznake, Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente

— —
dovedemo li vektore T'(s) i T'(s + As) u istu tocku, dobit  [EsS

Reparametrizacija

¢emo trokut kojemu je jedan kut A¢p. S druge strane, jer Oskulacijska ravnina

Frenetov trobrid

je krivulja ¢ PDL, vrijedi e il

Opéi parametar

IT()]| = | T(s +as)| =1,

pa je taj trokut zapravo jednakokracan. Iz tog trokuta

dobivamo N
Ay _ AT

2 2
gdie je AT = T(s + As) — T(s).

sin
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

>

o ASO ”AT H Damir Horvat

E ||m Ai = m — - T =
As—0 8 As—0 ”AT H & Krivulje u prostoru
Definicija krivulje

> > gzd:nadilbz:( takn.genIFe

uljina luka krivulje
= lim ASD . HATH _ dT _ HC”(S)H Reparametrizacija

— — — Oskulacijska ravnina

A
As—0 2sin T‘P As ds Frenetov trobrid

Frenetove formule
Opéi parametar

Dakle, ako je ¢ : I — R3 regularna krivulja koja je PDL,
tada je

w(s) = [|¢'(s)l|

Polumjer zakrivljenosti je recipro¢na vrijednost fleksije, tj.

1
p(s) = 0s)

=




Na sli¢an nacin definiramo i torziju regularne krivulje
¢ : I — R3 koja je PDL. Naime, sada umjesto
tangencijalnog vektora T(s) promatramo vektor
binormale E(s) i mjerimo grani¢nu vrijednost kvocijenta
zakreta vektora binormale duz nekog luka krivulje i
duljine tog luka, tj. preciznije torzija krivulje ¢ u tocki s
je jednaka

Ay

)= i e

gdje je (analogno kao i kod fleksije) A vrijednost

zakreta vektora binormale ﬁ(s) u radijanima duZ nekog
luka (samo 3to ovdje ne uzimamo apsolutnu vrijednost).
Dakle, torzija krivulje mjeri promjenu smjera binormale

krivulje.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Frenetove formule
Opéi parametar




Preciznije, torzija ili sukanje regularne krivulje ¢ : I — R3

koja je PDL je preslikavanje

7:1— R,
definirano s
(s) = lim a¢y
T = A0 A

gdje je A zakret vektora binormale E(s) u radijanima
duz luka As. Napomenimo jos jednom da smo kod
fleksije uzeli apsolutnu vrijednost zakreta tangencijalnog
vektora. Ovdje nismo uzeli apsolutnu vrijednost jer nas
zanima i u kojem smjeru se zakreée vektor binormale, Sto
nas kod tangencijalnog vektora nije zanimalo (naravno,
moglo nas je to i tamo zanimati pa bismo onda imali

drukgiju definiciju fleksije).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Frenetove formule
Opéi parametar




MoZe se dokazati (na sli¢an na&in kao i kod fleksije) da je

torzija po apsolutnoj vrijednosti jednaka

T=14s

odnosno preciznije

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Frenetove formule
Opéi parametar




Napomena.
Kod ravninskih krivulja se u definiciji fleksije uzima u

obzir i smjer zakreta tangencijalnog vektora. Tada se
pokazuje da, ako je ¢ : I — R? ravninska krivulja koja je

PDL, tada se njezina fleksija ra¢una po formuli
K(s) = det (d(s),c"(s)).

Nama je ovdje osnovni ambijent R3 pa ¢emo na svaku
ravninsku krivulju gledati kao na prostornu krivulju i
njezinu fleksiju ra¢unati po formuli za ra¢unanje fleksije

prostorne krivulje.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 76.
Odredite fleksiju i torziju obi¢ne cilindri¢ne spirale. protdrse. e

Damir Horvat

Rjesenje
Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 76.
Odredite fleksiju i torziju obi¢ne cilindri¢ne spirale. protdrse. e

Damir Horvat

Rjesenje

. .. - v _ w . Krivulje u prostoru
Parametrizacija duljinom luka obi¢ne cilindri¢ne spirale Definicija krivulje
. JednadZba tangente
g|aSI Duljina luka krivulje
Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

s 2 s bs
ClS) = |acC0S ————, aSIN —/——5, 55— ij
( ) ( \% a2+b2 ’ Vv a2+b2 ! V a2+b2 ) Frenetove formule

Opéi parametar

Nadalje je

/ _ —a . s a s b
c (8) — <\/a2+b2 sin \/a2+b27 \/a2+b2 cos \/a2+b27 \/a2+b2)

/! _ —a S —a H S
c'(s) = <a2+b2 COS ==, 2 SN 2w 0)

Dakle,
a

K(s) = ||"(s)|| = AR = const.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Damir Horvat

>
Ts:(_“ sin ——= I cos ——2 b)
( ) Va2 +b2 Va2+b2’ Va?+b? Va2+b2’ Va?2+b2 Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
]—\/z( ) ( . ) . O) Jednadzba tangente
S)=|—C0S —F——, —SIN —— Duljina luka krivulje
V CL2+b2 ? V a2+b2 ’ Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
B» b ) 5 b 5 @ Frenetov trobrid
S) = Sin COS i
( ) (\/a2+b2 \/(12—‘,-()2 2 \/a2+b2 \/a2+b2 2 \/a2+b2 ) Frenetove formule
Opéi parametar
>
dB = (2 cos == b sin =2 O)
ds a?+b? Va2+627 a?+b° 7 /a2 442
dB b
—>
7(s) = —=N(s) - — = ———5 = const.
ds  a?+b?

Dakle, obi¢na cilindri¢na spirala ima konstantnu fleksiju i

konstantnu torziju.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Primjer 77. o
ivjak,
Odredite fleksiju i torziju kruZnice Demigbionat
s ) Krivulje u prostoru
. . Definicija krivulje
C(S) — (T Cos —, rsin —, 0) - Jednadzba tangente
r r Duljina luka krivulje
Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina

Rjesenje Frenetov trobrid

Frenetove formule
Opéi parametar




Primjer 77.

Odredite fleksiju i torziju kruZnice

Rjesenje

Stoga je

c(s) = (rcosf, 7 sin f,O) .
T r

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Frenetove formule
Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
17 Definicija krivulje
- C (S) S .S Jednadzba tangente
N(s) = —F+47 = (— cos —, —sin —, O) Duljina luka krivulje
‘ ‘ Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Frenetove formule
Opéi parametar

Stoga je N

dB

= 0

ds

Dakle, fleksija i torzija kruznice su konstantne. Fleksija je

7(s) = —N(s) -

jednaka recipro¢noj vrijednosti polumjera, a torzija je 0.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Napomena. Divjak,
. . Damir Horvat
Pokazuje se da uz zadane funkcije k,7: I — R,

Krivulje u prostoru

k(s) = 0, postoji jedinstvena do na poloZzaj u prostoru Definicija krivulje
5 . P .. .. . e o Jednadzba tangente
krivulja kojoj je  fleksija, a 7 torzija. Drugim rije¢ima, Duljina luka krivulje

Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

ako postoje dvije krivulje c1 i cp koje imaju istu fleksiju i

istu torziju, tada postoji izometrija prostora koja krivulju ETENErVelformie

Opéi parametar

c1 preslikava u krivulju c;.
Tako je npr., zavojnica odredena s k = const. i

1

7 = const., dok je kruZnica polumjera r odredena s k = ;

iT™=0.
Dokazat ¢emo kasnije da je za svaku ravninsku krivulju

7=0.




Frenetove formule

Propozicija 61 (Frenetove formule).

{T)(S),J_V)(S), E(s)} u svakoj tocki ¢(s) &ini jednu

ortonormiranu bazu, pa je

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje

Neka je ¢ nedegenerirana krivulja PDL, ¢ : I — R3. Tada Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
vrijedi: Orboiecieta mina
Frenetov trobrid
?’(S) _ R(S)]_V)(S) Fleksija itorzija
—)/ = -
N'(s) = —r(s)T(s) + 7(s)B(s)
B'(s) = —7(s)N(s)
Dokaz.

Opéi parametar




T'(s) = a11(s)T () + a12(s)N(s) + a13(s)B(s) (1)
N'(s) = a21(s)T (5) + aza(s)N(s) + azs(s)B(s)  (2)
B'(s) = asi(s)T(s) + as2(s)N(s) + azs(s)B(s)  (3)

gdje su a;; : I — R za sada neodredene funkcije. Kako je
7(5)2 = 1, deriviranjem slijedi da je T'. T =0.
Pomnozimo li (1) skalarno s T, dobivamo T'- T = ay1,
pa je stoga a;; = 0. Analogno je, zbog ]_\f(s)2 =1i
B(s)2=1, ax» = 0i azz = 0.

Nadalje, iz T-N=0 deriviranjem slijedi

—

T".N+T- N =0. (%)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija

Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

— —
PomnoZimo li (1) skalarno s N, a (2) skalarno s 7', prof.dr.sc. Blazenka
o Divjak,
d0b|Va mo Damir Horvat

- - - > Krivulje u prostoru
T' N =aip, T -N =ao, Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Poptuno analogno, zbog T-B=0iN-B= 0, Fleksija i torzija

i nakon uvrstavanja u (x) slijedi da je ax1 = —aq2.

Opéi parametar

dobivamo a3; = —ai3 i a3z = —an3.

_ ds) _ Ts) _T(s)
Il 1T s)| #(s)

N(s)
pa je N .
T'(s) = k(s)N(s).

Zbog jedinstvenosti prikaza u bazi je a0 = K, a13 = 0.




Matematicke metode
. za informaticare
Nadalje, e, Blasen
prot.dr.sc. azenka
— = Divjak,
/
T(S) = _N(S) : B (S) = —a3z2 = az3, Damir Horvat

iz ¢ega slijede preostale dvije jednakosti iz tvrdnje Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
@ Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

PropOZiCija 62. Frenetov trobrid
Neka je c : I — R3 nedegenerirana krivulja. Krivulja c je Fleksija i torzija
ravninska akko 7 = 0.

propozicije.

Opéi parametar

Dokaz.
Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je ¢
PDL.

=]
Ako je c ravninska krivulja, tada postoji ravnina u kojoj ¢

leZi
(x—=p)-a=0




Matematicke metode

gdje su p, q € R3 konstantni vektori. Kako je ¢ u toj zalinformatizars
ravnini, onda vrijedi e

Damir Horvat

(c(s) — p) . q — 0 Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
.. _ . JednadZba tangente
Deriviramo li jednom, dobivamo Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

/ _ Frenetov trobrid
c(s)-q=0,

Fleksija i torzija

Opéi parametar

te nakon toga jos jednom
d'(s)-q=0.
Dakle, q L ¢ iq L ¢”. No, i vektor binormale B ima to

svojstvo, pa je

E S) = ——— — const.
() =+




Sada iz Frenetovih formula slijedi
0= B'(s) = —7(s)N(s).

Kako je zbog regularnosti f\f(s) =% O, slijedi da je
7(s) =0, za svaki s € I.

Pretpostavimo da je 7(s) = 0 za svaki s € I. Tada je

prema Frenetovim formulama
B'(s) = —(s)N(s) =0

iz Cega slijedi da je B = const. DokaZimo da krivulja ¢

Y
leZi u ravnini ¢ija normala je vektor B i koja prolazi

to¢kom ¢(sg). Drugim rije¢ima, Zelimo dokazati da je

(c(s) — c(s0)) - B=0,

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija

Opéi parametar




Matematicke metode
za informaticare

: . . . L. . ) L. prof.dr.sc. Blazenka
tj. da krivulja ¢ lezi u svojoj oskulacijskoj ravnini. U tu Divjak,
Damir Horvat
svrhu promotrimo funkciju
Krivulje u prostoru
Definicija krivulje

5 JednadZba tangente
f:I—R Duljina luka krivulje

Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

deﬁ niranu s Frenetov trobrid

Fleksija i torzija
f(s) = (C(S) — C(SO)) . E Opéi parametar

Derivacija te funkcije je

pa je f konstanta na I. Kako je f(sp) =0, onda je
f(s) =0 za svako s € I, pa je c zaista ravninska krivulja

i ona lezi u svojoj oskulacijskoj ravnini. Q




Pogledajmo sada konaéno i pravac u prostoru kojeg smo
do sada izbjegavali. Naime, pravac je regularna krivulja,
ali je degenerirana. No, kod pravca je tangencijalni vektor

konstantan pa se ne zakrece i stoga je Ap = 0, pa je

A . 0
i) ALTO As ALTO As %

Kod pravca binormala nije definirana, tj. degenerira u
nulvektor, pa torzija nije definirana. No, kako je pravac
ravninska krivulja, moZemo definirati da je njegova torzija
jednaka 0 u svakoj tocki. Kako pravac lezi u beskonaéno
mnogo ravnina, onda oskulacijska ravnina pravca nije
odredena. Kako je svaka krivulja u prostoru do na polozaj
odredena svojom fleksijom i torzijom, tada jes k =0 i

7 = 0 odreden pravac u prostoru.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija

Opéi parametar




Krivulje parametrizirane op¢im
parametrom

Postavlja se pitanje kako odrediti Frenetov trobrid, fleksiju

i torziju za krivulje parametrizirane opéim parametrom.

Neka je ¢ : I — R3 krivulja parametrizirana opéim

parametrom. Znamo da je duljina luka jednaka

t
s(t) _/Hc'(T)HdT, to,t € I.
to

Derivacija te funkcije je jednaka

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid

Fleksija i torzija
Frenetove formule




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Nadalje, znamo da postoji reparametrizacija

Krivulje u prostoru

3 Definicija krivulje
C1 . J — R 5 J = S(I) Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje

Reparametrizacija

inverznom funkcijom ¢ = t(s) funkcije s. To je AR
. ao ao Fleksija i torzija
reparametrizacija duljinom luka. Frenetove formule

Kako je krivulja ¢; PDL, znamo definirati njen Frenetov

trobrid {?1,]_\;1,§1}, fleksiju k1 i torziju 7.




Za polaznu krivulju ¢ definiramo:

@ Polje tangencijalnih vektora

T(t) := T1(s(t)) = T1(s)

@ Polje glavnih normala
N(t) := N1(s(t)) = Na(s)
@ Polje binormala
B(t) := Ba(s(t) = Ba(s)
o Fleksiju
k(t) == ra(s(t)) = ra(s)
e Torziju

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule




Matematicke metode

PropOZiCija 63. za informatitare
Neka jec: I — R3 nedegenerirana krivulja. Tada je prof.dr.sc. Blasenka
Divjak,
Damir Horvat
¢(t)
T(t) = g rivulje u prostoru
I C(t) H KDefiHicijapkrivtulje
Jednadzba tangente
By - 0 () =
) x e Fronetou trobrid
e g e Fleksija i torzija
N(t) — B(t) X T(t) Frenetove formule
Dokaz.
Neka je c1(s) reparametrizacija krivulje ¢ duljinom luka.
} dc d dcy ds
0) = 20 = Lo o(t)) = La(0)) - &
— ds — .
=T1(s(t)) - = = T(1) - ||e(1)]]




Dakle, dobili smo da je

)
T = e

Nadalje je
de d

{0 = 5 = 5 (0 Jao]) = 5 (T0- 5 ) -

d2s - _ ds dT(t)

—q2 T+ g~ ~
d?s = ds d?l(s) ds
e T+ g~ &
d?s - ds\ 2 —
o TO+ (§) o) Fis) -

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule




é(t) x é(t) = % CT(t) x (jTj () + (j—j) - Ki(2) - N(t)) =

= (svojstva vektorskog produkta) =

— (d5>3n(t) (T(t) X J‘V’(t)) —

dt
_ (:)34» (Ta(s(8)) x Na(s(1))) =

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija

Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule




Dakle, dobili smo da je vektor ¢&(t) x ¢(t) kolinearan s
vektorom B (t) i istih su orijentacija. Kako je B(t)
jedini¢ni vektor, slijedi da je
_et) x é(t)

() > ()l

Kako je Frenetov trobrid desno orijentiran mora biti

B(t)

—

N(t) = B(t) x T(t).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule




Propozicija 64.
Za nedegeneriranu krivulju ¢ : I — R3 vrijedi

K(t) = let) x &)l (t) = det (¢(2), €(t), < (1))

le@)|® lle(t) x ()12
Dokaz.
Na kraju dokaza prethodne propozicije dobili smo
: . ds? = NIE =3
é(t) x &(t) = T s(t) B(t) = ||e(t)| x(t) B(t)

Uzmemo li normu lijeve i desne strane, dobivamo

le(t) x &) = [le@)|Pxt) | BE)|
=1

iz ¢ega slijedi formula za fleksiju.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule




Matematicke metode
za informaticare

. . f.dr.sc. Blazenka
Dokaz formule za torziju je analogan dokazu prethodne P ik,

Damir Horva
propozicije gdje, smo vec izratunali ¢(t) i ¢(t). Sada jo3 t

Krivulje u prostoru

na isti nacin izraunamo i ‘¢ (t) i raspi¥emo desnu stranu u  [SCEETENA
0 . . e . . . ) Jednadzba tangente
formuli za torziju koristeéi se svojstvima determinanti. © Duljina luka krivulje

Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina

Frenetov trobrid

Propozicija 65 (Frenetove formule). Fleksija i torzija
5 o o 5 o Frenetove formule
Neka je ¢ : I — R3 nedegenerirana krivulja. Tada je et

ﬂ — 1| ||x(t) N (2)

%(t) = —||é@)|| s () T () + ||ét)||r(¢) B

dB _ N
g(t) = —|le@®)||(¢) N (2)




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
. . Divjak,
Pl’lm_]er 78. Damir Horvat
v o oo = T o = t4 t3 t2
Izratunajte fleksiju i torziju krivulje c(t) = (4,%,%) u

Krivulje u prostoru

g o o /L0 = 5 o 2.0 Definicija krivulje
proizvoljnoj to¢ki krivulje i u tocki (1,1,1). B F i (gt
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule

Rjesenje




Primjer 78.

Izrakunajte fleksiju i torziju krivulje c(t) = (%, %, %) u

proizvoljnoj to¢ki krivulje i u tocki (1,1,1).

Rjesenje

Totku (1,1,1) dobijemo za t = 1.

ot) = (£,2%,1),

ét) = (3t3,2t,1), ¢(t) = (6t,2,0)

)| = VIE+ 5+ 2, oft) x (t) = (— 2,263, —t%)

|e(t) x ét)|| = Vi* + 4t0 +t8

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule




B3 2t
det (¢(t), &(t), ¢ (t)) = 32 2t 1| =283
6t 2 0

lle(t) x é(t)|| V4 4 46 +¢8

k(t) = =S

le()I® V(0 + 1t +2)3

et (é(t), é(t), €(t)) —2t3

"= Tan <O A

Fleksija i torzija u to¢ki (1,1,1) iznose

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Krivulje u prostoru
Definicija krivulje
Jednadzba tangente
Duljina luka krivulje
Reparametrizacija
Oskulacijska ravnina
Frenetov trobrid
Fleksija i torzija
Frenetove formule




Dio IX

Dvostruki integral
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
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Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
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omeden skup
[| svojstva
Ratunanje [[
Zamjena varijabli




S a d ri aj Matematicke metode

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

JJ pravokutnik

|/ omeden skup

@ Dvostruki integral

@ Problem povrsine Aici‘ﬂ:::a“
@ Jednostruki integral Zamjena varijabli

@ Dvostruke sume

@ Integriranje po pravokutniku

@ Integriranje po omedenom skupu

@ Svojstva dvostrukog integrala

@ Racdunanje dvostrukog integrala

@ Zamjena varijabli u dvostrukom integralu




Problem povrsine

Neka je X neprazan skup. Sigma algebra podskupova od
X je familija ¥ podskupova od X sa sljede¢im
svojstvima:

o XA

e FerXy=X\FEeX

e Ako je E, € X, n € N, tada je

U Enex

neN

Ureden par (X, Z) zovemo izmjeriv prostor, a elemente

skupa X izmjerivim skupovima.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

Dvostruki integral
ovrSine

Jednostruki integral

Dvostruke sume

JJ pravokutnik

|/ omeden skup

JJ svojstva

Ratunanje [[

Zamjena varijabli




Matematicke metode

Neka je (X, %) izmjeriv prostor. Pozitivna mjera na tom za informaticare
o oo prof.dr.sc. BlaZzenka
prostoru je funkcija Divjak,
Damir Horvat
lu : z = [07 OO] Dvostruki integral
ovriine
. . . . Jednostruki integral
sa sljedeé¢im svojstvima: Duostruke sume
[ pravokutnik
omeden skup
e M(Q) = 0 J| svojstva
.. o o ala .. Ratunanje [[
@ Za svaki niz E), izmjerivih skupova koji su u Zamjena varijabli

parovima medusobno disjunktni, tj.
EiﬂEj:(Z), za 1 #£j
vrijedi da je

o0

2 UEn :ZM(En)
n=1

n=1




Matematicke metode
za informaticare

Uredenu trojku (X, Y, u) zovemo prostor mjere. lichies, Ebmle
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
ovrSine

Primjer 79. JDEanStLUki integral
vostruke sume
Neka je X proizvoljni skup i neka je ¥ = P(X). Neka je

[ pravokutnik
omeden skup
svojstva

e s [0’ OO] Ragunanje [/

Zamjena varijabli

definirana s

(4) = card A, ako je A konalan skup
a B 00, ako je A beskona&an skup
Tada je (X P(X), ) prostor mjere, a mjeru [ zovemo

broje¢a mjera.




Matematicke metode
za informaticare

Nas ¢e zanimati skup R?, a mjera ¢e biti standardna prof.dr.sc. Blazenka
v o g . . . S Divjak,
povrsina skupa koja se aksiomatski uvodi na sljededi Damir Horvat
nacin. Neka je & familija svih izmjerivih skupova u Dvostruki integral
ovriine

ravnini. PovrSina skupa je preslikavanje Jednostruki integral

Dvostruke sume
JJ pravokutnik
X |/ omeden skup
P:¥ —[0,00] Jf svoistua
Ratunanje [[
Zamjena varijabli

koje zadovoljava sljedeca svojstva:
e P(E)>0

e ECF = P(E)< P(F)
e E=FUG, FNG=0= P(E)=P(F)+ P(G)

@ Neka je K kvadrat &ije su duljine stranica jednake 1.
Tada je P(K) =1.




Napomena.
U ovom trenutku jo$ nismo precizno definirali skup X, tj.

nismo nigdje rekli koji to skupovi u ravnini imaju povrsinu,
a koji nemaju. To ¢emo kasnije precizno definirati kada
uvedemo pojam dvostrukog integrala. Vidjet ¢emo tada
da svi nama dobro znani " lijepi skupovi” (pravokutnik,

krug...) pripadaju skupu X, tj. imaju povrsinu.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
ovrSine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik
omeden skup
J| svojstva
Ratunanje [[
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Jednostruki integral

Prije nego prijedemo na definiciju dvostrukog integrala,
prisjetimo se kako se definira odredeni integral omedene
funkcije f : [a,b] — R. Neka je p

a=20< 21 <Tr < < Tp 1<Tp=2>b

subdivizija segmenta [a, b]. Neka je m; najveca donja
ograda funkcije f na segmentu [z;_1,;], a M; najmanja

gornja ograda od f na [z;_1,z;]. Neka je
A.’L’i = T; — Tj—1

duljina segmenta [x;_1, 2;].

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral

Problem povrsine
ki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik
omeden skup

J| svojstva
Ratunanje [[
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Matematicke metode
za informaticare

Definiramo donju Darbouxovu sumu funkcije f s prof.dr.sc. Blazenka
. . Divjak,
obzirom na razdiobu p Ssa Damir Horvat

n Dvostruki integral
Problem povrsine
S(f, p) — g miAx’b Mlednostruki integral
Dvostruke sume
i=1 [ pravokutnik
omeden skup
svojstva

i gornju Darbouxovu sumu funkcije f s obzirom na Racunanje [ [

Zamjena varijabli

razdiobu p sa
n
S(f,p) =) MiAz;.
i=1
Neka je m najveca donja ograda funkcije f na segmentu

[a,b], a M najmanja gornja ograda funkcije f na

segmentu [a, b].




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine

Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
[[ svojstva

Ragunanje [/
Zamjena varijabli

a X2 AX3 X3 Xn_2 b




Otito je tada

Pretpostavimo sada da n — oo tako da Az; — 0. Ako je
tada

Jim_s(f,p) = lim S(f,p)
i taj limes ne ovisi o subdivizijama segmenta [a, b], tada
kaZemo da je funkcija f integrabilna u Riemannovom
smislu ili R-integrabilna na segmentu [a, b]. Zajednicki
limes gornje i donje Darbouxove sume zovemo

odredenim integralom funkcije f i oznadavamo s

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral

Problem povrsine
ki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik
omeden skup

J| svojstva
Ratunanje [[
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Problem povrsine

i integral

Dvostruke sume

[ pravokutnik
omeden skup
svojstva

Ratunanje [[
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Problem povrsine

i integral

Dvostruke sume
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Matematicke metode
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Problem povrsine

i integral

Dvostruke sume

[[ pravokutnik
omeden skup
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Ratunanje [[
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Dvostruki integral

Problem povrsine

i integral

Dvostruke sume

[[ pravokutnik
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Dvostruki integral

Problem povrsine

i integral

Dvostruke sume

[[ pravokutnik
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Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine

Dvostruke sume
[[ pravokutnik
omeden skup
svojstva
Ratunanje [[
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Dvostruke sume

Prije nego prijedemo na definiciju dvostrukog integrala,
pogledajmo prvo dvostruke sume, tj. sume u kojima se

sumira po dva indeksa. Promotrimo zapis
m n
> aii
i=1 j=1

Njega moZemo interpretirati na dva nacina:

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral

sume

J| svojstva
Ratunanje [[
Zamjena varijabli




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

1. naéin:

m Dvostruki integral

m n n

Problem povrsine

E E aij — E E aij — Jednostruki integral
liDVostruke sume

i=1 j=1 i=1 Jj=1 [ pravokutnik

|/ omeden skup

JJ svojstva

i=1 =2 =m Ratunanje [[

—N— —N— o N— Zamjena varijabli
n n n
= ay+) aztot) amj=
j=1 j=1 j=1

= (a11 + a2+ -+ a,) + (a1 + a2 + -+ - + azp)+
+"'+(am1+am2+"'+amn)




2. naéin:

m n m n
2> ai=) (D=
i =il
m
=> (an+ap+-+an) =
i=1

= (a11 + a2+ - +am) + (a21 + a2 + -+ - + azp)+
+"'+(aml+am2+"'+amn)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral

sume
| pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[
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Svojstva dvostrukih suma

=1 j=1 7j=11i=1
m n m n
E E aaij = E aij
=1 j=1 i=1 j=1
m n m n m n
E E am aF sz E E Qij aF g E bij
i=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

>3 ati= (3o zb

=1 j=1
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za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral

sume

svojstva
Ratunanje IS
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Integriranje po pravokutniku

Neka je f : R — R omedena funkcija na skupu R, gdje je
R =a,b] x [c,d]

pravokutnik Cije su stranice paralelne s koordinatnim

R/f

koji ¢e ukoliko je f "lijepa” nenegativna funkcija,
predstavljati volumen tijela odozgo omedenog grafom

osima. Zelimo definirati

funkcije f. Postupamo analogno kao i u slu€aju funkcije

Jjedne varijable.
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za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,
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Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

I/ pravokutnik
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Matematicke metode
N k . za informaticare
€Ka Je
J pl prof.dr.sc. BlaZzenka
DIVELS
Damir Horvat

a=20< 1< < Tp1<xp=0">0

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

I/ pravokutnik
C:y0<y1<<ym_1<ym:d omeden skup
J| svojstva
Ratunanje [[
Zamjena varijabli

subdivizija segmenta [a, b], a p2

subdivizija segmenta [c, d|.

Subdivizija pravokutnika R je uredeni par p = (p1, p2),

gdje su p1 i py subdivizije segmenta [a, b], odnosno [c, d].
Pravokutnike
R’L] — [xi—lvxi] X [yj—lvyj]v h— 17' -, N, j — 17' ..,

zovemo pravokutnicima subdivizije p.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

A Damir Horvat

d :y _______ Dvostruki integral
m Problem povrsine

y mi1 F------ Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

[ omeden skup

P J
yj Rij [| svojstva
Ratunanje [[
Zamjena varijabli

Yi-1 -

Y1 f-—----
C=Yo f------

]
:
a=Xp X1 X2 Xi_1 Xi Xn-1 b=Xn




Neka je d;; duljina dijagonale pravokutnika R;;.
Dijametar ili o€ica subdivizije p je broj
i(p) = max{dij i=1,...,n, j= 1,...,m},

tj. najveca od svih dijagonala pravokutnika R;;.

Nadalje, povrSina pravokutnika R;; jednaka je
P(RU) = A:L',L'ij,
gdje je

Azi =z —xi—1, Ay; =y; — yj-1-
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za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

I/ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[
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Kako je f omedena funkcija na pravokutniku R, tada je
ona omedena i na svakom od pravokutnika R;;. Stoga

postoje brojevi my, My, m;;, M;; takvi da je
my < f(z,y) < My, zasvaki (z,y) € R
mi; < f(z,y) < My, zasvaki (z,y) € R;;
gdje su my i My najveca donja i najmanja gornja ograda

funkcije f na R, a m;; i M;; najveca donja i najmanja

gornja ograda funkcije f na R;;.
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Problem povrsine
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Definiramo donju Darbouxovu sumu funkcije f s

obzirom na razdiobu p sa

n

(f> Z meszAy]

i=1 j=1

i gornju Darbouxovu sumu funkcije f s obzirom na

razdiobu p sa
n m
) = Z Z MijA;Ciij
i=1 j=1
Ocito uvijek vrijedi

myP(R) < s(f,p) < S(f,p) < MyP(R).
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Damir Horvat
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Problem povrsine
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Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
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[[ omeden skup
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Pretpostavimo sada da n,m — oo tako da 6(p) — 0.
Ako je tada

lim s(f,p)= Ilim S(f,
il (f:p) e (fp)

i taj limes ne ovisi o subdivizijama pravokutnika R, tada
kaZzemo da je funkcija f integrabilna u Riemannovom
smislu na pravokutniku R. Zajednicki limes gornje i donje
Darbouxove sume zovemo dvostrukim integralom

funkcije f na pravokutniku R i oznatavamo s

/f(:r,y)dxdy i //f(m,y)dxdy
R R
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Napomena.
Osim gornjih i donjih Darbouxovih suma se mogu

promatrati jo$ i integralne sume. Neka je p;
a=x0<x1< < Tp_1<xTp=2>b

subdivizija segmenta [a, b], a p2
c=yo<y1 < - <Yn-1<Yn=4d

subdivizija segmenta [c, d], a p pripadna subdivizija
pravokutnika R = [a,b] X [c,d]. Integralna suma funkcije

f s obzirom na subdiviziju p je

I(f,0) =D flus, v))AwiAy;

i=1 j=1
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Damir Horvat

Dvostruki integral
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pri &emu je (u;,v;) € R;; proizvoljna totka. OCito je da
vrijedi

s(f,p) < I(f.p) < S(f,p)-
Stoga se moze dvostruki integral funkcije f na

pravokutniku R definirati i preko integralnih suma kao

4 [ )dady = lim 1(5.0).

ukoliko taj limes postoji i ne ovisi o subdivizijama

pravokutnika R.
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Geometrijsko znacenje dvostrukog
integrala

Neka je f neprekidna i nenegativna funkcija na
pravokutniku R = [a, b] X [¢,d]. Volumen tijela omedenog
pravokutnikom R odozdo i plohom z = f(z,y) odozgo

po definiciji je jednak

V= // F(z,y) dz dy.
R

Ovo je razumna definicija jer je jasno da uzimanjem sve
finijih subdivizija pravokutnika R, Darbouxove i integralne
sume sve bolje aproksimiraju volumen tijela ispod grafa

funkcije f, 5to ¢e onda na limesu dati Zeljeni volumen.
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Primjer 80.
Izralunajte integral funkcije f(x,y) = a = const. na o Diiak,

pravokutniku R = [a, b] X [c,d]. S
vostruki integra

. 2 Problem povrsine
IRjeseDiE Jednostruki integral

Dvostruke sume

I/ “pravokutnik
|/ omeden skup
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Ratunanje [[

Zamjena varijabli




Matematicke metode
za informaticare

Prlm_ler 80- prof.dr.sc. Blazenka
. . . . — — jak,
Izralunajte integral funkcije f(x,y) = a = const. na Dok,

pravokutniku R = [a,b] X [c, d].

Dvostruki integral
Problem povrsine

Rjesenje Jednostruki integral
N k I Dvostruke sume
T — izvolj icij T pravokuti
eka je p1 = {@o, x1,..., 2} proizvoljna particija F—

JJ svojstva

segmenta [a, b], a p» = {yo,yl, ... ,ym} proizvoljna Ratunanje /[
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particija segmenta [c,d]. Tada je
p=p1xp2={(xiy;): Ti € p1, Y;j € p2}

particija pravokutnika R. Kako je f konstanta na R, tada

je ona konstanta na svakom pravokutniku Z;;, pa je

mij:Mij:a, izl,...,n, ]:1,,m




Stoga je

n m

i=1 j=1

m

=« ZAmi Zij =a(b—a)(d—c).
i=1 j=1

Dakle,

5(2{108(f’ p) = 5(|pi)”lo S(f,p) = a(b—a)(d—c),

//ada;dy:a(b—a)(d—c).

R

pa je
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U slu¢aju da je @ > 0, dobivamo volumen kvadra koji je
odozdo omeden pravokutnikom R, a odozgo ravninom

z = . Ovo se slaZe sa poznatom formulom za radunanje
volumena kvadra. Naime, volumen kvadra jednak je
produktu duljina njegovih susjednih bridova, a ovdje su

duljine tih bridova b —a, d — c i a.
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Nije svaka omedena funkcija Riemann integrabilna. Na
primjer, neka je R = [a,b] X [c, d] proizvoljni pravokutnik,
a f: R — R funkcija definirana s
1, akosu z,y€Q
flz,y) = o
0, inace

Funkcija f nije Riemann integrabilna. Zaista, za svaku
subdiviziju p pravokutnika R je
mi; =0, My =1, i=1,...,n, 5=1,...,m
jer je skup Q gust u skupu R. No tada je
s(f,p) =0, S(f,p)=(b—a)(d—c)

za svaku subdiviziju p pravokutnika R.
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No, tada je
Dvostruki integral
o . Problem povrsine
lim S(f, p) # lim S(f, p) Jednostruki integral
5(p)~>0 5(p)~>0 Dvostruke surr:(e
Il pravokutnil
JJ omeden skup
pa f nije Riemann integrabilna. igiti:?:;:a”‘
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Pokazuje se da vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 51.
Neka je R = [a,b] x [c,d]. Svaka neprekidna funkcija

f : R — R je Riemann integrabilna.




Matematicke metode
za informaticare

Napomena.
. o 3 . . prof.dr.sc. BlaZzenka
Osim Riemmanovog integrala postoji i Lebesgueov Divjak,

Damir Horvat

integral koji je puno opéenitiji i moZe se definirati za

Dvostruki integral

realnu funkciju definiranu na nekom prostoru mjere. Problem povrsine

Jednostruki integral

Konkretno, u R" se definira Lebesgueova mjera skupa i koo

. - . a .. |/ omeden skup
pokazuje se da nije svaki skup Lebesgue izmjeriv. S JT svojstva
Ratunanje [

obzirom na tu mjeru se definira i Lebesgueov integral Zamjena varijabli

realne funkcije definirane na R™ (ili na nekom njegovom
podskupu). Pokazuje se da ako je omedena funkcija
Riemann integrabilna da je onda ona i Lebesgue
integrabilna i da ta dva integrala imaju iste vrijednosti.
Medutim, postoje funkcije koje nisu Riemann
integrabilne, ali jesu Lebesgue integrabilne. Jedan takav

jednostavan primjer je funkcija




fory) = 1, .akovsu z,y €Q
0, inace

Za nju smo vidjeli da nije Riemann integrabilna na

pravokutniku. No, ona jest Lebesgue integrabilna na

pravokutniku i njezin Lebesgueov integral je jednak 0. U

definiciju i detalje Lebesgueovog integrala ovdje ne¢emo

ulaziti.

MoZemo se zapitati zasSto uvoditi Lebesgueov integral kad
je on za "lijepe” funkcije jednak Riemannovom.
Uostalom, zasto bi nam bilo stalo integrirati funkciju
poput gornje koja poprima samo dvije vrijednosti i ima
prekid u svakoj tocki.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
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Damir Horvat
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Jednostruki integral
Dvostruke sume

I/ pravokutnik

omeden skup

J| svojstva
Ratunanje [[
Zamjena varijabli




Pogledamo li malo bolje funkciju f vidimo da je ona
zapravo karakteristi¢na funkcija skupa koji se sastoji od
toc¢aka ¢ije su obje koordinate racionalni brojevi. MoZemo
se zapitati kolika je vjerojatnost da je unutar zadanog
pravokutnika odabrana tocka Cije su obje koordinate
racionalne. Da bismo mogli izracunati tu vjerojatnost
trebali bismo integrirati zadanu funkciju koja nije

Riemann integrabilna, ali jest Lebesgue integrabilna.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

I/ pravokutnik
omeden skup
J| svojstva
Ratunanje [[
Zamjena varijabli




Integriranje po omedenom skupu N fomatitare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Htjeli bismo integrirati i po nekim drugim skupovima u Dvostruki integral
.. ) .. X Problem povrsine
ravnini, a ne samo po pravokutniku &ije su stranice Jednostruki integral

Dvostruke sume

2 = B [ k 13
paralelne s koordinatnim osima. %:t:.'(up

|| svojstva

Neka je S C R? proizvoljan omeden skup i f: S — R Ratunanje ([
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omedena funkcija. Zelimo definirati

I

koji bi u slu¢aju da je f nenegativna neprekidna funkcija
predstavljao volumen tijela koje je omedeno odozdo

skupom S, a odozgo grafom funkcije f.




Ideja je da integral po skupu S svedemo na integral po

pravokutniku.
Preciznije, neka je R = [a, b] X [c, d] pravokutnik takav da
je S C R. Neka je f: R — R funkcija definirana s

2 Jf@y), (zy)es
Ho=0"0" @) er\S

KaZemo da je omedena funkcija f Riemann integrabilna
na omedenom skupu S ako je funkcija f Riemann

integrabilna na R i definiramo

g

Matematicke metode
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U slu€aju da je f nenegativna neprekidna funkcija na
skupu S, tada je volumen tijela koje je omedeno odozdo
skupom S, a odozgo grafom od f po definiciji jednak

V= // f(z,y) dz dy.
S

Matematicke metode
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Sada moZemo precizno definirati povrsinu nekog skupa u
ravnini.

Za skup S C R? kaZemo da ima povrinu ili da je
izmjeriv u Jordanovom smislu, odnosno J-izmjeriv,
ako je omeden i postoji pravokutnik R takav da je S C R
i da je karakteristi¢na funkcija x4 : R — R skupa S

definirana s

1, (z,y)es

Xs(7,y) = -
0, inace

Riemann integrabilna. U tom sluéaju broj

[

R

zovemo povrsina skupa S i oznatavamo s P(.5).
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Lako se dokaZe da postojanje i iznos povrSine skupa S ne
ovise o odabranom pravokutniku R C S. Takoder,
pravokutnik R = [a, b] X [c,d] ima povr$inu i ona iznosi
P(R) = (b—a)(d - ¢).

Iz definicije povrsine skupa i definicije dvostrukog

integrala na omedenom skupu slijedi

P(S)_//Xs(x,y)dxdy_//dmdy.
R S
P(S)://dxdy

S
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Za omeden skup A C R? kaZemo da ima povrinu nula
ako ima povrsinu i ta povrsina je jednaka nuli. MoZe se

dokazati da vrijedi sljedece:

@ Unija kona&no mnogo skupova povrsine nula je skup
povrsine nula

@ Podskup skupa povrsine nula je skup povrsine nula
@ Graf neprekidne funkcije je skup povrsine nula

@ Omeden skup S C R? ima povréinu akko je njegov
rub skup povrsine nula
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Iz navedenih tvrdnji zaklju¢ujemo da su krug, polukrug,
elipsa, podru¢je omedeno elipsom trokut, poligon,.. .
skupovi koji imaju povrsinu jer su njihovi rubovi unije
grafova neprekidnih funkcija. Kasnije éemo izralunati
njihove povrsine kada naucimo tehniku racunanja

dvostrukog integrala.
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Svojstva dvostrukog integrala N nformaticare.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

o Linearnost J pravokutnik

[/ omeden skup

Ratunanje [[

// (af(-T» y) + ﬂg(x, y)) dxdy = Zamijena varijabli

S
:a//f(x,y)dxdy+ﬂ//g(x,y)dxdy
S S




o Uredaj
Ako je f > 0 na S, onda je

[ s@pdzdy >0
S

Ako je f < g na S, onda je

J[ s@wasds< [[ oo ezay
S S
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Aditivnost
Ako je S disjunktna unija skupova S1, 5>, ...,S,,
tada je

//f(x,y)dxdy:i//f(x,y)dxdy
S =l

Teorem srednje vrijednosti
Ako je f neprekidna funkcija, tada postoji tocka
(z0,y0) € S takva da je

/ / #(z,y)dz dy = £(z0,30) - P(5)
S

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|| omeden skup

Ratunanje [[
Zamjena varijabli




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
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Dvostruki integral
Teorem 52.

Problem povrsine
Neka su f i g neprekidne funkcije na J-izmjerivom skupu

Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

S i neka je g nenegativna na S. Tada postoji tocka [ omeden skup

(x07 yo) € S takVa da Je Ratunanje [[
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[ s@.09(e.)dzdy = fGao.90) [ [ o) ez dy
S S




Racunanje dvostrukog integrala R

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

Jasno je da je ra¢unanje dvostrukog integrala funkcije f

na pravokutniku R = [a, b] X [c,d] na osnovi definicije e ]
v 0o s o o . g Jednostruki integral
tesko, a kamoli jo§ na nekom proizvoljnom J-izmjerivom [L—

. . . i JJ pravokutnik
skupu. Za razliku od jednostrukog integrala gdje su se JJ| omeden skup

[ svojstva

teskoce javljale eventualno zbog komplicirane funkcije Zamijena varijabli
koja se trebala integrirati, kod dvostrukog integrala se
moZe pojaviti i problem podrudja po kojem se integrira
koje moZe oteZati raunanje iako je podintegralna funkcija
jednostavna. Postavlja se pitanje da li se dvostruki
integral moZe na neki nacin izraunati preko jednostrukih
integrala za koje imamo razvijene tehnike racunanja. Uz
neke pretpostavke na funkciju odgovor na to je potvrdan,

a mi ¢emo ovdje na intuitivni na&in dod¢i do te formule.




= = - . E Matematicke metode
Neka je R = [a,b] X [¢,d] i neka je f : R — R neprekidna K e
funkcija. Zelimo izra(\funati prof.dr.sc. BlaZzenka
jak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

o o oo o oo o o [ pravokutnik

Iz definicije dvostrukog integrala slijedi da se on moZe po TJ omeden skup

[ svojstva

/ f(z,y)dz dy.
R
volji to¢no aproksimirati integralnim sumama. To znadi

da je

//f x,y)drdy ~ ZZf ui, vj) Az Ay; (<)

i=1 j=1

Zamjena vzirijabli

za neku pogodno odabranu subdiviziju
a=20< 1< < Tp1<xp=2>b

c=yo<y1 < <Ym-1<Yn=d




pravokutnika R na male pravokutnike
Rij = [zi—1, 2] X [yj-1, 5],
pri ¢emu je
/Ais = i — age 5l

ij =Y; — Yj—1, (ui,vj) € Rij~

Dvostruku sumu u ({>) moZemo napisati kao

n

m
Z Zf(ui,vj)ij Al’i. (@)
i=1 \j=1
Dakle, najprije prosumiramo po j uz fiksno 7, a onda te
rezultate prosumiramo po ¢. Drugim rije¢ima, najprije
uzmemo doprinose svake pruge paralelne s y-osi, a zatim

sve te doprinose zbrojimo.

Matematicke metode
za informaticare
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Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
| svojstva

e [f
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C=Yo

a=Xp X1 X2

Xi -1 Xj

Unutarnja suma u (9), tj. suma

je integralna suma funkcije y — f(u;,y), koja odgovara

m

J=1

Z f(ulv vj)ij

s -
Lt

Xn-1 b:Xn

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
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Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
[ svojstva
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Matematicke metode
za informaticare

DT prof.dr.sc. BlaZzenka
subdiviziji Divjak,

Damir Horvat

c=Yo <Y1 <+ < Ym1 < Ym=4d

Dvostruki integral
Problem povrsine

og 2 - o Jednostruki integral
segmenta [c,d] i izboru to¢aka v; € [yj—1,y;]. Stavimo li Dvostruke sume
[ pravokutnik
omeden skup

d | svojstva”
(10(,’17) = / f($, y) dy’ Zamjena vzirijabli
(&
dobivamo da je
- d
> fluiyv))Ay; ~ /f(ui,y)dy = o(uq).
j=1 .




Stoga je
Z Z flui,vj)Ay; | Az = Z o(u;)Ax;.
=1 \j=1 i=1

No, suma na desnoj strani je zapravo integralna suma
funkcije ¢ s obzirom na subdiviziju

a=290<x1< < Tp1<xTp=0">0

segmenta [a, b] i izbor to¢aka u; € [x;—1,x;].

Iz svega navedenog slijedi da je

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

//f xr y d.’E dy ZZf u“/UJ A'/ElAy] Damir Horvat

i=1 j 1 Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

/ f(uzv y) dy | Ax; so‘llgjesdti: skup
R e [f

Zamjena varijabli

n

= Z o(u;)Az;

i=1
S druge strane je

b

a/b /d F@y)dy | dz = / <p(x)dw%iz:;go(ui)Ami




Stoga je razumno o&ekivati da ¢e na limesu biti

//f(%y)dwdy:/b /df(any)dy dz.
R a c

Pokazuje se da to vrijedi uz pretpostavku da je funkcija f
neprekidna. Napomenimo odmah da je u gornjoj
jednakosti s lijeve strane dvostruki integral, a s desne
strane su dva uzastopna jednostruka integrala. Gornja
jednakost nam zapravo pokazuje kako se dvostruki

integral ra¢una pomocu jednostrukih integrala.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
| svojstva
e [f

Zamjena varijabli




Dvostruku sumu iz () smo mogli napisati u obliku Matematicke metode

za informaticare
m

n prof.dr.sc. Blazenka
E E f(ui,vj)Axi ij, DIVEDS

Damir Horvat
j=1 \i=1

o . 0 . o . o Dvostruki integral
tj. mogli smo prvo prosumirati po 7 uz fiksno j, a onda te nroblem poviein

Problem povrsine
Jednostruki integral

rezultate prosumirati po j. Drugim rije¢ima, mogli smo Dvostruke sume
JJ pravokutnik
prvo uzeti doprinose svake pruge paralelne s z-osi, a Iy D

[ svojstva

zatim sve te doprinose zbrojiti.

Zamjena vzirijabli

C:yO ------- | | | | | | |

f [

a=Xg X1 X2 Xj-1Xj Xp-1b=X;




Matematitke metode
0 o 0 0o - . . .. inf tic
Sasvim analognim intuitivnim razmatranjem kao i prije, o ormattare

o s . . prof.dr.sc. Blazenka
dosli bismo do jednakosti jak,

Damir Horvat

Dvostruke sume
JJ pravokutnik

|/ omeden skup
[ svojstva

d b Dvostruki integral
Problem povrsine
// f(x, y) dx dy = / / f(.f[f, y) dx dy, Jednostruki integral
R @ a

koja zajedno s prije dobivenom jednakos¢u daje

Zamjena vzirijabli

b d

/ /d fa.w)dy |do = [ /b f(z,y) dz | dy.

a C

Posljednja jednakost nas podsje¢a na zamjenu sumiranja
u integralnoj sumi jer je tamo svejedno da li prvo
sumiramo po j pa onda po ¢; ili obrnuto, prvo po %, a

onda po j, rezultat je isti.




Stoga oekujemo da Ce to vrijediti i na limesu, tj. da ¢e to
vrijediti i za integrale. Drugim rije¢ima, ako integriramo
prvo po ¥y, a onda po x, dobivamo isti rezultat kao da
smo prvo integrirali po x, a onda po y. Pokazuje se da to

vrijedi u slu¢aju da je f neprekidna funkcija.

Zamjena poretka integriranja moze biti korisna kod
racunanja dvostrukog integrala jer je ponekad jedan
poredak integriranja znatno tezi od drugog poretka, Sto

¢emo vidjeti na primjerima.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
| svojstva

e [f

Zamjena varijabli




Matematicke metode
A za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
d """" \ELS
Damir Horvat

R Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

JJ pravokutnik
© |p====== || omeden skup
[ svojstva

y

Q F---
o F---

Zamjena vzirijabli

f(z,y)dy | d=

//f(wzy) da dy =
R
//f(x,y) da dy =
R

S .
ﬁ\&

f(z,y)dz | dy

\_/v

n\&
B S




Najcesce kratko piSemo

//f(x,y)dxdyz /bdx/df(x,y)dy
R a c
//f(m,y)dxdyz /ddy/bf(x,y)dx
R c a

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

JJ pravokutnik

|/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli




Matematicke metode
za informaticare

Teorem 53 (Fubinijev teorem)- prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Neka je R = [a,b] X [c,d] pravokutnik, a f : R — R Darmi Horvat

neprekidna funkcija. Tada vrijedi Dvostruki integral

Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

d b
JJ pravokutnik
//f z,y)dxdy = /dx/f(x y)d —/dy/f(;(;,y) dz H :m:i:sku,,
Ragunanie [/
a

Zamjena vzirijabli

Napomena.
Fubinijev teorem vrijedi i uz neke slabije uvjete na

funkciju, tj. taj teorem vrijedi i u sluéaju da je funkcija f
"skoro svuda” neprekidna, tj. ima prekide eventualno na
skupu Lebesgueove mjere nula, odnosno specijalno, na

skupu povrsine nula.




Primjer 81.
Izracunajte dvostruki integral

//(xy+1)d:cdy
R

ako je R =[1,2] x [3,8].

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli




Matematicke metode

za informaticare
Prlmjer 81' . prof.dr.sc. B|1zenk1
Izracunajte dvostruki integral ,
Dvostruki integral
(CCy + 1) d:c dy Problem povrsine
Jednostruki integral
R Dvostruke sume
JJ pravokutnik

3 |/ omeden skup
ako je R =[1,2] x [3,8].

[ svojstva

Zamjena vzirijabli
Rjesenje

2

8
é/(a?y+1)dmdy=1/dx3 (zy + 1) dy =
1/( Y +y> 1/<x+5)d




55
- (T““" ““)

U obrnutom poretku bi bilo

/ (xy—i—l)dacdy:/sdy/z(xy—i-l)dx:
R 31
8 8
3/<xy+x> 3/<y+1>

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli




U slu€aju da treba integrirati po nekom opéenitom Matematitke metode

za informaticare
J-izmjerivom skupu razlikujemo dva osnovna tipa takvih IR
Divjak,
SkU pOVa. Damir Horvat

. Dvostruki integral
I- th Problem povrsine
Jednostruki integral
YA Dvostruke sume
JJ pravokutnik
--------------------------- |/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli

Y




Skup S ima oblik kao na slici. Toénije, postoje funkcije
¢17¢2 : [(I, b] — R

takve da je
o1(x) < ¢o(x), za svako x € [a, b]
i skup S je jednak
s ={(@,y) eR?*:w € [a,8], da(x) <y < (o) }.
Neka su ¢, d € R takvi da je

c < ¢1(x) < ¢2(x) < d za svako z € [a, b].

Neka je R = [a,b] X [c, d].

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli




Matematicke metode
Tada je

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat
/ f(@,y)dady // f(z,y) dz dy
R

S

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral

Dvostruke sume

[ pravokutnik
b d [ omeden skup
[ svojstva
— / f(l’, y) dy dl’, Zamjena vzirijabli
a

gdje je

No, kako je




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

d o1(x) P2(x) d Damir Horvat
/ [ealen = / ety / Hay)dy + / f,y) dy. | —
C #(e) te) e

[ pravokutnik
$2(x)

|/ omeden skup

[ svojstva
= / f(z,y)dy, "

Zamjena va;rijabli

#1()

slijedi da je

b $2(z)

[ t@wdray= [a [ s@na
S|

a $1()




Matematicke metode
. za informaticare
1. tip
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

YA Dvostruki integral

Problem povrsine

Jednostruki integral

d Dvostruke sume

[ pravokutnik
omeden skup
svojstva

Zamjena varijabli

U()

A\




Skup S ima oblik kao na slici. Toénije, postoje funkcije
¢17w2 : [Ca d] — R

takve da je

P1(y) < ¥2(y), zasvakoy € [c,d]
i skup S je jednak
$={(@.y) eR?:y € [e,d], ¥a(y) <z < valy) }-
Neka su a,b € R takvi da je

a < ¢1(y) < v2(y) < b za svako y € [c,d].

Neka je R = [a,b] X [c, d].

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli




Matematicke metode
Tada je

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat
/ f(@,y)dady // f(z,y) dz dy
R

S

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral

Dvostruke sume

[ pravokutnik
d b || omeden skup
[ svojstva
— / f(l’, y) d$ dyy Zamjena vzirijabli
(6] a

gdje je

No, kako je




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat
P1(y) Pa(y) d

b
/]?(JE, / (z,y)dz + / f(%y)dx—l— / f(m,y)dﬂc Dvostruki integral

Problem povrsine

Jednostruki integral
P1(y) b2 (y) Dvostruke sume

JJ pravokutnik
¥2(y) |/ omeden skup

[ svojstva
= / f(l’, y) deJ, Zamjena vé{i{abli
¥1(y)
slijedi da je
d ¥a(y)

[[1@wasay= [ay [ sy
S

¢ P1(y)




Primjer 82.

Izraunajte dvostruki integral
3
// z® —y? ) dzdy,
Q
ako je

Q:{(x,y)eRz:Oéxgl, 2’ <

Rjesenje

Y

<

x

1
4

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

JJ pravokutnik

|/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Primjer 82. Divjak,
o2 g . . Damir Horvat
Izraunajte dvostruki integral

Dvostruki integral

1 Problem povrsine
2 2 Jednostruki integral
r —Yy dz dy, Dvostruke sume
[ pravokutnik
Q

omeden skup

| svojstva

. , e [f
ako Jjée Zamjena varijabli

1
Q:{(x,y)eRz:Oéxgl, x2<y<x4}.

Rjesenje

Sa slike vidimo da je x € [0, 1], a za odabrani x je

FNT

y € [22,2*]. Stoga je




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
svojstva

L

Zamjena varijabli




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli

Zamijenimo li poredak integracije, sa slike vidimo da je

1
y €[0,1], a za odabrani y je z € [y*, y*]. Stoga je




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
svojstva

L

Zamjena varijabli




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

jak,

Y Damir Horvat
1 1
// <ZL'2 - y2> d$ dy = /dy / (xz — y2) dx Dvostruki integral

Problem povrsine
Jednostruki integral
Y Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
1 [ svojstva

; 2 3 5 Zamj - bli
3 y amjena varijabli
dy=/<3y4 —y + 5
=y 0

Primije¢ujemo da je u oba poretka integriranja bila

jednaka teZina rjeSavanja integrala.




Primjer 83.
Izracunajte dvostruki integral

// (:U4 —2y) dzx dy,
Q
ako je
Q:{(x,y)E]RZ:flgxgl, —22 <y

Rjesenje

<

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
[ svojstva

Zamjena vzirijabli




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Primjer 83.

Divjak,
Izracunajte dvostruki integral

Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
4 Jednostruki integral
(:U — 2y) dzx dy,
Q

Dvostruke sume
JJ pravokutnik

|/ omeden skup
[ svojstva

akO je Zamjena varijabli
QZ{(%Z/)€R2:*1<$<

1, —x

Rjesenje

Sa slike vidimo da je x € [—1,1], a za odabrani x je
y € [-22,2?]. Stoga je




-— -1

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
svojstva
I

Zamjena varijabli




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat
1 x?
4 — 4 _ Dvostruki integral
// (w o 2y) dxdy - /de’ / (.fU — 2y) dy - Problem povrsine
Jednostruki integral
Q -1 —x2 Dvostruke sume
[ pravokutnik
omeden skup
| svojstva
L 2 L 2 =1 4 Zami e ] bli
y=x amjena varijabli
= (3:4y — yz) dz = [ 22%dx = =2’ =
2 7 7
y=- z=-—1
-1 -1

Zamijenimo li u ovom slu¢aju poredak integracije,
postupak integriranja ¢e biti malo kompliciraniji. Naime,
sa slike vidimo da je y € [—1, 1], ali smo tada prisiljeni

podrudje integracije podijeliti na 4 dijela.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
svojstva

L

Zamjena varijabli




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
/ Problem povrsine
Yy € [ 1’ 0]’ z € [ 1’ y:| Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik

C TS [—1’ 0], T E [\/j’ 1] H omeden skup

| svojstva

Zamjena vzirijabli

e yec[0,1], xz € [—1,—\/37}

oyel01] ze {\/Ql}




2y dx—i—

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Dvostruki integral

— Problem povrsine
2y) de' + Jednostruki integral

Dvostruke sume

JJ pravokutnik

|/ omeden skup

[ svojstva

Zamjena vzirijabli

—2y dx-l-

— 2y) dx




Sada se izracunaju ova &etiri uzastopna jednostruka
integrala i dobit Ce se isti rezultat kao i prije. Vidimo da
u ovom sluéaju nije svejedno kojim poretkom integriramo
jer je ovaj drugi poredak integriranja znatno dulji od
prvog. Ponekad ¢ak u jednom poretku integriranja
moZemo dobiti integral koji nije mogude rijesiti
elementarnim funkcijama, dok zamjenom poretka
integriranja dobivamo jednostavniji integral kojeg lagano

rijeSimo.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
| svojstva

e [f

Zamjena varijabli




Zamjena varijabli u dvostrukom integralu [

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

. . . . . .. . . Dvostruki integral
Kod jednostrukih integrala je zamjena varijabli relativno

Problem povrsine

Jednostruki integral
jednostavna, dok je kod dvostrukih integrala to ipak nesto Prostiukeloume
J| pravokutnik
o .. . . . . - | omeden sk
sloZenije. Naime, kod jednostrukih integrala je podruje H ovojsten P
Ratunanje [[

integracije uvijek neki interval pa se kod zamjene varijabli
samo taj interval preslika u neki novi interval. Kod
dvostrukih integrala podrudja integracije mogu biti razni
J-izmjerivi skupovi u ravnini pa kod zamjeni varijabli
treba paziti u Sto e se preslikati podruéje integracije.
Tako se, npr. nakon zamjene varijabli pravokutnik moze
preslikati u krug i sli¢no.




Matematicke metode

00 _no E 0 oo 0 za informaticare
Prisjetimo se kako izgleda zamjena varijabli u

prof.dr.sc. Blazenka

Jjednostrukom integralu. Divjak,

Damir Horvat

Propozicija 66.

Dvostruki integral

Neka je ¢ : [a,b] — R funkcija klase C*, a Sednostrues mtegral
Dvostruke sume

[ ¢([a,b]) — R neprekidna funkcija. Tada vrijedi I p:avgkumlik
|| omeden skup
JJ svojstva

o(b) b Rat‘_un:n;e H
f@)do = [ (o)) (@)do

Dokaz.

Kako je f neprekidna funkcija, tada ona ima primitivnu
funkciju. Neka je F' primitivna funkcija od f, tj. F/ = f.
Prema Newton-Leibnizovoj formuli je




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat
¢(b)

Dvostruki integral
f(a)dz = F(o(b) = F (p(a) = (Fop)(b)—(Fop)(a) bt
Dvostruke sume
p(a) JJ pravokutnik
JJ omeden skup
JJ svoistva
Iz Ratunanje [/

(F o) (z) = F'(o(x))¢'(x) = f(e(z))¢'(z)

slijedi da je




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Kratko pisemo

Dvostruki integral

f — / (f o SO) . 90/- Problem povrsine

Jednostruki integral
Dvostruke sume
w([a’b]) [a’b] [ pravokutnik
omeden skup

svojstva

Ako je ¢ injekcija, tada je ona strogo rastuca ili strogo Racunanje ||

padajuca funkcija, pa se lako vidi da vrijedi
= [Gon) 1o
e([ab])  [a,b]

Posljednju jednakost Zelimo generalizirati na funkcije dvije

varijable.




Pretpostavimo da je u dvostrukom integralu

[ s@masay
S

napravljena supstitucija
z = z(u,v), y =y(u,v).

Tom supstitucijom funkcija f(x,y) varijabli z i y prelazi u
funkciju f(z(u, v), y(u, v)) varijabli u i v, skup S se
preslika u skup S*, a integral ¢e prije¢i u integral tipa

[[ stwv)dud.
e

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
J| svojstva
Ratunanje [[




Produkt dudv je povrsina nekog pravokutnika pri
formiranju posljednjeg integrala u w-v ravnini. Krivulje
u = ug i v = vy €ine mrezu podjele podruéja u u-v

ravnini. Nadalje je
dxr = zydu + z,dv, dy = y,du + y,dv.

Dakle, promijeni li se totka (ug,vg) do totke

(ug + du, vg) (uz konstantan v, pa je dv = 0), tocka
(20,90) se promijeni do totke (xo + ydu, yo + yudu).
Dobivamo vektor

@ = xydui+y,duj

koji je odreden sa ove dvije tocke.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
J| svojstva
Ratunanje [[




Matematicke metode
za informaticare

. . . f.dr.sc. Blazenka
Isto tako, promijeni li se totka (ug,vg) do totke P ik,

Damir Horvat

(uo, vo + dv) (uz konstantan u, pa je du = 0), totka

. . 2 Dvostruki integral
(z0,Y0) se promijeni do totke (zo + x,dv, yo + Y, dv). Problem povrsine
i Jednostruki integral
Dobivamo vektor Dvostruke sume

JJ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[

b= zydv i + Ypdv 5

Vektori @ i godreduju paralelogram u z-y ravnini ¢ija je

povrsina priblizno jednaka povrSini koju odreduju krivulje
C]_('U) = (x(u, ’UO), y(u7 UO))v C2(1)) — (.’E(UO, ’U), y(U()’ U)) .

Zapravo su vektori @ i gtangencijalni vektori tih krivulja u

to¢ki ug, odnosno vg.




Na vektore @ i b moZemo gledati kao na vektore u

prostoru kojima su zadnje koordinate jednake 0.

i ik .
axb= zudu yudu 0| =|" Yu dudv k
Ty Yy
Tydv  y,dv 0

!

Povr$ina paralelograma odredenog vektorima @ i b
jednaka je

b ‘8(:6’ ) dudv

gdje je

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
J| svojstva
Ratunanje [[




Matematicke metode

za informaticare
“ prof.dr.sc. Blazenka

vjak,
Damir Horvat
Dvostruki integral

Dvostruke sume
(14, vy) [ pravokutnik
|/ omeden skup

JJ svojstva
Ratunanje [[

av| R : Problem povrsine
Jednostruki integral
du

Ty Yu 8(«757 y)
dp = detdp = ———= =
4 LTy Yo ' s 6(u, 1))

dx dy = |detdy|dudv




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,

Teorem 54 (O zamjeni varijabli u dvostrukom Bamighlonat
integralu) o Dvostruki integral
3 5 S Problem povrsine
Neka je S C R? kompaktan J-izmjeriv skup, Q 2 S T hoese]
otvoren skup, a ¢ : Q — R? injektivno diferencijabilno ii e
o o o o oo svojstva
preslikavanje klase C takvo da je diferencijal dp(P) Ratunanie [[

regularan u svim to¢kama P € Q). Tada za svaku

Riemann integrabilnu funkciju f : p(S) — R vrijedi

//f(x,y)dxdy = //(fmp)(u,v)‘ detdgp(u,v)‘ dudv

©(S) S




Kratko pisemo

©(S)

Prisjetimo se, za funkciju jedne varijable je

= [Gon) 1o

¢([a,0]) [a,0]

Zadatak 23.

Usporedite gornje dvije formule. Objasnite da Ii se one

bitno razlikuju u svojoj strukturi.

//f://(focp)‘detdnp‘.
S

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
J| svojstva
Ratunanje [[




Prijelaz na polarne koordinate

Jedna od najéescih supstitucija je prijelaz na polarne
koordinate. Ona se u vecini slu€ajeva upotrebljava kada
je podruéje integracije krug, kruzni vijenac i sli¢no.

Radi se o supstituciji oblika
x=rcos¢, y=rsing, ¢€l0,2n], r>0.
Tada je
Ty = —TsSiNQ, T, =COSP, Yy =T COSP, Yr =SINQ,

pa je
O(z,y) |-rsing rcos¢|
o(¢,r) | coso sing |

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
J| svojstva
Ratunanje [[




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Stoga je Dvostruki integjal
Problem povrsine
8(.%', y) Jednostruki integral
— | =7T. Dvostruke sume
8(¢, T) JJ pravokutnik

[ omeden skup
Ovo ¢emo zapamtiti tako da svaki put kad idemo na #iti:?:;:a}f

polarne koordinate ne¢emo viSe to posebno raunati.
Ovom supstitucijom se integriranje po krugu koji ima
srediSte u ishodistu svodi na integriranje po pravokutniku

kojemu su stranice paralelne s koordinatnim osima.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
A Divjak,
YA Damir Horvat
®
Dvostruki integral
R ~ . o(S)

Problem povrsine
Jednostruki integral

Dvostruke sume
- JJ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[

2n

dh
<

T =1rCcos¢, y=rsing¢

o(¢,7) = (z,y), |detdp| =r

//f(:c,y)dxdy—//f(rcosé,rsin@rdqﬁdr
®(S) s




Primjer 84.
Izracunajte

ako je S &etvrtina kruga x? + y? < 1 koja se nalazi u

I://\/l—ycz—yzdxdy
S

prvom kvadrantu.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




Primjer 84.

Matematicke metode
Izracunajte

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
I://\/l—acz—yzdwdy
S

Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
2 X 3 2 2 2 H Dvostruki

ako je S Cetvrtina kruga = + y~ < 1 koja se nalazi u J‘-J“-’°;,;‘\jof(:t"n’i'|'f
prvom kvadrantu. I e P
Ratunanje [/
y

Rjesenje




Matematicke metode

Prelazimo na polarne koordinate. za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka
S — 3 _ Divjak,
T =T COs ¢7 y=r sin ¢7 } det d@‘ =T Damir Horvat

. Dvostruki integral
Tada Je Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

% 1 [[ pravokutnik
\/ 5 5 5 5 omeden skup
— — — VOjstv:
I = 1—r2cos?¢p —r?sin“¢prdr = Ra;n'{::;”

0 0
2 1

= /dgb/r\/l—Tsz.
0 0

Kako je

1—r?=t -1
— 2 = - _ - _
/7’\/1 rdr_[—%dr:dt}_ 2/\/idt_




Primjer 85.

Izracunajte povrsinu kruga polumjera R

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

JJ pravokutnik

|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




Primjer 85.
Izradunajte povrsinu kruga polumjera R.

Rjesenje

Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da krug

K ima srediste u ishodistu koordinatnog sustava. Tada je

prema formuli

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




P(K) = / / dz dy.
K

Prijelazom na polarne koordinate dobivamo

2w R 2T _ 2
2 r=R R2
P(K):/dcp/rdr:/ dp= [ —dp
2 r—0 2
0 0 0 0
2 |p=2T

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




Primjer 86.

Matematicke metode

. . .. ) za informaticare
Izraunajte povrsinu kruZnog isje¢ka S polumjera R sa .
o prof.dr.sc. BlaZenka
sredisnjim kutom c. viak,
Damir Horvat
Rjesenje

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




Primjer 86.

Izraunajte povrsinu kruZnog isje¢ka S polumjera R sa
sredisnjim kutom c.

Rjesenje

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je

srediste kruznog isje¢ka u ishodistu koordinatnog sustava.

VA
R
_--F
.
e
’
, \
I OKB \
\
: : >
\ ’R X
y ’
\ /
N e
S o ’//

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat
Uz oznake sa slike, prijelazom na polarne koordinate
E Dvostruki integral
dOblVa mo Problem povrsine
Jednostruki integral
R Bt Dvostruke sume
« _ JJ pravokutnik
2 |r=R |/ omeden skup
— — — JJ svojstva
P(S) dzdy de [ rdr . s[%) U vt
= i
B 0 B




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
S| g Divjak,
Prlm-ler 87' Damir Horvat

Izracunajte volumen kruZnog valjka visine v i polumjera
Dvostruki integral
baze R Problem povrsine
Jednostruki integral
Rjegenje Dvostruke sume
J| pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

S| g Divjak,
Prlm-ler 87' Damir Horvat
Izracunajte volumen kruZnog valjka visine v i polumjera

Dvostruki integral
baze R Problem povrsine
Jednostruki integral
Rjegenje Dvostruke sume

[ pravokutnik
omeden skup

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je svojstva

Ratunanje [/

srediste baze K valjka u ishodistu koordinatnog sustava.
Sa slike vidimo da je tada volumen valjka jednak integralu

funkcije f(z,y) = v po skupu K.

V—//vdxdy

K

Prelaskom na polarne koordinate dobivamo




X

\/

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

[ pravokutnik
omeden skup
svojstva

Ratunanje [[




27 R 27
. r=R
V:/dgp/vrdr:/ETZ dp =
0 0 0 "

=0

2w R2 =27
= / gR2 dy = 71)2 @ R?mv
0 $=0

Primjer 88.

Izracunajte volumen kugle polumjera R.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

JJ pravokutnik

|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




Matematicke metode
za informaticare

27 =R prof.dr.sc. BlaZzenka

27 R
Divjak,
V:/dso/vrdr:/ng J
0 0

d(p = Damir Horvat

r=0

0 Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral

Dvostruke sume
¥ 2 [ pravokutnik
e R v omeden skup
J| svojstva
»=0 Ratunanje [[

=27

2w
_ [Ypeg, - v
0

Primjer 88.
Izracunajte volumen kugle polumjera R.

Rjesenje
Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da sfera
ima srediSte u ishodistu koordinatnog sustava. Njezina je

jednadzba
2 + % + 2% = R2.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

[ pravokutnik
omeden skup
svojstva

Ratunanje [[




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
5 B s » Divjak,
Volumen kugle jednak je dvostrukom volumenu koji je Damir Horvat

omeden gornjom polusferom i xy-ravninom. Gornja

Dvostruki integral
Problem povrsine

pOIUSfera ima jednadibu Jednostruki integral

Dvostruke sume
[ pravokutnik
7 = R2 _ xZ _ y2. om(_eden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[

Stoga je
V:2//\/R2—:E2—y2dxdy,
K

gdje je K krug u zy-ravnini polumjera R sa srediStem u

ishodistu. Prijelazom na polarne koordinate dobivamo




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

27 R Damir Horvat
V= 2/d<p/\/R2 —12cos2 p — r2sin? prdr =
0 0

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral

Dvostruke sume
[ pravokutnik

R
omeden skup
= 2/dcp/7“\/ R? — r2dr. suoigbi
0o 0 .

Ratunanje [/

ﬁ
=)
N
|
=
N
o
3
I

R?—r2=t -1
[—27“d7“ :dt} - 2/\/£dt_

-1
?t = ?(RZ—'I'Q) y

Nlw
NIw

slijedi da je




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

27 Py
dSO — 2/ %R:S ng _ Damir Horvat
0

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral

4)@:27-( Dvostruke sume

4 3 JJ pravokutnik
=-R’r |/ omeden skup

JJ svojstva

Ratunanje [[

Osim polarnih koordinata, druga korisna zamjena varijabli

je prijelaz na elipti¢cke koordinate. Radi se o supstituciji
oblika

x =arcos¢, y="brsing, re€l0,1], ¢ €[0,27], a,b >0
Tada je

Ty = —arsing, x, = acos, ys = brcosp, y, = bsin @,




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
. Damir Horvat
pa je

Dvostruki integral

) Problem povrsine
d(z,y) |—arsing brcosd|

Jednostruki integral
— — _abr Dvostruke sume
1 JJ pravokutnik
(o, ) acos¢  bsing I oo
JJ svojstva

Ratunanje [[
odnosno

A(¢,r)

Ovom supstitucijom se integriranje po elipsi koji ima

= abr.

Oz, y) ’

sredi$te u ishodiStu svodi na integriranje po pravokutniku

kojemu su stranice paralelne s koordinatnim osima.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
” A Divjak,
N Damir Horvat

Dvostruki integral
(D(S) Problem povrsine
Jednostruki integral
e Dvostruke sume

< JJ pravokutnik

|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[

2n

oY

/ > N
N
<V

T = arcos¢, y = brsing¢
90(¢77’) = (ﬂf7y), ‘det d@’ = abr

// f(z,y)dxdy = [/ f(ar cos ¢, brsin ¢p)abr de dr

»(S)




Primjer 89.

Izracunajte povrsinu elipse E s poluosima a i b.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

JJ pravokutnik

|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




Primjer 89.
Izracunajte povrsinu elipse E s poluosima a i b.

Rjesenje
Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da elipsa
FE ima srediste u ishodistu koordinatnog sustava.

Prijelazom na elipti¢ke koordinate dobivamo

27

1 2
bZ
P(E)_//dxdy—/dcp/ardr—/a;
E 0 0

27 —on
_/abd _ab |77
=/ 2% 7

0

r=1

r=0

= abr.

»=0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
svojstva
Ratunanje I




Primjer 90.

IzraCunajte dvostruki integral

I://ydxdy

K

ako je K polukrug promjera a sa sredistem u tocki (%, 0)
koji &itav leZi u prvom kvadrantu.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

JJ pravokutnik

|/ omeden skup
JJ svojstva

Ratunanje [[




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 90.
IzraCunajte dvostruki integral

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

Damir Horvat
I = dzd
y y Dvostruki integral

K Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume

ako je K polukrug promjera a sa sredistem u toc¢ki (%, 0) [l P
svojstva

koji &itav leZi u prvom kvadrantu. Ratunanje [
Rjesenje
1. nadin
Kako je |OS| = |OT| = 5, trokut OST je jednakokratan,
pa vrijedi

r

cos p = %,

2

odnosno

r = aCos p.




s

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik

omeden skup
[| svojstva
Ratunanje [[




Matematicke metode
za informaticare

Dakle, za odabrani ¢ € [0, 5] je 7 € [0,acosy].

Prelaskom na polarne koordinate dobivamo bl Bl
ivjak,
Damir Horvat
a cos ¢ a cos
Dvostruki integral
Problem povrsine
I - /ng / TSIn L rd/r o /dSO / /r Sln QDd'r _ Jednostruki integral
Dvostruke sume
[ pravokutnik
omeden skup
svojstva
=) GBS QO Ratunanje I
CL 3 .
smcp —? cos” psinpdp
=0
0 0
Nadalje,
3 . t = cos 3
cos” psinpdp = . =— | t2dt =
/ . [dt:—smgpdgp
4
_ 4
= ——F— =—-C0s @

4 4




Matematicke metode
za informaticare

Stoga Jje prof.dr.sc. Blazenka

3 o= % 3 Divjak,
a a Damir Horvat

(pZO Dvostruki integral
Problem povrsine

2. nacin Jednostruki integral
Dvostruke sume

o o . [ kutnik
Prije nego krenemo na polarne koordinate pomaknimo L pravok skup

svojstva

prvo zadani polukrug tako da njegovo srediste dode u Ragunanje [ |
ishodiste koordinatnog sustava. To ¢emo posti¢i pomocu

supstitucije

Tada je
xu:]-v .CCUZO, yu:07 yv:]--

Radunamo




pa je

VA

LTy  Yu 10
Ty Yo 0 1

Iz, y)

el S

d(u,v)

YA

~Ta

“la

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[

(K=K

<V

7 >
X




Stoga je
I://v‘ldudv://vdudv.
K* K*

Sada je puno lak3e prije¢i na polarne koordinate

u=rcosp, v=rsing, ¢cl0,7], rel0,35]

T 2 T 2
:/dgo/'rsingo-rdr:/d(p/rzsingodr:
0 0 0 0
Fr3 :
:/3sm<p
0

_ .3
:/smgpdcp— a Cos
24

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
Damir Horvat

Dvostruki integral
Problem povrsine
Jednostruki integral
Dvostruke sume
JJ pravokutnik
|/ omeden skup
JJ svojstva
Ratunanje [[




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne defi j
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
. Egzaktne jednadzbe
D|O X Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Obic¢ne diferencijalne jednadzbe




Sadrzaj

@ Obi¢ne diferencijalne jednadZbe
@ Osnovne definicije
@ Separacija varijabli
@ Homogene diferencijalne jednadzbe
@ Egzaktne diferencijalne jednadzbe
@ Eulerovi multiplikatori
@ Linearne jednadzbe 1. reda
@ Bernoullijeva jednadzba
@ Diferencijalne jednadZbe viseg reda

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Osnovne definicije fporivmind iy

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

efinicije
E a0 5 « 5 o g Separacija varijabli
Diferencijalne jednadZbe su uz matrice jedan od temelja Homogene jednadzbe
) L. ) X . Egzaktne jednadzbe
moderne matematike koje imaju Siroku primjenu u Eulerovi multiplikatori

Linearne jednadzbe

Bernoullijeva jednadzba

prirodnim znanostima, ali isto tako i u drustvenim Jodnadzhe videg reda
znanostima. Razvojem racunala razvile su se mnoge
numeri¢ke metode za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi
koje omogucuju modeliranje i rjeSavanje sloZenih
problema koji se baziraju na sustavima diferencijalnih
jednadzbi.




Neka je n € N. Obi¢na diferencijalna jednadZba n-tog
reda je jednadZzba oblika

F(x,y,y/,...,y(n)> =0

y(n) = f ('ZU? y7 y/7 e 7y(n_1)> )
tj. relacija koja veZe nezavisnu varijablu x, nepoznatu
funkciju jedne varijable y = y(x) i njezine derivacije

vy y™.

Red diferencijalne jednadZbe je red najvise derivacije koja

se javlja u jednadzbi.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
efinicije

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Specijalno, obi¢na diferencijalna jednadzba prvog reda je

jednadZba oblika

F(z,y,y')=0

y:

ili pak
d

/

d

Funkciju f(x,y) moZemo uvijek napisati u obliku
kvocijenta dviju funkcija M(z,y) i —N(z,y), pa

dobivamo
dy
dx

f(z,y)

J = f(l',y)

x

M(z,y)

N(z,y)
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Wl0Siovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode
za informaticare

Ako to formalno izmnoZimo, dobivamo ekvivalentni zapis

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

u obliku diferencijalne forme

Obitne dif. jednadzbe
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0. WDsiiovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
A A Eulerovi multiplikatori
Prlm-ler g]" Linearne jednadzbe
Ekvivalentni zapisi obi¢ne diferencijalne jednadZzbe Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda
y =5x+3:
ey =5x+3
dy
o —=bxr+3
dz

 (bx+3)dz—dy=0




Neka je Q C R? otvoren skup i f neprekidna realna
funkcija na €. Funkcija u : J — R je rjeSenje obine

diferencijalne jednadzbe

% = f(z,9)
ako je:

o Jinterval u R

o u € CY(J,R)

o grafu = {(z,u(z)) :z € J} CQ

du
° a(x) = f(z, u(z))

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
efinicije

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Napomena.
U definiciji rjeSenja obi¢ne diferencijalne jednadzbe prvog

reda zahtijevamo da domena funkcije koja je rjesenje
bude interval. To znadi da ako, npr. 0 nije u domeni da je

domena nekog rjesenja ili lijevo ili desno od 0.

lako kod rjeSavanja obi¢nih diferencijalnih jednadZbi ne
vodimo toliko brigu o domeni rjedenja (naravno imamo na
umu da domena mora biti interval), ponekad je koristan
taj zahtjev da domena mora biti interval, pogotovo u
trenutku kada Zelimo ispustiti apsolutne vrijednosti i

sli¢no, Sto ¢emo vidjeti na konkretnim zadacima.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Wl0Siovne definicije

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Matematicke metode
za informaticare

Napor‘:‘ena: X . . . prof.dr.sc. Blazenka
Opce rjedenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe Divjak,
Damir Horvat
dy Obitne dif. jednadzbe
—= = f(x,y) Qo
dl‘ Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Z o oo s - . . Egzaktne jednadzbe
neCemo modi uvijek naéi u eksplicitnom obliku u = u(z). Eulerovi multiplikatori
L. . i . ) , . i L. Linearne jednadzbe
U vedini slu€ajeva rjeSenje ¢emo dobiti u implicitnom Bernoulljeva jednadzba

JednadZzbe viseg reda

obliku U(z,y) = 0, odnosno dobit ¢emo nekakvu
jednakost u kojoj se javlja nezavisna varijabla x i funkcija
y iz koje neée biti mogude eksplicitno izraziti y. No, bitno

je to da se u toj jednakosti ne javljaju derivacije.

Isto tako, diferencijalne jednadZbe mogu imati i
singularna rje$enja, a to su ona rjeSenja koja se ne

mogu dobiti iz opleg rjesenja.




Napomena.
Diferencijalnu jednadZbu u kojoj nepoznata funkcija ovisi

o dvije ili viSe varijabli zovemo parcijalnom
diferencijalnom jednadZbom. Ovdje ¢emo se baviti samo
obi¢nim diferencijalnim jednadZbama pa ¢emo od sada
rije¢ "obi¢ne” ispustati.

Primjer 92.

Primjer parcijalne diferencijalne jednadZbe

0%y 0%y

02 2gpz 0
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Wl0Siovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



U vecini situacija traZzimo rjeSenje diferencijalne jednadzbe

d
ﬁ = f(=z,y)

uz neki po&etni uvjet y(xg) = yo. Takav problem se zove

Cauchyjev problem.

Primjer 93.
Provjerite da je y = x? rjeSenje jednadZbe xy' = 2y za
svaki x € R.

Rjesenje

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
efinicije

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



U vecini situacija traZzimo rjeSenje diferencijalne jednadzbe

d
ﬁ = f(=z,y)

uz neki po&etni uvjet y(xg) = yo. Takav problem se zove

Cauchyjev problem.

Primjer 93.
Provjerite da je y = x? rjeSenje jednadZbe xy' = 2y za
svaki x € R.

Rjesenje

Kako je 3/ = 2z, dobivamo

zy =z -2z =222 = 2y.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
efinicije

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode

P rimjer 94 5 za informatitare

PrOVjerite da je 1132 =+ y2 —1=0 rje§enje jEdnadee pruf.drl.:')s.c.. E'}(Iaienka
ivjak,
Damir Horvat

yy = —x za svakix € (—1,1).

. 2 Obi¢ne jednadzbe

Rlesenie Osrioune definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 94.

Provjerite da je x° + y?> — 1 = 0 rje$enje jednadZbe
yy = —x za svakiz € (—1,1).

Rjesenje

Deriviramo li jednakost z° + y?> — 1 = 0 po x, dobivamo
2z +2yy’ =0,

odnosno vy’ = —z.

Primjer 95.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu y' = cos x.

Rjesenje

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
efinicije

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 94.

Provjerite da je x° + y?> — 1 = 0 rje$enje jednadZbe
yy = —x za svakiz € (—1,1).

Rjesenje

Deriviramo li jednakost z° + y?> — 1 = 0 po x, dobivamo
2z +2yy’ =0,

odnosno vy’ = —z.

Primjer 95.

Rijesite diferencijalnu jednadZbu y' = cos x.

Rjesenje

Integriranjem dobivamo opce rjeSenje y = sinx + C,

C € R. Specijalno, trazimo li da je y(0) = 1, dobivamo
samo jedno rjeSenje y = sinz + 1. Jasno je da zadana

diferencijalna jednadZba nema singularnih rjesenja.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Wl0Siovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

jednadzbe

MOsiiovne defi

Separacija varijabli

<

A Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
3 Eulerovi multiplikatori

Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

)




Separacija varijabli

Diferencijalna jednadzba

dy
a _f($7y)

je jednadzba sa separiranim varijablama ako je

f(z,y) = fi(z) f2(y)-

Tada je
dy
a - fl(x)fZ(y)u
odnosno
dy

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Integriranjem lijeve i desne strane po ¥, odnosno z,

dobivamo opce rjesenje

f2 ?/) /fl 7).

Primjer 96.
Rijesite diferencijalnu jednadzbu ' = 1 + 2.

Rjesenje

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Integriranjem lijeve i desne strane po ¥, odnosno z,

dobivamo opce rjesenje

f2 ?/) /fl 7).

Primjer 96.
Rijesite diferencijalnu jednadzbu ' = 1 + 2.

Rjesenje
dy 2
=Y _q
dz Ty
d
Y 4
1+ 42

Integriranjem dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda
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prof.dr.sc. Blazenka

/ dy / Divjak,
_— d:[; Damir Horvat
1+ 2

Obitne dif. jednadzbe

arctgy =x + C ISR ariiabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Y= tg(ﬂ? Ns C)’ C = R Eulerovi multiplikatori

Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Obratimo malo u ovom slu¢aju paZnju na domenu
rieSenja. Uzmimo da je C' = 0. Tada je y = tgx rjeSenje
poletne diferencijalne jednadzbe. Medutim, rjeSenje
diferencijalne jednadZbe je neka funkcija, a funkcija je
zadana ako je zadana njezina domena, kodomena i pravilo

pridruzivanja. Nadalje, znamo da je domena funkcije tg

D(tg)={zeR:a# %Hr keZ}.




Tako je, npr. funkcija
$1:(75,5) =R, ¢i1(z) =tgx

rjeSenje polazne diferencijalne jednadzbe. Isto tako su
funkcije
$2:(0,3) >R, ¢o(z) =tgz

¢3:(53,3) =R, ¢3(z)=tgx

rjeSenja polazne diferencijalne jednadZbe.

Nikoje dvije od tih triju funkcija nisu medusobno jednake

jer nemaju jednake domene.

Nadalje, funkcija

¢:(0,5)U(E, ) =R, ¢(z)=tgw
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Matematicke metode
za informaticare
nije rjeSenje polazne diferencijalne jednadzbe zato jer I ———
Divjak,

njezina domena nije interval, nego unija dva disjunktna Damir Horvat

intervala, a u definiciji rjeSenja diferencijalne jednadZbe Obitne dif. jednadzbe
o . . Osnovne definicije

traZimo da je domena interval. WiSeparaciia varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

Iz navedenog vidimo da je rasprava o domeni rjeSenja u Eulerovi multiplikatori

Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba

neku ruku suvidna i "besmislena” jer jednom kada Jednadzbe vigeg reda
nademo rjesenje (bilo u eksplicitnom ili implicitnom
obliku) za njegovu domenu uzimamo ono $to nama u tom
trenutku treba (ovisi o problemu koji prou¢avamo),
imajuéi pritom na umu da domena mora biti neki interval.
Nadalje, jasno je da ako uzmemo neki interval za
domenu, tada je i svaki interval koji je podskup tog

intervala takoder dobar za domenu.




U teoriji diferencijalnih jednadzbi se proudavaju rjedenja
¢ije domene su maksimalni mogudi intervali i takva
rjeSenja se zovu neprosiriva rjeSenja.
U nasem konkretnom primjeru bi, npr. rjeSenje

$1: (=, 5) =R, ¢i(z) =tgx
bilo neprosirivo rjesenje, dok

¢2:(0,3) = R, ¢(z) =tgzx
nije neprosirivo rjesenje zato jer je rjeSenje ¢1 prosirenje
riesenja ¢o.
Od sada pa nadalje ne¢emo vise ulaziti u tako detaljnu

raspravu o domeni rjeSenja iz navedenih razloga.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode
za informaticare

Primjer 97.

e .. . ” ; -
Rijesite diferencijalnu jednadzbu 9yy' + 4x = 0. IR
Divjak,

Rjesenje Damir Horvat

Obitne dif. je

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 97.

Rijesite diferencijalnu jednadZbu 9yy’ + 4x = 0.

Rjesenje

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Kada C' prode skupom R, tada ¢e i C; = % prodi
skupom R, pa moZemo opet umjesto 1% pisati samo C.
Ovakve transformacije konstanti ¢emo i dalje koristi bez
da ¢emo to posebno naglasiti kao sada ovdje.
Dakle, opce rjesenje polazne jednadzbe je

:692 4 y: =C, CeR.

Vidimo da je opce rjeSenje familija elipsi.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



- <
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. je

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda
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za informaticare

Primjer 98. R
Rijesite Cauchyjev problem T Ok,

Damir Horvat

/ Y R
= —— 1)=1. Obicne dif. je:
Y 7 y(1) .

Homogene jednadzbe
- - Egzaktne jednadzbe
RjeSenje Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 98.
Rijesite Cauchyjev problem

S 1)=1.
y o y(1)

Rjesenje

Primijetimo odmah da je = # 0. Stoga se domena svakog

rjeSenja nalazi ili lijevo ili desno od nule.
dy _ v
dx x

Ako je y # 0, dobivamo

dy _ _dz
y oz

Odavde integriranjem slijedi
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




dy _ [dz
y x
Injlyl=—=Inlz|+InC, C>0

Inly| +Injz|=InC
in(l2] - lyl) = InC
jz] - |y| = C
C
]

Kako je x # 0, onda je = konstantnog predznaka na

domeni, pa je zbog glatkoce i y konstantnog predznaka.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Stoga je

C

y=—, CeR\{0}.

X
No, odito je y = 0 rjeSenje poletne diferencijalne
jednadzbe pa je njezino opée rjesenje

y=—, CelR
X

Zbog poletnog uvjeta y(1) = 1 slijedi da je C' = 1.

Dakle, rjesenje zadanog Cauchyjevog problema je y =

1
e
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Diferencijalnu jednadZbu oblika
y = flaz +by+c), a,bceR, b#0

svodimo na jednadzbu sa separiranim varijablama

pomocu supstitucije

z=ar+by+c, z=2z(z).

Tada je
dz dy
-c b —2
RN e
odnosno
2 =a+by
i kona&no
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda
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za informaticare

Primjer 99 prof.dr.sc. BlaZenka
’ Divjak,

Rijesite diferencijalnu jednadzbu y' = (z + y)>. Damir Horvat

Obitne dif. je

Rjesenje

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Matematicke metode
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Primjer gg prof.dr.sc. BlaZzenka
e o e . . 2 Divjak,
Rijesite diferencijalnu jednadZbu y' = (x + y)*. Damir Horvat
Rjesenje Obitne dif. jedna(.ﬁbe
. E oo varijabli
Uvodimo su pSt|tUC|JU Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
— Linearne jednadzbe
z T+ Y. Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Deriviranjem po x dobivamo
2 =1+

odnosno
o =l
Ovo je diferencijalna jednadZba sa separiranim

varijablama, pa imamo




dz
-~ _1 2
dz =

dz
1+ 22

dz
/1+22/dx

arctgz=ax+C, C R

=dx

z =tg(x 4+ C)
x+y=tg(z+C)

y=tglz+C)—z, CeR
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne defin
varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda
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Primjer 100 prof.dr.sc. BlaZenka
: Divjak,

Rijesite diferencijalnu jednadzbu v/ = \/4x + 2y — 8. Damir Horvat

Obitne dif. je

Rjesenje

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 100.
Rijesite diferencijalnu jednadzbu v/ = \/4x + 2y — 8.

Rjesenje

Uvodimo supstituciju
z =4z + 2y — 8.
Deriviranjem po x dobivamo
2 =442y

odnosno
2 =442z
Ovo je diferencijalna jednadZba sa separiranim

varijablama, pa imamo
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Kako je
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

/ dz - z =2 _/ 2t T
442z |dz=2tdt| J 4+2t

2+ 4) — 4
:/(H) dt—t—a [ 9 _
4+ 2t 2t + 4

=t—2In|2t+4|=vz-2In]2yz+4

)




Matematicke metode

da IJe dobivamo za informatitare

prof.dr.sc. Blazenka

\/_—2|n|2\/z+4’:x+C7C€R Divjak,

Damir Horvat

VAz+2y—8-2In[2\/4z +2y -8+ 4| =z + C, C € R [(imirim

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

Bernoullijeva jednadzba

Primjer 101 - Jednadzbe viseg reda
Na dan kada se rodio Zele¢i mu osigurati sigurnu

buduénost, brizni roditelji su svome Perici u Zagrebackoj

banci otvorili devizni racun na kojeg su poloZili 10000 € i
orocili na 21 godinu. Ako se u meduvremenu na racun ne
poloZi nikakav dodatni iznos, a godisnja kamatna stopa je
5% i ukamadivanje je kontinuirano, kolikom svotom

novaca Perica raspolaZe na svoj 21. rodendan?

Rjesenje




t —  vrijeme u godinama

N(t) — koli¢ina novaca na ratunu u trenutku ¢

N(t+ At) = N(t) + 155N (t) At

N(t+At) - N(t) 1 .
At - %N(t) Almo
N' = i]\7

20
Dakle, treba rijeiti diferencijalnu jednadzbu (x) uz
poletni uvjet N(0) = 10000. Nadalje, iz prirode

problema je N(¢) > 0it¢ > 0. Stoga iz (*) separacijom

dobivamo
dN 1

dt 20

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,

dN 1 Damir Horvat
N 20

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije

dN 1 [WiSeparacija varijabli
= —_— d‘[: Homogene jednadzbe

20 Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

Bernoullijeva jednadzba

1
InN = %t +In 07 >0 Jednadzbe viseg reda

InN —InC = —

N t
In — = —

c 20

N(t)=Ce™, C >0




Iz potetnog uvjeta N(0) = 10000 dobivamo
Ce® = 10000, odnosno C = 10000.

Dakle,

.

N(t) = 10000,

pa je

21

N(21) = 10000e* ~ 28577 €
Na svoj 21. rodendan Perica raspolaZe sa 28577 €.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode

Primjer 102 za informaticare

Brzina raspadanja radija proporcionalna je prisutnoj profidrse. Sazenia

Damir Horvat

koli¢ini radija. Poznato je da nakon 1600 godina ostane

Obitne dif. jednadzbe

polovica prvobitne koli¢ine. Odredite koliki se postotak

oo o varijabli
radija raspadne nakon 100 godina. Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Rjesenje




Primjer 102.
Brzina raspadanja radija proporcionalna je prisutnoj

koli¢ini radija. Poznato je da nakon 1600 godina ostane
polovica prvobitne koli¢ine. Odredite koliki se postotak
radija raspadne nakon 100 godina.

Rjegenje

t — vrijeme u godinama

Q(t) — kolitina radija u trenutku ¢

Iz uvjeta zadatka imamo

d@ B
@ "e
Q(1600) = Q(0)

gdje je @ > 0i k < 0 konstanta zbog % < 0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode

Separacijom varijabli dobivamo za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
@ — k dt Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije

d@ liSeparacija varijabli
— = k dt Homogene jednadzbe
Q Egzaktne jednadzbe

Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

In Q = kt + |n C’ C > O Bernoullijeva jednadzba

JednadZzbe viseg reda
Q) =Ce*, k<0,C>0
Iz poletnog uvjeta dobivamo

1 _ Q(1600) _ Celo0k (em)m

2 Q(0)  Cedk

iz Cega slijedi da je postotak raspadnutog radija nakon
100 godina




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

—
0) — Q(100 100 avaktns jodnadsbe
p= W 100% = <1 - QQ(Q(O))) 100% = [

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

CelOOk’

Nakon 100 godina se raspadne 4.24 % radija.




Homogene diferencijalne jednadzbe

Homogena diferencijalna jednadZba prvog reda je

jednadzZba oblika
r— ¢ (Y
v=1(3)-

Nju svodimo na jednadZbu sa separiranim varijablama

pomocu supstitucije

U =

Y _
o u = u(x),

odnosno
Y = ux.

Deriviranjem po x dobivamo

y':u’x+u

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



odnosno
e+ u= f(u),

koju dalje rjeSavamo separacijom varijabli.

S+ u= f(u)

du dx
flw)—u =z

du
/f(u)_u—ln|x|+0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne defin
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode
za informaticare

Primjer 103. ’
Rijesite diferencijalnu jednadzbu 2xyy’ = 3> — 2. s

Damir Horvat
Rjesenje
Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 103.
Rijesite diferencijalnu jednadzbu 2xyy’ = 3> — 2.

Rjegenje

Uocimo prvo da je & # 0 jer inade ne bismo imali
diferencijalnu jednadzbu, $to zna&i da je domena rjeSenja
lijevo ili desno od nule. Nadalje, vidimo da y =0
(nul-funkcija) nije rjeSenje zadane jednadzbe. Stoga je

poletna jednadzba ekvivalentna s jednadzbom

Uvodimo supstituciju

_ Y
o =<
2z

, t. y=uzx.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Deriviranjem po x dobivamo

/ /
Y =uUx+u,

odnosno

wx+u:

dz

du
dz

2u

Y qu =
u?2 +1 v

xT

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne defin
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



_2u du = — d_x
w241 x

In(u>+1)=—Injz| +InC, C >0

C
uz—i—l:—
||

Kako je x konstantnog predznaka na domeni, slijedi da je
C
w?4+1==, CeR\ {0}
x

Vratimo natrag pocdetnu supstituciju i dobivamo

J 41==
7 T -

2?2+ y? =Cz, C eR\ {0}

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



RjeSenje je familija kruZnica sa centrima na z-osi koje

prolaze kroz ishodiste.

<

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne defin
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



P rimjer ]_ 04 Matematitke metode

za informaticare
Rijesite diferencijalnu jednadZbu xy' —y = xtg %

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Rjesenje Damir Horvat

Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




P rimjer ]_ 04 Matematitke metode

za informaticare
Rijesite diferencijalnu jednadZbu xy' —y = xtg %

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Rjesenje Damir Horvat

Dijeljenjem sa = dobivamo Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

! Y Yy e jednadzbe
Yy =— + tg —_0 Egzaktne jednadzbe

x x Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

1 1 b 1 1 " Bernoullijeva jednadzba
Ovo je homogena jednadZba pa uvodimo supstituciju et Jednacs
u= =, odnosno Yy = ux.
x
Deriviranjem dobivamo
/
Yy =ux+u
/
ut+tgu=uzr+u

uxr =tgu




Matematicke metode
za informaticare

Razlikujemo dva slu¢aja:
prof.dr.sc. Blazenka

o tgu#0 vjak,

Damir Horvat

Radimo separaciju varijabli

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
du Separacija varijabli
—x =tgu [IHGmogene jednadzbe
d{]} Egzaktne jednadzbe

Eulerovi multiplikatori

Linearne jednadzbe
du dl’ Bernoullijeva jednadzba
—_— = — JednadZzbe viseg reda

tgu a5

Kako je

/ /cosu B sinu =t .
tgu sinu  |cosudu =dt|

dt
— 7_In\t\—ln\smu|




Matematicke metode
za informaticare

d0b|Vam0 da Je prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak,

Damir Horvat
dz
tg U €T Obitne dif. jednadzbe

Osnovne defin

Separacija varijabli
. lHomogene jednadzbe
In | sin U/’ = In ’x‘ + ln C? C > 0 Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
| sin u’ = C’aj‘ Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Kako je x konstantnog predznaka na domeni, slijedi da je
sinu = Cz, C € R\ {0}.
Vratimo li supstituciju, dobivamo

sin%:C:L‘, C e R\ {0}




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

_ Obicne dif. jednadzbe
o tg U = 0 Osnovne definiciji
) . . ) o Separacija varijabli
Tada je u = k7, k € Z, pa uvrstavnjem u jednadzbu " = i n
Egzaktne jednadzbe

u'z = tgu vidimo da je i to rjeSenje. No, u tom Eulerovi multiplikatori

Linearne jednadzbe

Bernoullijeva jednadzba

slu¢aju je sinu = 0, odnosno sin % =0. Jednadzbe viseg reda

Stoga je konacno rjeSenje

siny:C’x, C eR.
i




Diferencijalnu jednadzbu oblika

, a1z + b1y
Y =f (2
axx + bay
moZemo napisati u obliku
g ar + b2
Y az + by

koju onda dalje rjeSavamo pomocu supstitucije

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode

Primjer 105 za informatigare
f.dr.sc. BlaZenka
Rijesite diferencijalnu jednadZbu vy’ = Ly i B

Damir Horvat
Rjesenje
Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
e jednadihe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 105.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu vy’ = iy
Rjedenje

JednadZbu mozemo napisati u obliku

y_ 143

Yy = 1_

H\@&%\@

: T T -
Uvodimo supstituciju u = 2, iz Cega slijedi

y'zu’az—{—u
1+u p
=ur—+u
1—u
du u?+1

@w_ 1—u

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




1—ud dx
—au = —
u? +1 x

/1_udu— d—x
w2+1 z
/ du _/ U du — dic
u? +1 w+1 x

1
arctgu—iln(uz—i-l):In|a:]+|nC, C>0

earctgu

€Y = Clz[vu2+1, C >0
8" = Czyv/u2+1, C e R\ {0}

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Vratimo natrag supstituciju i dobivamo konaéno rjesenje
tg Y Y\?
e =Cx (—) +1, C e R\ {0}.
i

Diferencijalna jednadZba oblika

,_ <a1x+bly+cl>
¥ axx + by + co

se svodi na jednadZbu

, a1x + b1y
y =1 (22
axx + bay

Razlikujemo dva slu¢aja:

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




ar by

ax by =0

Tada je ap = kaj i bp = kby za neko k € R pa
imamo diferencijalnu jednadZbu

, a1 + b1y + c1
y=1r
k(a1$ aF bly) + ¢

koju supstitucijom u = a1z + b1y svodimo na
jednadzbu sa separiranim varijablama. Naime,
deriviranjem po x dobivamo

v =ay + by

odnosno

du U+ c1
— = b — .
dz @ +bf (k:u—i—cz)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode
za informaticare
a; b
[+ 1 1 ;é 0 prof.dr.sc. Blazenka
ar» by Divjak,
Damir Horvat

Uvodimo nove varijable uw i v Obitne dif. jednadsbe

Osnovne defin

Separacija varijabli
r=u+a, y=v+p (V) B WG iogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

gdje su o, 0 € R za sada neodredeni realni brojevi.
Kako je y = y(x), u novim varijablama je v = v(u).
Iz (V) slijedi

pa je




Matematicke metode
e . za informaticare
Dakle, dobili smo da je
prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

dU / Damir Horvat

=Y,
du Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije

Separacija varijabli
Od nosno e jednadzbe

Egzaktne jednadzbe

do_ g (al(“ +a) +bi(v+ ) +a > e it
du ax(u+ a) + ba(v+ B) + e

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

dv I (alu +b1v + (a1 + 618 + 01)>

du asu + bpv + (azar + oS + ¢2)

Zelimo da je
a1+ b16+c1 =0
ara+bf+cr =0




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

b]_ .. . . . Obitne dif. jednadzbe
= 0, postoje jedinstveni «, 3 € R koji su Osnovne definicije
b2 Separacija varijabli
e jednadzbe

Kako je =l

rjeSenje tog sustava. Eezaktnsliconacids

Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

Uz tako odabrane o i 3 dobivamo jednadzbu Bernoullijeva jednadzb

JednadZzbe viseg reda
dv aiu + byv

du 7 \apu + bov

koju znamo rijesiti.




Matematicke metode
za informaticare

. . f.dr.sc. BlaZenka
Prlmjer 106 prof (r[')sicvjakruen a

Rijesite diferencijalnu jednadZbu 1 = % Damir Horvat
Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
e jednadihe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Rjesenje




Primjer 106.

Rijesite diferencijalnu jednadZbu 1 =

Rjesenje

JednadZbu moZemo napisati u obliku

Uvodimo supstituciju uw = x + y. Deriviranjem po x

dobivamo

odnosno

!

S 2x+y) -1

u =1+

T+y+1

’U,/:1-|-y/,

u+1
2u—1"

z+y+1

2x+2y—1-

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Sredivanjem dobivamo

d_u_ 3u
de  2u—1’

Za u # 0 radimo separaciju varijabli i dobivamo

2u—1
2u—1
2 1

2 1
§(x+y)—§ln\az+y\:x+0

2y —x

1
shle+yl==3=+C CeR

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Nadalje, lako se provjeri da je u = 0 takoder rjesenje,
odnosno = 4+ y = 0 je rjeSenje poletne jednadzbe kojeg ne
mozemo dobiti iz opéeg rjesenja. To je onda singularno

rjeSenje pocetne jednadzbe.

Dakle, dobili smo da polazna jednadzba ima

opée rjedenje: % Injz +y| = 2?”;1 +C, CeR
i jedno

singularno rjeSenje: y = —x

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode
za informaticare

Primjer 107. prof.dr.sc. BlaZzenka
50 5o o oo - v Divjak,
RUeSIte dlferenCUa/nU Jednadeu y, = _%igﬂ Damir Horvat
Rjesenje Obicne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
Separacija varija

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 107. prof.dr.sc. Blazenka
50 5o o oo - v Divjak,
RUeSIte dlferenCUa/nU Jednadeu y, = _%igﬂ Damir Horvat
Rjedenje Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
. . 3 Separacija varijabli
Uocimo da je =-1+#0. [WHomogene jednadzbe
3 4- Egzaktne jednadzbe

Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Stoga uvodimo nove varijable u i v na sljedeci na&in
r=u+ta, y=v+/p, (©)

gdje su « i § za sada neodredeni realni brojevi. Uvrstimo
li () u poketnu jednadZbu, nakon sredivanja dobivamo
, 2u+3v+ (2a+36+1)

T 3ut4v+ (Bat48+1) (*)

Biramo « i § takve da je




20 +38+1=0
3a+48+1=0

Rje$avanjem tog sustava dobivamo aa =1, § = —1.

Uvrstavanjem u (*) dobivamo

, 2u + 3v

T Bu+4v
a ranije smo dokazali da je g—z =1/, paje

dov 2u + 3v

du  3u+ 4’

odnosno
dv 2+ 3%

du= 3y4L

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Uvodimo jo$ jednu supstituciju
v
2=, 2= z(u).
Deriviranjem po u dobivamo

/ /
VvV =2U+ 2,

odnosno
2+ 3z s+
- =Zu+tz
3+ 4z
dz 422 4+ 62+ 2
B B N
du 4z + 3

Za 42% + 6z + 2 # 0 radimo separaciju varijabli i

dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



4z +3 q du
_— dz = ——
422 4 62 + 2 U
1/ 4z + 3 du
— | —————dz=— | —
2 ) 2224+3z2+1 U
1 2
§|n12z +3z+4+1=—Inju/+InC, C>0

In[222 432z +1| = —2In|u| +InC

C
222 +3z+1|==, C>0
u

Kako smo separaciju varijabli radili uz pretpostavku da je
422 + 6242 #0, tj. 222 +32+1#0, tada je zbog
neprekidnosti 222 + 3z + 1 konstantnog predznaka na

domeni, pa je dalje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
2 C Damir Horvat
22 +324+1=—, C R\ {0}
U Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij

2 Separacija varijabli

v v 2 lHomogene jednadzbe
2(— I 37 + 1)u = C Egzaktne jednadzbe

u u Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

u? +3uv + 202 =C
Nadalje, zbog a =11 = —1iz (V) slijedi da je
u=cz—1, wv=y+1
pa dobivamo

? + 32y +2¢° +z+y=C, CcR\{0}.




Preostaje jo¥ pogledati slu¢aj kada je 22° + 32z +1 =0.
U tom sludaju je z = —% ili z=—1, pa je oito da je to
rjeSenje jednadzbe

dz 42 + 62 +2

@u:_ 4z4+3

koje dobijemo za C' = 0. Dakle, opce rjeSenje pocetne

jednadZbe je

2 +3zy+22+x+y=0C, CeR.
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za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli

e jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Egzaktne diferencijalne jednadzbe

Kazemo da je diferencijalna jednadZba
M(z,y)dz + N(x,y)dy =0
egzaktna ako je
M(z,y)dx + N(z,y)dy
totalni diferencijal neke funkcije u(x,y), tj.
du = M(z,y)dz + N(z,y)dy.

Iz (V) slijedi da je du = 0, pa je opce rjesenje od (V)
oblika
u(z,y) =C, C € R.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Kako je

ou ou
—d —d
oz T u oy &

iz jedinstvenosti diferencijala slijedi da nepoznatu funkciju

du =

u odredimo iz jednadZbi

ou ou
e~ M), 5o =N(zv)
NuZan i dovoljan uvjet da bi (V) bila egzaktna jednadzba
je da vrijedi
oM _on
oy  Ox’

uz pretpostavku da su funkcije M i N definirane na
otvorenom i povezanom skupu u R? koji nema u svojem

interioru "rupa”.
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Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



DokaZimo nuZnost. Zaista, ako je (V) egzaktna, tada

postoji funkcija u = u(x,y) takva da je

ou ou
%_M(xﬁy)a 7—N($,y)
Tada je prema Schwarzovom teoremu
oM 0%u B 0%u _ON
Oy  0xdy Oydx Ox

Dovoljnost slijedi iz Poincaréove leme u &ije detalje ovdje

ne¢emo ulaziti.
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Primjer 108.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

(23 + 3zy?) dz + (32°y + ¢°) dy =

Rjesenje

0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

_ jednadibe

Linearne Jednadzhe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Matematicke metode
za informaticare

Primjer 108. R
Rijesite diferencijalnu jednadzbu T ik,

Damir Horvat

(a;3 + 3xy2) dz + (3x2y + y3) dy =0. Obigne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli

Homogene jednadzbe
Rjesenje Egzaktne jednadzbe

Eulerovi multiplikatori

Linearne jednadzbe

M(z,y) = 23+ 3zy%, N(z,y) =322y +1° Soinadzbe viteg reda
oM ON
— =6z — =6z

Dakle, ay = ar pa je zadana jednadzba egzaktna.

Stoga postoji funkcija u(z,y) takva da je

ou ou
%—M(l‘,y), @_N(xay)v




odnosno u ovom sluéaju

@
ox

Sada imamo

0
= 23 4 31y, o 322y + 4.
9y

m:x3+3xy2//dx
ox

u(z,y) = / (x3 4 3a:y2) dx

ou

7:32 /
9 z°y + ¢ (y)
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
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Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




32%y +y° = 32%y + ¢/ (y)

¢'y) =y
y4
o(y) Z+C,CGR
Dakle,
o) =S+ 222+ Y p o cer
WIE T Tt Ty

Stoga je opce rje¥enje zadane diferencijalne jednadZbe

564 3 4
Z+2xy + A =C, C eR.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 109.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

Rjesenje

(1+ y?sin2z) dz — 2y cos? zdy = 0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

_ jednadibe

Linearne Jednadzhe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 109.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

(1+ y?sin2z) dz — 2y cos? zdy = 0.

Rjesenje

M(z,y) =14 y?sin2z, N(z,y) = —2ycos’z
oM ON
By = 2y sin 2z, = —4ycosz-(—sinx) = 2ysin 2z

Dakle, ay = ar pa je zadana jednadzba egzaktna.

Stoga postoji funkcija u(z,y) takva da je

ou ou
a.. :M([L‘,y), a_

ax ay - N(:C7y)7

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



odnosno u ovom sluéaju

8_u =1+ 3°sin 2z,
ox

g—z = —2ycos? z.

%:1+y2sin21‘//dx
ox

u(z,y) = / (1+ y? sin 2z) dz

Sada imamo

y° 9
w(z,y) =z — = cos2z + ¢(y) ay

0
a—z = —ycos2z + ¢'(y)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



—2ycos® x = —ycos2x + ¢'(y)

—2ycos®x = —y(2cos? z — 1) + ¢/ (y)

©'(y) =—y
o2
o(y) —74-0, CeR
Dakle,
Y Y
u(z,y) =z — ?Cosza}—?-l-c, C eR.

Stoga je opcCe rjeSenje zadane diferencijalne jednadZbe

2 2
Yy Yy
- = 2r — =— = R.
i 2cos:Jc > C, Ce
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za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli

Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Eulerovi multiplikatori

U vecini situacija diferencijalna jednadzba

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (©)
nije egzaktna, tj.
O, G
oy ox

Ideja je da (V) pomnoZzimo s u = p(z,y) tako da
jednadZba postane egzaktna. Dakle, traZimo funkciju

= p(z,y) # 0, takvu da jednadzba

w(z, y)M (z,y) dz + p(z,y)N(z,y)dy =0

bude egzaktna.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

ELIErovi multiplikatori

Linearne jednadzbe

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Tada je

O(u)

(uN)

Jy

ox

)

pa postoji funkcija F' = F(x,y) takva da je

Iz (V) slijedi

o
0y

odnosno

1<5M_M_
7

oy

O

ox

.N)

OF _ . OF _

ar  H oy
oM  Ou

M+M'67y_%

0N

- Oz

uN.

ON

o

oM

oy

(V)

(VOV)
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Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
ELIErovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Matematicke metode

(O0Q) je parcijalna diferencijalna jednadZba koja je za informaticare

kompliciranija od obi¢ne diferencijalne jednadzbe (). protdrse. e

Damir Horvat

Medutim, mi ¢emo traziti p kao funkciju jedne varijable,
Obitne dif. jednadzbe

t.] /’L — /,L(U), nge je U = U(fl:, y) Tada je Osnovne aefinicije
Separacija varijabli

Homogene jednadzbe

6M . d/J, au 8/.1, d/,[/ 8'11, Egzaktgnejejdv.]atzlibe .

- )
a.ﬁU du (9x (93/ du 8:[/ Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Uvrstimo u (V0VQ) i dobivamo

1 N M
cale MmN e
Ako vrijedi da je
ON _ oM
e =W

dy ox




tj., izraz na lijevoj strani ovisi samo o u, tada dobivamo
diferencijalnu jednadzbu
1du
—_— = U
du f(u)
$to je jednadZba sa separiranim varijablama iz koje
dobijemo Eulerov multiplikator ;1 = pi(u).

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Kod rjeSanja zadataka je pitanje u kojem obliku traziti
Eulerov multiplikator p = u(u), tj. $to uzeti za
u = u(x,y). Navest ¢emo nekoliko primjera za

u = u(z,y) koji su najéesci u zadacima.

=z
Y
rT+y
T —y
xy

© © © © © ©
g & & & & &
I I

< |8
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prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

ELIErovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 110.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

Rjesenje

2sin (y?) dz + xy cos (y?) dy

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
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Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

MEulerovi multiplik:
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 110.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

2sin (y?) dz + xy cos (y°) dy = 0.
Rjedenje

M(z,y) = 2sin (y?), N(z,y) = xycos (y°)

—— =4y cos —— = Yycos

oy Y ("), 55 =veos(v)

Dakle, jednadzba nije egzaktna, pa traZimo multiplikator
w1 = p(u) s kojim treba pomnoZiti zadanu jednadzbu da

bi ona postala egzaktna.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
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Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

ELIErovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Multiplikator p = p(u) ¢emo dobiti iz jednadzbe

1d
au =)
gdje je
ON _ OM
UGk ST e
odnosno u ovom sluéaju
—3y cos (y2)

flu) = — —
() 2sm(y)g;j xycos(yz)g—;

Sada treba odabrati takav « da desna strana ovisi samo o

ou

u. Uzmemo li u = z, tada je § d“ =1, o = 0, pa je

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
ELIErovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



odnosno

fu) =

—3y cos (y?)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

~ 2sin (y2) - 0 — zycos (y2) -

3

Sada rjeSavamo jednadZbu

odnosno

Bt
wdu

1dp_3
pdu  w
de 3

o U

vjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

ELIErovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




d
L u

Infjp| =3Injul+InC, C >0

pn=Cu®, CeR\{0}

Uzmimo npr. C =1 pa je i = u3, odnosno p = 3, jer je

u = x. Dakle poletnu jednadzbu treba pomnoZiti sa x

da bi ona postala egzaktna.

2sin (y°) dz + zy cos (y?) dy = 0/- z3

223 sin (y?) dz + z*y cos (y?) dy

0

3
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Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
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JednadZzbe viseg reda



M(z,y) = 22%sin (%), N(z,y) = z*ycos (y)

oM ON
a—y = 423y cos (yz) = o7
Dakle, sada je jednadzba zaista egzaktna, pa postoji

funkcija F(x,y) takva da je

oF . oF
. — 243 sin (yz), a—y = x4y cos (y2)
5—23: sm(y )//d:c

F(z,y) = %m“ sin (4°) + o(y) / o
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Obitne dif. jednadzbe
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oF

L 2 /
E ycos (y°) + ¢'(y)

z*y cos (y2) = 2%y cos (y2) +¢'(y)

Stoga je
La_ 2
F(z,y) = 5@ sin (y ) +C, C eR,
pa je opCe rjesenje
L 4

5% sin (yz) =C, CeR.
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Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

ELIErovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Primjer 111.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

Rjesenje

(y + zy?) dz + (z — 2®y) dy = 0.
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Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
Homogene jednadzbe
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Primjer 111.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

(y + zy?) dz + (z — 2®y) dy = 0.

Rjesenje

M(z,y)=y+zy?, N(z,y)=z—2%

oM ON
—=142zy, — =1-—2zy
ox

Ay
ON _ oM
ox y
f(u):a )
éTZ'M_ETguc'N
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du

Uzmemo li v = zy, tada je % =1, =z, pa je

T =
—4zy

i) = (v +2y?)z — (z — 22y)y’

odnosno nakon sredivanja

Sada rjeSavamo jednadZbu

1du
;@ = f(u),
odnosno
1 di 2

pdu_ U
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Obitne dif. jednadzbe
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I

In |

In ||

| ]

—2Injul+InC, C >0

In (Clu|~?)

W,C>0

%, C eR\ {0}

Matematicke metode
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prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
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Linearne jednadzbe
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Uzmimo, npr. C'=1. Tada je u = # odnosno u = a:+y2
jer je u = xy. Dakle, pocetnu jednadzbu treba pomnoZiti
sa x%yz da bi ona postala egzaktna.
(y+ 2y?) dz + (z — 2®y) dy =0
(v ot (o
5 (y+ay”)de 252 x
1 1 1 1
(2 +Daer (2~ Dy
EE0L 3 Ty Y

11 11

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
jak,
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Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
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Matematicke metode

8M 1 aN za informaticare

- 2,2 prof.dr.sc. Blazenka
oy 2y ox o
Damir Horvat

Dakle, jednadZba je zaista egzaktna pa postoji funkcija

. Obig dif. jednadzb
F(x,y) takva da je movne definiciie

Osnovne definicije
Separacija varijabli

Homogene jednadzbe
8F 1 + 1 8F 1 1 Egzaktne jednadzbe
= = = _— = 0 — = ELIErovi multiplikatori
or 2%y Oy x>

y Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

2,
or 2%y =z .

1 1
F(x,y)—/<m2y+x>dm

1
F(z,y) = o +Inlz| +o(y) / ==




Stoga je

F(z,y) =
pa je opce rjesenje

1
——+Injz|—Injy|=C, CeR
Y

+ ¢'(y)

+ ¢'(v)

o(y)=—Inly|+C, CeR

1
—— +In|z|—Inly|+C, CeR
Ty
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Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

ELIErovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
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Linearne jednadibe 1. reda Matematitke metode

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Linearna diferencijalna jednadZba 1. reda je jednadZba Obitne dif. jednadzbe
) Osnovne definicije
Obl | ka Separacija varijabli
/ Homogene jednadzbe
Yy =+ p(x)y =] q(x) Egzaktne jednadzbe

Eulerovi multiplikatori

gdje su p i g neprekidne realne funkcije. Bernoulliieva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Ako je ¢ = 0, kaZzemo da je jednadzba homogena, a inale
je rije¢ o nehomogenoj jednadzbi. Uocimo da homogenu
linearnu jednadZbu moZemo rijesiti separacijom varijabli.
Pitanje je kako rijesiti nehomogenu linearnu jednadZbu.
Postoji vise metoda kojima se rjeSavaju nehomogene
linearne jednadzbe, a ovdje e biti objasnjena metoda

varijacije konstanti.




Ta metoda se sastoji u tome da se prvo rijesi pripadna
homogena jednadZba, a zatim opce rjeSenje nehomogene
jednadZbe traZimo u obliku koji dobijemo iz opéeg rjesenja
homogene jednadzbe tako da konstantu zamijenimo

funkcijom. Pogledajmo na primjeru kako se to radi.

Primjer 112.
Rijesite diferencijalnu jednadzbu y' — y = e*.

Rjesenje

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Ta metoda se sastoji u tome da se prvo rijesi pripadna
homogena jednadZba, a zatim opce rjeSenje nehomogene
jednadZbe traZimo u obliku koji dobijemo iz opéeg rjesenja
homogene jednadzbe tako da konstantu zamijenimo

funkcijom. Pogledajmo na primjeru kako se to radi.

Primjer 112.
Rijesite diferencijalnu jednadzbu y' — y = e*.

Rjesenje

Radi se o linearnoj diferencijalnoj jednadZbi

(p(z) = —1, g(z) = €2*). Rjesavamo prvo pripadnu
homogenu jednad?bu v/ — y = 0.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




—~ =y

o]

Inlyj=x+InC, C>0
In|y| = In (Ce”)
ly| =Ce", C >0

y=Ce®, CeR

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne defin
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



y=Ce* Ce€R <« rjesenje homogene jednadzbe
Sada, rje¥enje poletne jednadZbe traZimo u obliku
y = C(x)e”,

gdje je C nepoznata funkcija koju ¢emo odrediti iz

poletne jednadZbe.
y = C'e” + Ce”
UvrStavanjem u pocetnu jednadZbu dobivamo
y-—y=e

(C’ez + Cex) — O = e

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Clez — 62m
Cl — ex
C(z)

e"+K, KeR
Stoga je rjeSenje poletne jednadzbe
y=(e"+ K)e",

odnosno
y=e’*+ Ke*, K eR.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Fremd Matematicke metode
Prlm.ler 113' za informaticare
Rijesite Cauchyjev problem

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
/ . Damir Horvat
y +ytgxr =sin2z, y(0)=1.
Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Rjesenje Separacija varija
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Primjer 113.
Rijesite Cauchyjev problem

v +ytgw =sin2x, y(0)=1.
Rjesenje

Vidimo da je
Yy +ytgxr =sin2z

linearna diferencijalna jednadzba. RjeSavamo najprije

pripadnu homogenu jednadzbu.
Yy +ytgr =0

dy
dz

d
——y:tg:vdx /
Yy

= —ytgz

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda




Ka kO je Matematicke metode

za informaticare

H _ prof.dr.sc. Blazenka
tgrdr = N G = cost =t = Rk
CcoS T _ Sin T dl‘ — dt Damir Horvat
Obitne dif. jednadzbe
—dt Osnovne definicij
— = —1|n |t| = —1|n | cos .'E| Separacija varijabli
t ) Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
SI Uedl Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda
dy
— | == | tgxdz
Yy
—Inly|=—=In|cosz| —InC, C >0

In|y| = In (C| cosz|)
ly| = Clcoszx|, C >0

y=Ccosz, C € R




Matematicke metode

Rjesenje poletne jednadzbe sada traZimo u obliku za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Yy = C(l‘) cosz, Divjak,

Damir Horvat

gdje je C nepoznata funkcija koju treba odrediti. Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Deriviranjem dobivamo f‘epafﬂﬂla varijabli
omogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

y' = (" cosx — Csinzx.

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda

Uvrstimo |i u pocetnu jednadzbu imamo
y +ytgx =sin2x
(C'cosz — Csinz) + C cosztgx = sin 2z
C'cosx = 2sinxcosw
C' =2sinx

C(z) = —2cosz+ K, K €R




Dakle, opce rjesenje pocetne jednadzbe je
y = (—2cosz + K)cosz,
odnosno
y=Kcosz —2cos’z, K € R.
Imali smo potetni uvjet y(0) = 1, pa dobivamo
1= Kcos0— 2c0520,

odnosno K = 3.

Stoga je rjeSenje Cauchyjevog problema funkcija

y = 3cosz — 2 cos .

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

Bernoullijeva jednadzba
JednadZzbe viseg reda



Bernoullijeva jednadzba R

za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Bernoullijeva diferencijalna jednadZba je jednadzba oblika

Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicije
Separacija varijabli
(*) Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

gdje su p i ¢ neprekidne funkcije, a n € R\ {0,1}. Linearne jednadzbe

JednadZzbe viseg reda

Y +p(z)y = q(z)y",

Ako je n € {0,1}, tada se radi o linearnoj diferencijalnoj
jednadzbi.
Podijelimo li (&) s y™ dobivamo

4 1

Y
y7 =+ p(x) yn,1

= Q(x)v (QQ)

pri ¢emu pretpostavljamo da je y # 0 jer odito je y =0
rjeSenje od (é).




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka

Stavimo li supstituciju Divjak,

Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe

ynfl ? Osnovne defin
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
deriviranjem dobivamo Eezakthelicanadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

! &
Z/ — (1 _ n) . yf Jednadzbe videg reda
n

<

Uvrstimo li to u () i sredimo, dobivamo

2+ (1 =n)p(x)z = (1 - n)q(x),

$to je linearna diferencijalna jednadZba koju znamo rijesiti

metodom varijacije konstanti.




.. Matematicke metode
Primjer 114.

za informaticare

Rijesite diferencijalnu jednadzbu ¥ + ¥ = —zy?. protise Bleinic
Rjegenje Damir Horvat

Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

JednadZzbe viseg reda




Matematicke metode

Primjer 114. za informaticare
Rijesite diferencijalnu jednadzbu j—z S = —zy?, prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
RicZenie Damir Horvat
Obitne dif. jednadzbe

Osnovne definicij
Separacija varijabli

1 Homogene jednadzbe
/ 4+ Zy=—zx 2 L2 Egzaktne jednadzbe
Yy f]fy 7 Yy ‘Y Eulerovi multiplikatori

Linearne jednadzbe

Radi se o Bernoullijevoj jednadzbi za n = 2.

JednadZzbe viseg reda

11
Y Ty
Uvodimo supstituciju
1 / Y
2= —, z = -
Y Y
Uvrstimo u (x) i dobivamo linearnu jednadzbu
, 1

Z — —Z=1.
x




Matematicke metode

Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadZbu. Z2linlormaticare
prof.dr.sc. Blazenka
1 vjak,
Z/ — = 0 Damir Horvat
X
Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
dz z Separacija varijabli
o = = Homogene jednadzbe
dz T Egzaktne jednadzbe

Eulerovi multiplikatori

Linearne jedn?dihe
dj — dj / Jednadib viseg reda
z X

In|z| =Injz|+InC, C >0
In|z| = In (C|x|)

|z| = C|z|, C >0

z=Cx, CeR




Rjesenje od (%) trazimo u obliku z = C(z)z, gdje je C

nepoznata funkcija. Deriviranjem dobivamo

Z=C'z+C.
Uvrstimo to u (xx).
Z—z=z
T
(C’x+C) —;-Cx:x
C'r==x
C'=1

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

JednadZzbe viseg reda




Dakle, opce rjesenje od (xx) je
z=(z+ K)z,

odnosno

z=a’+ Kz, K eR.

Uvazimo li jo$ da je z = % dobivamo

=22+ Kz,

S|

pa je opce rjesenje poletne jednadZbe

1

y:$2—|—K:L"

K eR.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
vjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

JednadZzbe viseg reda




Matematicke metode
za informaticare

Primjer ]_]_5. prof.dr.sc. BlaZenka
Divjak,

Rijesite diferencijalnu jednadzbu xvy' — 2:1;2\/_ = 4y. Damir Horvat

Rjegenje Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

JednadZzbe viseg reda




Matematicke metode
za informaticare

Primjer ]_]_5. pruf.drl.:')sicv.h?(laienka
Rijesite diferencijalnu jednadzbu xvy' — 2:1;2\/_ = 4y. Damir Horvat

Rjegenje Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
00 o oo « - Separacija varijabli
Podijelimo li jednadZbu sa = dobivamo Homogene jodnadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

4
Y — ~y = 2uy3,
X

JednadZzbe viseg reda

pa vidimo da se radi o Bernoullijevoj jednadZbi za n = %

y’—iy=2$\/z7/ix/§
YA o (©)
Vi aviT




Uvodimo supstituciju

z =4/v, 2

Uvrstimo to u (V) i dobivamo linearnu jednadzbu

Rjesavamo prvo pripadnu homogenu jednadzbu.

2
Z—Z2=0

z

dz _ 2

dex =z

d 2

e

z T

Matematicke metode
za informaticare

/ prof.dr.sc. Blazenka
y Divjak,

. Damir Horvat
25

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

JednadZzbe viseg reda

/




Matematicke metode
za informaticare

In ’Zl = 2 |n |£C’ aF In C, C > 0 prof.dr.sc. BlaZzenka
Divjak,

5 Damir Horvat
In|z| =In (C’|x| )
Obitne dif. jednadzbe

5 Osnovne definicij

_ Separacija varijabli

|Z’ — C|$| ) C > 0 Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

Eulerovi multiplikatori

a— C[]}27 C (= R Linearne jednadzbe

JednadZzbe viseg reda

Rjegenje od (VV) traZimo u obliku z = C(z)z?, gdje je
C nepoznata funkcija. Deriviranjem dobivamo

2 = C'2? +2Cx.
Uvrstimo to u (V0).

, 2
Z—=z=z
x
2
(C’x2+2Ca7)—f'Cx2:x
a6




Matematicke metode
za informaticare

) 2 prof.dr.sc. Blazenka
Cze =z Divjak,
Damir Horvat
C/ = — Obitne dif. jednadzbe
T Osnovne definicij

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
C({L‘) = |n ’1“ =+ K. K c R Egzaktne jednadzbe
? Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe

Stoga je opce rjesenje od (VO)

JednadZzbe viseg reda
z= (In|z| + K)2?,

odnosno
z=22In|z| + K22, K €R.
Uvrstimo li jo§ z = ,/y, dobivamo opce rjeSenje poletne

jednadzbe

Vi =2?In|z| + K22, K € R.




Matematicke metode

Diferencijalne jednadZbe viSeg reda 2 informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

U ovom dijelu ¢emo se baviti jednim specijalnim vrstama
. .. . ol - ey . ) Obicne dif. jednadzbe
diferencijalnih jednadZbi viseg reda koje se zovu linearne Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba

diferencijalne jednadZbe s konstantnim koeficijentima.

Linearna diferencijalna jednadzba n-tog reda s

konstantnim koeficijentima je jednadZba oblika
v + a1y +an oy + -+ ary’ + agy = f(2)

gdje su ag, a1,...,a,—1 € R, a f je neprekidna realna

funkcija.

JednadZba je homogena ako je f =0, a inale je

nehomogena.




Matematicke metode

HomOgena jed nadiba za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
ivjak,

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije

y(n) +an—1y(n 1) +a’n—2y(n 2) -+ +a1y/+a0y = 0 (QQ) Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Teorem 55 Linearne jednadzbe

Bernoullijeva jednadzba

Skup svih rjeSenja jednadzbe (O) je n-dimenzionalni
potprostor vektorskog prostora C™(R,R), gdje je
C™(R,R) skup svih funkcija R — R klase C".

Lako se dokaZe da je skup rjeSenja potprostor koristeci
svojstva deriviranja, a umjesto da dokazujemo ovaj
teorem opisat ¢emo postupak kako se pronalazi baza za

skup rjesenja od (V).




Matematicke metode

Bazna rjeSenja se traze na sljedeéi nadin: za informaticare

o Nademo korijene karakteristi¢ne jednadzbe protdrse. e

Damir Horvat

A 4 @ N L+ an A" 2+ -+ aih+ag =0.

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije

_ . e
o Svakom jednostrukom realnom korijenu \; Homogene jodnadzbe
. v . T a A Egzaktne jednadzbe
pridruzujemo bazno rjeSenje y = e™i?. Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
@ Svakom videstrukom realnom korijenu \; kratnosti Bernoullijeva jednadzba

pridruZzujemo 7 linearno nezavisnih baznih rjeSenja

Ajx

hy1r=¢-", Y2= xe)\jxv

Y = xr—leij

@ Svakom paru jednostrukih konjugirano kompleksnih

korijena \j = o+ 31, \j = a — (31, (B > 0),

pridruZzujemo dva linearno nezavisna bazna rjesenja

y1 = e** cos Bz, y» = e sinfx.




Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

@ Svakom paru viSestrukih konjugirano kompleksnih Obitne dif. jednadzbe
korijena )\] =] 04—|—ﬁ2' )\] = —ﬁzi (/6 > 0)' kratnosti Osnovne definicij

Separacija varijabli

X ) X X X ) . X Homogene jednadzbe
r pridruzujemo 2r linearno nezavisnih baznih rjeSenja Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba

Tfleax

y1 = e** cos Bx, yo = xe** cosBx, ..., Yy = x cos Bz

Yri1 = €T sin Bz, yrio = £eTsin Bz, ..., yor = &' L sin fa

o Opce rjedenje od (V) je linearna kombinacija baznih

rjeSenja.




Matematicke metode

Primjel’ 116. za informatitare
Rijesite diferencijalnu jednadzbu y" — 2y’ = 0. profdr.c. Blazenka
ivjak,

- - Damir Horvat
Rjesenje

Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba




Matematicke metode

Primjel’ 116. za informatitare
Rijesite diferencijalnu jednadzbu y" — 2y’ = 0. prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
- - Damir Horvat
Rjesenje

o a0 0 0 oy o 7z Obicne dif. jednadzb
Najprije rjeSavamo karakteristi¢nu jednadZbu Osnowne definicije

Separacija varijabli
Homogene jednadzbe

)\2 — 2)\ = 0 Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba

Njezina rjeSenja su \; = 0 i A\ = 2. To su jednostruka
realna rjeSenja pa svakom od njih pridruZujemo bazna

rjeSenja

0-x 1 2x
] .

yp=¢€e = Y = e

Tada je opce rjesenje poetne jednadZzbe

y=C1-1+Cy-e*

odnosno
y=C1+ Cre®®, C1,Co€R.




Matematicke metode

Primjer 117. za informatitare
Rijesite diferencijalnu jednadzbu y"' —3y" + 3y —y = 0. profidrse. Sazenia

Damir Horvat
Rjesenje

Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba




Primjer 117.

Rijesite diferencijalnu jednadzbu v" — 3y"” + 3y’ —y = 0.

Rjesenje

Najprije rjeSsavamo karakteristi¢nu jednadZbu

AN -3\ 4+3)\-1=0.

Lako se vidi da je A = 1 njezin trostruki realni korijen.

Tom korijenu pridruZujemo tri bazna rjesenja

1-x 1l-x 2 1z
hr=¢ -, Ya=x€ °, Y3s=xe€

tj.
yr=¢€", yp=ze’, y3= z2e”.
Opce rjedenje poletne jednadzbe je

Yy = Cre” + Coxe® + 03:122696, Cq, 02, C3; e R.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba



Pl’imjer ]_]_8 Matematitke metode

za informaticare
Rijesite diferencijalnu jednadzbu y®* —y = 0.

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Rjesenje Damir Horvat

Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba




Primjer 118.

Rijesite diferencijalnu jednadzbu y®* —y = 0.

Rjesenje

Najprije rjeSsavamo karakteristi¢nu jednadZbu
M-1=0.
Njezini korijeni su

Ai=1, X=-1 J3=i M=—i.

Korijenima A1 i Ay pridruZujemo bazna rjesenja

Nadalje A3 = 0+ 1 - ¢, pa korijenima A3 i A4 pridruzujemo
bazna rjesenja

y3 = e’ cos(1-x), ys=e"%sin(l-z)

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba




Matematicke metode

odnosno za informatitare

— — q prof.dr.sc. Blazenka
Y3 cosx, Ya sinx. Divjak,
, ) X . X Damir Horvat
Opce rjesenje pocetne jednadzbe je
Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij

y = Cre*+Cre” *+C3cosx+Cysinz, C,Ch,C3,Cy € R. LTI
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

R 3 Linearne jednadzbe
P rlm-ler ]' ]' 9 * Bernoullijeva jednadzba
Rijesite Cauchyjev problem ®

y" —y =0, y(0) =0, ¥'(0) = -1, y"(0) = 1.

Rjesenje




Matematicke metode

odnosno za informatitare

— — q prof.dr.sc. Blazenka
Y3 cosx, Ya sinx. Divjak,
, ) X . X Damir Horvat
Opce rjesenje pocetne jednadzbe je
Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije

y = Cre*+Cre” *+C3cosx+Cysinz, C,Ch,C3,Cy € R. LTI
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

R 3 Linearne jednadzbe
P rlm-ler ]' ]' 9 * Bernoullijeva jednadzba
Rijesite Cauchyjev problem ®

y" —y =0, y(0) =0, ¥'(0) = -1, y"(0) = 1.

Rjesenje

Najprije rjeSavamo karakteristi¢nu jednadZbu

Njezini korijeni su A1 =0, A =1, A3 = —1.




Stoga je opcCe rjedenje
y=C1+ Cre” +C3e™*, (C1,0C5,C3€R.
Nadalje,
y = Cre” — Cze™”
y" = Cre” + Cze ",
Iz po&etnih uvjeta y(0) =0, ¥/(0) = —1, y”(0) = 1 slijedi
Ci1+C+C3=0

Cr,—(C3=-1
Cr+C3=1
RjeSavanjem sustava dobivamo C; = —1, Co, =0 i

(3 =1, pa je rjeSenje Cauchyjevog problema funkcija

y=e ¥ —1.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba




Nehomogena jednadzba N fomatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat
n n—1 n—2 /
y( ) + an_ly( ) + an_zy( ) +---t+a1y +agy = f(x) Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli

Neka je y, neko partikularno rjeSenje nehomogene Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

jednadZbe. Tada je opce rjeSenje nehomogene jednadzbe i katon

Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba

jednako sumi partikularnog rjeSenja vy, i opceg rjeSenja

Y, pripadne homogene jednadZbe, tj.

Y=Yp T Yy

Vidjeli smo kako se rjeSavaju homogene jednadzbe, pa da
bismo rijesili nehomogenu jednadzbu trebamo " pogoditi”

neko njezino rjeSenje. Ovdje ¢emo objasniti jednu metodu
za traZenje partikularnog rjeSenja kada je funkcija f

specijalnog oblika.




Metoda neodredenih koeficijenata R

za informaticare
prof.dr.sc. Blazenka

Divjak,
Damir Horvat

Ovu metodu koristimo kada je funkcija oblika

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije

Separacija varijabli
— 0T f Homogene jednadzbe

f(x) =e€ |:Pn($) Cos ﬁx =+ Qm(x) sin 6$1| ) Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

Linearne jednadzbe

gdje su «, 0 konstante, P,,, @, polinomi stupnja n i m. Bernoullijeva jednadzha

U tom slucaju partikularno rjeSenje traZimo u obliku
yp = @' | Pi() cos Bz + Qi(x)sin B,

gdje je r kratnost korijena A = a + (% u pripadnoj
karakteristi¢noj jednadZbi homogene jednadzbe (u sluéaju
da A nije korijen, r = 0), [ = max{m,n}, P, Q; su

polinomi stupnja [.




Primjer 120_ Matematitke metode

za informaticare
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

" " / _ Damir Horvat

v +3y" + 3y +y=30e"".

Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba

Rjesenje




Primjer 120.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

yl// + 3yl/ _I_ 3y/ _I_ Yy = 306_1:.

Rjesenje

Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadZbu
y/// + 3y// + 3yl + y _ 0

Njezina karakteristi¢na jednadZba je

AN 4+3\2+3\+1=0.

OCcito je da ona ima trostruki korijen A\; = \» = A3 = —1.

Stoga je opce rjesenje homogene jednadzbe

yy = Cre”® + Coze™™ + Csz?e™™, C,Ch,C3 € R.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba



Sada jo$ trebamo nadi neko partikularno rjeSenje pocetne
jednadzbe. U ovom slu&aju je f(z) = 30e™" pa je
a=-1, =0 A=a+0i=-14+0-1=—1.
Kako je A = —1 trostruki korijen karakteristi¢ne
jednadzbe, slijedi da je » = 3. Stoga partikularno rje¥enje
traZimo u obliku

Yp = Cxle™®

b

gdje je C' € R nepoznata konstanta.
y; = (30562 — C:c3)e_x
yg = (6Ca: —6Cz? + Cw3)e*z
yg' = (6C —18Cz +9Cz? — C’:E3)e_“”

Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu dobivamo

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba



Yy + 3y, + 3y, +yp, =307,
odnosno nakon sredivanja
6Ce * =30e 7,

iz ega slijedi da je C' = 5. Stoga je jedno partikularno

rjeSenje pofetne jednadzbe

pa je opce rjesenje
Y=Yp tYy

odnosno

y = 523 "+Cre "+ Coxe *+C3z%e™%, (C1,C»,C3 € R.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba



P rimjer ]_ 2 ]_ Matematitke metode

za informaticare
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

" / Damir Horvat

y' —3y + 2y = xcoszx.

Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba

Rjesenje




Primjer 121.
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y" — 3y +2y = xrcosz.
Rjegenje
Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadZbu
y" =3y +2y=0.
Njezina karakteristi¢na jednadZba je
A —3X+2=0.

Njezini korijeni su A\; =2, \p = 1.

Stoga je opce rjesenje homogene jednadzbe

Yy, = C1e* + Cre®, (1,05 € R.

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba



Matematicke metode
za informaticare

Kako je f(z) = zcosz, slijedi da je a =0, §=1. protdrse. e
Damir Horvat

Nadalje, A = o + (i = i nije korijen karakteristi¢ne

. v . . R . Obicne dif. jednadzb

jednadZzbe pa je r = 0. Stoga partikularno rjeSenje Skl
& o Separacija varijabli

traZimo u obliku Homogene jednadzbe

Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori

yp = (Az + B) cosz + (Cz + D) sinz. Bermoulljeva jednadzba
Nadalje je |
y,, = (Cz+ A+ D)cosz + (—Az — B+ C)sinu,
y! = (—Az — B+2C) cosz + (— Cx —2A — D) sinz.

Uvrstimo |i sve ovo u pocetnu jednadZbu, nakon

sredivanja dobivamo




((A-3C)z—3A+ B+2C —3D)cosz +
+ (34+ C)z —24+3B—3C + D)sinz = zcosz

Kako ova jednakost mora vrijediti za svaki x € R, slijedi
da je

(A-3C)z—-34A4+B+2C-3D=x
(3A+C)z—2A+3B-3C+ D=0,

a prema teoremu o jednakosti dva polinoma slijedi da je

A-3C=1
—3A+B+2C-3D=0
3A+C=0

—2A+4+3B-3C+D=0

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba




Rjesimo li taj sustav, dobivamo

1 3 3 17
A—E, B——g, C——l—o, D——%

Stoga je jedno partikularno rjeSenje pocetne jednadzbe
L 3 cosx + 3 17 sin
—r— — 76 ——x — — |sinz.
Yr=\10" " 25 10" 50
Opce rjedenje poletne jednadzbe je

Y=Yp t Yy,

odnosno

1 17
y<10 _235>cosg';+<—10x 50)5"1.1‘4-016 + Che”

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba



Matematicke metode

Metoda superpozicije 22 informatitare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Ako je y; rje$enje jednadzbe Osnoune definicije

Separacija varijabli

Homogene jednadzbe
-1 -2 / Egzaktne jednadzbe
y(n) —|—an_1y(n ) +(ln_2y(n ) +--- +a1y —|—a0y = f]_ (./,U), Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba

a Yo rjesenje jednadZbe

Y™+ a1y a4t ary +aoy = fo(),
tada je Ay; + By» rjeSenje jednadzbe
Y41yt an oy 4 tary +aoy = Afi(z)+B fa(2),

gdje su A, B € R.




Prim'er 122 Matematitke metode
) . za informatitare
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

y” — 3y/ + 2y = xcosx + 681" Damir Horvat

Obicne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varija
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba

Rjesenje




Prim'er 122 Matematitke metode
) . za informatitare
Rijesite diferencijalnu jednadZbu

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,

y” — 3y/ + 2y = xcosx + 681" Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicij
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe

Rjesenje

1/ / 8x Eulerovi multiplikatori
Yy — 3y —+ 2y =xrcosx+ e Linearne jednadzbe
M~ =~ Bernoullijeva jednadZba

H(z)  fa(z)
Prvo rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu

y" -3y +2y=0.
Njezino opce rje¥enje je (prethodni primjer)
Yy, = C1e* + Che®, (1,05 € R.
Zatim trazimo partikularno rjesenje od

y" — 3y’ +2y = xcosz.




Njega smo nasli u prethodnom primjeru.

(Lo 3 cosz + L sin
Y = \10" " 25) " 10" 50)°""

Nakon toga traZzimo partikularno rjesenje od
y' =3y +2y = ¥,

i dobivamo 1,

=5

Opce rjedenje pocetne jednadzbe je

Yp,

Y=Yp +yP2 T Yo

odnosno

1

17 1
y= (—x = %) cosx + (—im — —) sinx + Eesm + C1€%® + Cre®.

10 50

Matematicke metode
za informaticare

prof.dr.sc. Blazenka
Divjak,
Damir Horvat

Obitne dif. jednadzbe
Osnovne definicije
Separacija varijabli
Homogene jednadzbe
Egzaktne jednadzbe
Eulerovi multiplikatori
Linearne jednadzbe
Bernoullijeva jednadzba
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