Analiticka geometrija prostora

— primjeri rijeSenih zadataka —

Zadatak 1.

Napisite jednadzbu ravnine koja prolazi tockom M (-5, 3,4) i paralelna je s vektorima @ = i— 7;—1— 3/2,
b=—i+ ]+ 2k

Rjesenje.

Na ovom zadatku ¢emo proéi kroz sve oblike jednadzbi ravnine, a kasnije u slozenijim zadacima
koristimo onaj oblik koji nam u danom trenutku najvise odgovara. NajceSée ¢emo koristiti opéi
oblik jednadzbe ravnine kod rjeSavanja zadataka. Neka je 7w ravnina koja prolazi tockom M i

paralelna je (ili razapeta) s vektorima @ i b.

Vektorski oblik jednadzbe ravnine

Stoga vektorski oblik jednadzbe ravnine glasi
F=(-53,4)4+u-(1,-7,3)+v-(-1,1,2).

Parametarski oblik jednadzbe ravnine

x=|-5[+| 1 |~u+|(=1)]| v
= 3|+|(=T|-u+| 1 | v
z=| 4|4+ 3 |-u+| 2 | v
\J ) !

M a b

Dakle, kada sve sredimo, dobivamo parametarske jednadzbe ravnine

r=-54+u—v
=3—Tu+w, u,v € R.
z=443u+2v

)
<

Opéi oblik jednadzbe ravnine

e Pruvi nacin: pomocu formule preko determinante
T—Zo Y—Yo 22— %20
Ay y a, |=0
by by b,
Uvrstavanjem poznatih podataka dobivamo
z+5 y—3 z—-4

1 -7 3 |=0.
-1 1 2



Laplaceovim razvojem po prvom retku dobivamo

(x +5)

Postupnim sredivanjem imamo
—17(x +5) —5(y—3) —6(2—4) =0
—172 -85 -5y +15—-62+24=0
—17x =5y —62—46=0/-(-1)
172 +5y +62+46 =0
Dakle, opéi oblik jednadzbe ravnine glasi
m... 172 + 5y 4+ 6z + 46 = 0.
e Drugi nacin: pomocu formule preko normale

Normala ravnine 7 je svaki vektor razlicit od nulvektora koji je okomit na ravninu «. Drugim
rijeima, normala ravnine 7 je vektor koji je okomit na svaki vektor koji lezi u ravnini 7. Dakle,
svaka ravnina ima beskona¢no mnogo normala. Taj nacin odredivanja jednadzbe ravnine ¢emo
najcesée koristiti u zadacima. Jasno, smijete koristite i ostale nacine ukoliko vam se oni viSe svidaju.

Jednadzbu ravnine 7 preko normale odredujemo pomoéu formule
Az —z0) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0, (@)

gdje je 1 = (A, B,C) bilo koja normala ravnine 7, a Ty(zo, yo, 20) bilo koja tocka u ravnini w. Mi
znamo da nasa ravnina mora prolaziti tockom M (—5,3,4) pa je xg = —5, yo = 31 29 = 4. Preostaje
nam da joS odredimo normalu 7 ravnine 7. Kako je normala ravnine okomita na svaki vektor koji

lezi u toj ravnini, slijedidajen L d i n L b (jer je ravnina 7 razapeta s vektorima @ i 5)

i
a
_—
T

Iz definicije vektorskog produkta vektora slijedi da je 7 = A\(@ x 5), gdje je A € R\ {0} proizvoljan.

SL

Kako nama treba samo smjer normale, a nije nam vazna duljina (jer normala ravnine je bilo koji

vektor okomit na tu ravninu), mozemo uzeti A = 1, tj. 7 = ax b. Tako ¢emo uvijek raditi bez posebne

napomene. Jasno, smijete uzeti bilo koji drugi A # 0 ako vam takav izbor daje ”jednostavnije”

brojeve.

7 k
i=dxb=|1 -7 3|=(-17,-5,-6).
P



Uvrstimo li A = —17, B= -5, C = —6, g = =5, yo = 31 29 = 4 u (V), dobivamo
“17(z — (=5)) — 5(y —3) — 6(z — 4) = 0,

odnosno nakon sredivanja
m... 17+ 5y + 62+ 46 =0.

Segmentni oblik jednadzbe ravnine
Segmentni oblik jednadzbe ravnine glasi

T z
_+y+_:17
a b ¢

gdje su a, b i c odsjecci ravnine na koordinatnim osima. Segmentni oblik jednadzbe ravnine mozemo

dobiti iz opéeg oblika na sljede¢i nacin.
172 4+ 5y + 62446 =0

17z + 5y + 62 = —46 /: (—46)
17x oY 6z

=1
—46 + —46 + —46
x Y z
E G
17 5 6
x Y z
wtmwt=m =1
17 s T3
Dakle, segmentni oblik jednadzbe ravnine 7 glasi
x Y z
7 5 3

Iz tog oblika vidimo da ravnina 7 sijece z-os u tocki A(_46 0, 0), y-0s u tocki B(O, _TA‘G,O), a 2-0s

17 >
u tocki C'(0,0, =22).

Normalni oblik jednadzbe ravnine

Normalni oblik jednadzbe ravnine dobijemo tako da opéi oblik Az + By + Cz + D = 0 pomnozimo

1 . - . . . . .- . /- .
S (D) VT Normalni oblik jednadzbe ravnine je zapravo jedan specijalni opéi oblik u

kojemu je normala jedini¢ne duljine, a slobodni koeficijent je negativni broj.
1 B 1 1 1
—sign (D) VA2 + B2+ (C? —sign(46) V17?2 +52+62 —v350 —5v14

_0 /. _1
170+ 5y +62+46 =0 /- —L

—17 1 6 46
T — - z—
514 V14 4 514 514

Dobivamo da normalni oblik jednadzbe ravnine 7 glasi

—17 1 6 46
m... T — — zZ—
5V 14 V14 Y 5V 14 5V 14

=0

=0.




Oprez. Takav oblik mora ostati, ne smijete ga pojednostavljivati tako da jednadzbu pomnozite

nekim brojem jer tada to viSe ne bi bio normalni oblik jednadzbe ravnine. Uocite da je % zapravo

. . . e -17 -1 -6 . .. T .
udaljenost ravnine od ishodista, a < SVAD Vil 3 \/ﬁ> je njezina jedini¢na normala koja gleda na onu

stranu ravnine u kojoj se ne nalazi ishodiste.

Zadatak 2.
Napisite jednadzbu ravnine koja je paralelna s vektorom @ = i— 7}—{—312, a prolazi tockama X (—1,6,2)

1Y(6,3,1).

Rjesenje.
Odmah mozemo pronaci parametarski oblik jednadzbe ravnine 7 jer je ta ravnina razapeta vektorima
d, XY 1iprolazi tockom X (mogli smo umjesto tocke X uzeti tocku Y, to je stvar naseg odabira jer

obje tocke leze u trazenoj ravnini). Kako je
i=(1,-7,3), XY =(7,-3,—-1), X(-1,6,2),

dobivamo da su parametarske jednadzbe ravnine m dane s

r=-14+u+Tv
m... y=6—Tu—3v u,v € R
z2=243u—wv

n

/Y
X o
a%

T

Pronadimo jos i opéi oblik jednadzbe ravnine preko normale jer ¢emo njega ipak visSe koristiti kod

kompliciranijih zadataka. Ako je 7i = (A, B, C') normala ravnine, a Ty (20, 4o, 20) tocka kojom ravnina

prolazi, tada njezina jednadzba glasi
Az —z0) + B(y —yo) + C(2 — 20) = 0.

Iz zadatka znamo to¢ku kojom ravnina prolazi, StoviSe, znamo ¢ak dvije takve tocke X i Y. Oda-
beremo bilo koju od njih, npr. tocku X pa je tada xg = —1, yg = 6 i z9p = 2. Nedostaje nam joS

normala 7 = (A, B, C) ravnine w. Medutim, ravnina 7 je razapeta vektorima @ i XY pa slijedi da je

i 7k
F=ax XY =|1 -7 3|=/(16,2246).
7 -3 -1



Kona¢no dobivamo

Az —zo) + B(y —yo) + C(z — 20) =0
16(x — (—1)) +22(y —6) +46(2 —2) =0 /: 2
8(z+1)+11(y — 6) +23(z —2) =0
8r +8+ 11y — 66+ 232 —46 =0

8r + 11y 4+ 232 —104 =0

pa opdi oblik jednadzbe ravnine 7 glasi

m... 8z 4+ 11y + 232 — 104 = 0.

Napomena. Kod ra¢unanja normale ravnine 7 smo dobili da je 77 = (16,22, 46). No, to mozemo
zapisati kao 77 = 2 - (8,11, 23) pa smo za normalu ravnine mogli uzeti takoder i vektor (8,11,23) jer
nam nije bitna duljina normale nego samo njezin smjer. Pazite, vektori (16,22,46) i (8,11, 23) nisu
jednaki, ali imaju isti smjer. Nama je svejedno kolika ée biti duljina normale (osim ako netko od
nas ne zahtijeva normalu odredene duljine), bitno nam je samo da je ona okomita na promatranu
ravninu, tj. bitan nam je samo njezin smjer (¢ak nam nije bitna niti orijentacija u opéenitom
slucaju). Dakle, mi smo za normalu ravnine uzeli vektor (16,22,46), ali ne bismo nista pogrijesili
da smo uzeli bilo koji drugi vektor oblika A - (16,22,46) za bilo koji A € R\ {0}. Ponekad ¢e se to u

zadacima raditi bez posebne napomene pa imajte to na umu.

Zadatak 3.
Napisite jednadzbu ravnine koja prolazi tockom M (13,2,6) i okomita je na vektor @ = — 47435 — 7k.

Rjesenje.

Kako je vektor @ okomit na trazenu ravninu m, tada njega mozemo uzeti za normalu ravnine m
(sjetite se, normala ravnine je bilo koji vektor razli¢it od nulvektora koji je okomit na ravninu).
Dakle, 7 = (—4,3,-7) paje A = —4, B = 31 C = —7. Nadalje, ravnina 7 prolazi tockom
M(13,2,6) paje z9 = 13, yo = 2 i zp = 6. Stoga dobivamo

Az —20) + B(y —yo) + C(2 — 20) =0
A(r—13)+3(y—2) — (- —6) =0
—dx+3y—T72+88=0

pa ravnina 7 ima jednadzbu
m... —4x+3y—T7z+88 =0.

Zadatak 4.
Kako glasi jednadzba ravnine kroz tocke A(1,2,7), B(—4,3,5) 1 C(7,1,-2).
Rjesenje.

Rijesit ¢emo zadatak na dva nacina.



e Prvi nacin: pomocu formule za jednadzbu ravnine kroz tri tocke

e

Jednadzba ravnine kroz tri tocke T1(x1,y1,21), To(x2,y2, 22) 1 T3(x3,ys3, 23) glasi

r—r1 Y-y <2—2
T2 —T1 Y2 — Y1 <2 — %1 =0. (‘)
T3 —T1 Y3 — Y1 23— 21

U nasem slucajujez1 =1, y1 =2, 21 =7, 290 = =4, yo =3, 20 =5, x3 =7, y3 = 1, z3 = —2.

Uvrstimo li ove podatke u (#), dobivamo

r—1 y—2 2-7
-5 1 -2 | =0.
6 -1 -9

Laplaceovim razvojem po prvom retku dobivamo

@-n| -w-a) T

Sredivanjem dobivamo
—11(x—1) =57y —2)—(2—7) =0
—1lz — 57y —2+132=0 /- (—1)
11z + 57y +2—-132=0
pa jednadzba trazene ravnine w glasi
... 1lx +57y +2—132=0.
e Drugi nacin: pomocu normale ravnine

Kako ravnina 7 prolazi tockama A, B i C, tada je ona razapeta s vektorima AB i AC. Stoga za

. ~ . — - -
normalu ravnine mozemo uzeti vektor 7 = AB x AC.

St




Kako je AB = (=5,1,~2), AC = (6,—1,—9), dobivamo

i ]k
A=ABx AC =|-5 1 —2|=(—11,-57,-1).
6 -1 -9

Uzmemo li da ravnina 7 prolazi tockom A (mogli smo odabrati i neku od preostale dvije tocke B ili

(), tada je zyp = 1, yo = 2 i zp = 7. Konacno,
A(x —z0) + B(y —y0) + C(z — 20) = 0
—11(z—-1)=57(y—2)— (2 —=7)=0
—1lz — 57y —2+132=0 /- (—1)
1z + 57y + 2 — 132 =0

pa smo opet dobili da ravnina 7 ima jednadzbu

... 1lx +57y +2—132=0.

Zadatak 5.
Kroz poloviste duzine AB, A(7,5,1), B(3,2,4) prolazi ravnina koja na osima x i y odsijeca segmente

a =51b=2. NapiSite jednadzbu te ravnine.

Rjesenje.

Ovdje je prirodno da idemo na segmentni oblik jednadzbe ravnine.

SIS T
a b ¢
Kako je a =51 b = 2, slijedi da je
T Yy oz
o=+ 2+ —-=1.
U 5+2+c (%)

Preostaje nam da odredimo jo$ odsjeCak ¢ koji trazena ravnina m odsijeca na osi z. Znamo da
ravnina 7 mora prolaziti polovistem duzine AB. Kako znamo koordinate krajeva duzine AB, tada

se koordinate polovista P te duzine dobiju po formuli

P<~"3A +Ip Ya+yp 24+ ZB)

2 7 2 2
paje P(5, %, g) Kako tocka P mora lezati u ravnini 7, tada njezine koordinate moraju zadovoljavati
jednadzbu te ravnine. Uvrstimo li koordinate tocke P u (&), dobivamo

5.5 3
42 4.2
5+2+c
7 5
1+-+—=1
+4+20
10
c=——
7
pa jednadzba ravnine 7w glasi
Yy
™ g+§+_—$:1



Zadatak 6.
Napisite jednadzbu ravnine koja prolazi tockom M (3,5, 1), a na koordinatnim osima odsijeca jednake

i pozitivne odsjecke.

Rjesenje.

Ovdje je takoder prirodno da idemo na segmentni oblik jednadzbe ravnine.

x
7T...—+g—i—i:1
a b ¢
No, kako su svi odsjecci jednaki i pozitivni, slijedi da je a = b= c¢ > 0 pa je
x z
7T...—+y—|-—:1.
a a a

Kako tocka M mora lezati u ravnini 7, tada njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadzbu te
ravnine pa slijedi
3 5 1 9

—+—-+-=1="=1=a=09.
a a a a

Jednadzba trazene ravnine 7 je

Zadatak 7.
Tri strane tetraedra, koji lezi u prvom oktantu, leze u koordinatnim ravninama. NapiSite jednadzbu

Cetvrte strane tetraedra ako su duljine bridova tetraedra koji omeduju ¢etvrtu stranu |AB| = /13,
|BC| = v/34, |CA| = V/29.
Rjesenje.

U prvom oktantu su one tocke prostora kojima su sve tri koordinate pozitivne.

x

Mi trazimo jednadzbu ravnine 7 koja prolazi tockama A, B i C. Sa slike vidimo da je opet prirodno

i¢i na segmentni oblik jednadzbe ravnine jer uz oznake sa slike, jednadzba ravnine m glasi
x z
= 4+ g + == 1’
m n p

pri ¢emu su m,n,p > 0 jer se ¢itav tetraedar ABCO nalazi u prvom oktantu.



Trokuti AOB, BOC i COA su pravokutni trokuti s pravim kutom u vrhu O. Primijenimo li redom
na svakog od njih Pitagorin poucak, dobivamo

m2 +p2 — |AB|2

m? 4+ n? = |BCJ?

n? +p® = |AC)?

odnosno
m? +p2 =13
m? +n® = 34
n? + p2 =29

Ako od druge jednadzbe oduzmemo prvu i tako dobivenu jednadzbu promatramo sa tretom jed-
nadzbom, dobivamo sustav

n? — p2 =21

n? 4 p? =29
iz kojeg se lagano dobije da je n? = 25 i p? = 4. Tada iz m? + p? = 13 slijedi da je m? = 9. Stoga je
m =43, n=451p = 42. No, po pretpostavci zadatka su m,n,p > 0 pa mora bitim =3, n=51

p = 2. Stoga jednadzba ravnine 7 glasi

Zadatak 8.
Izracunajte kut izmedu ravnina 2z + 3y — 42 +5=0ix—2y+22—1=0.

Rjesenje.
m...2x+3y—4z+5=0
mp...xe—2y+22—-—1=0
Neka je o = <(m1,m2). Iz jednadzbi ravnina o¢itamo njihove normale 7i; = (2,3,—4) i iy =
(1,—2,2). Tada je prema formuli
|71y - 7o
COSX = 75—V—5 -
7] - |7

Nadalje,
fly g =2-1+3-(=2)+(-4)-2=2-6—-8=—12
71| = /22 + 32 4+ (—4)2 = V29

[7i2] = V12 + (=22 +22 = V9 =3

Kona¢no dobivamo
| — 12| 12 4
cos o = = =

3v29  3v29 V29

: 4
a je o = arccos —=.



Oprez. Kut izmedu dviju ravnina je po definiciji uvijek < 7 pa se zbog toga u brojniku mora uzeti
apsolutna vrijednost skalarnog produkta. Ako ra¢unamo kut izmedu vektora, tada nema apsolutne
vrijednosti u brojniku jer kut izmedu vektora moze biti i tupi, a to ¢e biti ako je njihov skalarni
produkt manji od nule. Uocite da je kut izmedu normali 71 i 775 u ovom sluc¢aju tupi kut. Dakle,

u ovom slu¢aju je kut izmedu ravnina jednak arccos ——, ali je kut izmedu njihovih normali jednak

V29’
arccos \;—2%. Stoga, zbog nase definicije kuta izmedu dvije ravnine, nije ispravno re¢i da je kut izmedu
ravnina jednak kutu izmedu njihovih normali. To je djelomi¢no tocan odgovor. Preciznu definiciju

ste rekli na predavanjima i takoder se nalazi u prezentaciji pa obratite paznju na nju.

Zadatak 9.
Odredite udaljenost tocke A(3,2,—1) od ravnine 2z — 3y + 6z —3 = 0.

Rjesenje.
Udaljenost tocke To(xo, Yo, 20) od ravnine m... Az + By + Cz + D = 0 se racuna po formuli

_ ’Awo + Byo + Czy + D‘

d(Ty, m) =
VA2 + B2+ (C?

o10

d(To,ﬂ')

B

i
U ovom slucaju je xg = 3, yg = 2 1 29 = —1 pa dobivamo

C2:3-3-2+6-(-1)=3] [-9 9

d(A, ) = NG e T 7

Zadatak 10.

Kolika je udaljenost ravnina 2z +y — 22 +33 =012z +y — 2z + 22 = 0.

Rjesenje.

Oznacimo promatrane ravnine s 71 1 mo.
.20 4+y—22433=0, 71;=(2,1,-2)
To...20+y—224+22=0, 7y=(2,1,-2)

Uocavamo da su njihove normale kolinearni vektori, tj. u ovom sluc¢aju jednaki vektori iz ¢ega slijedi

da su ravnine 7 i my paralelne. Da bismo odredili udaljenost tih ravnina, uzet ¢emo jednu tocku T'

u ravnini 7 i zatim rac¢unati udaljenost te tocke od ravnine .

10
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Kako odabrati neku tocku T iz ravnine w7 Pogledamo li jednadzbu ravnine 7y, vidimo da se radi
o jednoj linearnoj jednadzi s tri nepoznanice. Mi moramo odabrati neku tocku ¢ije koordinate
zadovoljavaju jednadzu te ravnine (to je nuzan i dovoljan uvjet da bi neka tocka lezala u nekoj
ravnini). No, imamo dva stupnja slobode, tj. dvije nepoznanice odaberemo po volji, a treéu onda
izra¢unamo iz jednadzbe ravnine 7. Uzmimo, npr. £ = 0 i y = 0, uvrstimo ih u jednadzbu ravnine

w1 pa dobivamo
20 4+y—224+33=0
2-0+40—-224+33=0

_ 33
2=

Stoga je T' (07 0, %) jedna tocka iz ravnine 7. Kona¢no dobivamo

2:0+0-2-F 422 |-11] 11
d(m, m) = d(T,mz) = VELET (22 O3

Oprez. Da biravnine bile paralelne, ne moraju nuzno njihove normale biti jednake, dovoljno je da
su kolinearne jer nas opéenito zanima samo smjer, a ne i duljina tih normali. Dakle, dvije ravnine
m 1 w9 su paralelne ako i samo ako su njihove normale kolinearni vektori, tj. 77 = Ao za neki
A € R\ {0}. U ovom zadatku je bilo A = 1, tj. normale su bile jednake.

Zadatak 11.
Odredite B tako da ravnine 4z + By — 72+ 3 =01z — 2y + 42 — 1 = 0 budu okomite.

Rjesenje.

Neka su 7 i mo zadane ravnine.

m...4c+By—724+3=0, 7;=4,B,-7)
Ty...x—2y+4z—1=0, 7iy=(1,-2,4)

11



Ravnine 71 i mo su okomite ako i samo ako su okomite njihove normale, tj. ako je @1 L 7i5. Sjetimo

se, dva vektora su okomita ako i samo ako je njihov skalarni produkt jednak 0 pa dobivamo
i1 - 1o =0
(4,B,-7)-(1,-2,4) =0
4—-2B—-28=0
B=-12

Dakle, jedino za B = —12 su ravnine 71 i m2 medusobno okomite.

Zadatak 12.
Odredite A i C tako da ravnine Az — 2y + 32— 1=01i4x + y + Cz 4+ 8 = 0 budu paralelne.

Rjesenje.

Neka su 7 1 m9 zadane ravnine.
... Ar—2y+32—-1=0, 7 =(A,-2,3)
mo...dx+y+Cz+8=0, 72=(4,1,C)

Ravnine 71 1 w9 su paralelne ako i samo ako su njihove normale kolinearne, tj. ako je 71y = Afis za

neki A € R\ {0}. Dobivamo

iy = Ait
(A,-2,3) = A\(4,1,0)
(A,—2,3) = (4A\, A, CN)

iz ¢ega slijedi
A=4\, 2= 3=C\

. . . .o _ . _ 3
Iz prethodnih jednakosti lagano se dobije A = —81 C = —3.

Zadatak 13.

Napisite jednadzbu pravca koji prolazi tockom 7'(1,0,1) s vektorom smjera @ = (3,2,1).
Rjesenje.

U kompliciranijim zadacima ¢emo najvise koristiti kanonski i parametarski oblik jednadzbe pravca.

Vektorski oblik jednadzbe pravca
=70+ Ad

U ovom zadatku je 7y = (1,0, 1) (radijvektor neke tocke koja se nalazi na pravcu), a @ = (3,2,1) je

vektor smjera pravca. UvrStavanjem dobivamo

p...7F=(1,0,1)+ A(3,2,1).

12



Parametarski oblik jednadzbe pravca

z=| 1/ +]|3| -t
= 0| +]|2| -1
z=|1|+|1]-t
\: A
T a

Dakle, kada sve sredimo, dobivamo parametarske jednadzbe pravca

r=1+3t
p... y = 2t, teR.
z=1+1

Kanonski oblik jednadzbe pravca

L—To _Y—¥% _ 2= %20
Ay Qy a,

U ovom slucaju je zg =1, o =0, 20 = 1, a, = 3, ay = 2 i a; = 1 pa dobivamo

3 2 1

r—1 y =z-1
D... = .

Dakle, u nazivnike se piSu koordinate vektora smjera pravca, a u brojnike na odgovarajuca mjesta

koordinate neke istaknute tocke na pravcu.

Zadatak 14.

Napisite kanonski oblik i parametarske jednadzbe pravca koji prolazi tockom A(5,4,—1) i koji je
paralelan s

a) vektorom @ = (1,2,7),

b) osi z.

Rjesenje.

Ako je pravac paralelan s nekim vektorom, to znaci da taj vektor mozemo uzeti za vektor smjera

tog pravca.

a) Kanonski oblik jednadzbe pravca p glasi

1 2 7
a parametarske jednadzbe su
=5+t
p...§ y=4+2t, teR.
z=-14T7t

b) Ako je pravac paralelan s x-osi, tada za njegov vektor smjera mozemo uzeti vektor i= (1,0,0).

Stoga kanonski oblik jednadzbe pravca p glasi
x—5 y—4 z+1

P 0 0’
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a parametarske jednadze su

p... y =4, teR.
=-1

Napomena. Ako u kanonskom obliku jednadzbe pravca u nazivniku na nekom mjestu stoji 0, to
ne znaci da se radi o dijeljenju s nulom, nego to znaci da je odgovarajuc¢a koordinata vektora smjera
tog pravca jednaka nula jer u nazivnike piSemo koordinate vektora smjera pravca, a moguce je da
su neke koordinate vektora jednake 0. Jedino se ne moze dogoditi da budu na sva tri mjesta u
nazivnicima nule jer bi to onda znacilo da odgovarajuéi pravac ima za vektor smjera nulvektor, sto

je nemoguce jer nulvektorom nije odreden smjer.

Zadatak 15.
Napisite jednadzbu pravca koji prolazi tezistem trokuta s vrhovima A(2,—1,7), B(4,5,1), C(-3,2,4)
i tockom D(7,2,3).

Rjesenje.

Radijvektor 7 tezista trokuta ABC' jednak je treéini sume radijvektora vrhova tog trokuta, tj.

I
7 = 3 (Fa+ 78 +70).
Stoga je
ra+apt+ze 2444 (-3)
T, = 3 = 3 =1
_yatystyc —1+5+2 _o
T 3 B 3 B
ZA+ 2B + 2o T+1+4
z == = :4
T 3 3

pa teziste T trokuta ABC ima koordinate T'(1,2,4). Sada znamo da pravac prolazi kroz tocke
T(1,2,4) i D(7,2,3). Tim podacima je pravac jednozna¢no odreden jer mozemo uzeti da on prolazi

tockom D i ima vektor smjera TD.

Lagano se dobije TD = (6,0, —1) pa dobivamo da trazeni pravac p ima jednadzbu

x—7 y—2 z-3

D... 6 0 —

14



Zadatak 16.
Pravac p je zadan kao presjek ravnina 2z 4+ 3y — 162 — 7 =01 3z +y — 17z = 0. Odredite kanonski
oblik jednadzbe pravca p.

Rjesenje.

Da bismo odredili kanonski ili parametarski oblik jednadzbe pravca, treba nam jedna tocka kojom
pravac prolazi i njegov vektor smjera. Ako je pravac zadan kao presjek dviju ravnina, tada ti podaci
nisu odmah vidljivi iz jednadzbi ravnina, ali ih mozemo odrediti na dva na¢ina. Pokazat ¢emo ovdje

oba nacina.
e Prvi nacin: Pomoéu Gaussovog postupka

Na zadane ravnine

20+ 3y — 162 —7=0
3r+y—172=0

mozemo gledati kao na sustav od dvije linearne jednadzbe s tri nepoznanice. Prema Kronecker-
Capellijevom teoremu znamo da opce rjeSenje zadanog sustava ima jedan parametar, a geometrijski
¢e to rjeSenje predstavljati parametarske jednadzbe pravca iz kojih onda lagano oCitamo vektor

smjera pravca i jednu njegovu tocku. Dakle, zadani sustav rjeSsavamo Gaussovim postupkom.

2 3 -—16|7 —/|+
3 —1710 /-(=3)

-7 0 35 |7/-3

3 1 =170

Iz navedenog slijedi

—x+5z=1
y—2z=23.

Uzemo li varijablu z za parametar, dobivamo opce rjeSenje zadanog sustava
r=-14+5t, y=3+2t, z=t, tekR.

Ovo opce rjeSenje sustava zapravo predstavlja parametarske jednadzbe pravca p koji je zadan kao

15



presjek ravnina.

teR.

i
SIS
w
+
DD
S

Kanonski oblik jednadzbe pravca p glasi

Sada vidimo da pravac p prolazi tockom Tp(—1,3,0) i ima vektor smjera §= (5,2, 1).

e Drugi nacin: Pomocu vektorskog produkta

1

% D

Ovdje treba uociti da ako pravac lezi u ravnini, tada je njegov vektor smjera okomit na normalu te
ravnine. Pravac p lezi u obje ravnine 7 i w2 pa je vektor smjera s, pravca p okomit na normale 7i;
i 7y ravnina 7 1 mo. Iz definicije vektorskog produkta vektora tada slijedi da je 5, = A(7l; X 7i2) za
neko A € R. Kako nama treba samo smjer vektora 3, (nije nam bitna duljina tog vektora), mozemo
uzeti da je A = 1, tj. §, = 7i; X 7iy (istu pri¢u smo ranije objasnjavali za biranje normale ravnine).

Iz jednadzbi zadanih ravnina oc¢itamo njihove normale

M. 2043y —162—T7=0, i1 =(2,3,—16)
my...3x+y—172=0, fio = (3,1, —17)

pa dobivamo

ij ok
8, =7 xfg=[2 3 —16|=(—35,—14,-7) = —7-(5,2,1).
31 17

Mozemo zapravo uzeti da je 5, = (5,2,1) jer nam ovdje nije bitna duljina i orijentacija vektora, ve¢
samo smjer (usput dobivamo i manje brojeve). Da bismo mogli napisati kanonski oblik jednadzbe
pravca p, treba nam jos neka tocka koja lezi na zadanom pravcu. Kako je pravac p zadan kao presjek

ravnina mp 1 7o, trebamo uzeti jednu tocku T koja lezi u obje ravnine 71 i mo. Kako doé¢i do jedne
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takve tocke 1?7 Naime, da bi tocka T lezala u obje ravnine 7 i 7, njezine koordinate moraju

zadovoljavati jednadzbe tih ravnina, Sto nas dovodi do sustava linearnih jednadzbi

204+ 3y —162—7=0
3z +y— 172 =0.

Ovaj sustav ima beskonac¢no mnogo rjeSenja, a nama treba samo jedno neko njegovo rjesenje. Ovdje
imamo jedan stupanj slobode pa jednu nepoznanicu mozemo odabrati po volji, a druge dvije tada

moramo izracunati iz pripadnog 2 x 2 sustava. Uzmimo, npr. x = 0. Tada dobivamo da mora biti

3y — 162 =17
y—172 = 0.

%. Stoga je T(O, 1—57, %) neka tocka na pravcu p (jasno, tih

tocaka ima beskona¢no mnogo, a koju od njih éemo dobiti ovisi o nasem izboru vrijednosti jedne

iz ¢ega se lagano dobije y = %7 iz =

od nepoznanica; ovdje smo uzeli x = 0). Sada imamo vektor smjera 5, = (5,2,1) pravca p i tocku

T(O 17 1) kojom on prolazi pa njegov kanonski oblik jednadzbe glasi

»505
ke
P35 2 1
dok su parametarske jednadzbe
T = ot
_ 17
p...{ y="1T+2, teR.
_1
s+t

Napomena. Svaki pravac ima beskona¢no mnogo kanonskih oblika jednadzbi i beskona¢no mnogo
oblika parametarskih jednadzbi. Koji od tih oblika ¢emo dobiti ovisi o tome koju tocku tog pravca
¢emo gledati kao istaknutu tocku i koji vektor paralelan s tim pravcem ¢emo uzeti za vektor smjera

tog pravca. Tako smo u ovom zadatku, u prvom nacinu rjeSavanja kao istaknutu tocku pravca

17 1
» B3
malo ”drukéije” jednadzbe pravca, medutim poanta je da, iako su te jednadzbe ”drukéije”, one

uzeli tocku Tp(—1,3,0), a u drugom nacinu smo uzeli tocku T(O ) Na taj na¢in smo dobili
predstavljaju isti pravac u prostoru. Da smo kod drugog nacina rjeSavanja, umjesto x = 0, odabrali
z = 0, tada bismo dobili istu istaknutu tocku Tp(—1,3,0) pravca p koju smo dobili i kod prvog
nacina rjeSavanja, a onda bismo dobili i ”iste” jednadzbe pravca p. Jedino po ¢emu su dobivene
jednadzbe ”drukéije” jest da istu tocku pravca p iz parametarskih jednadzbi dobivamo za razlicite
izbore parametra t. Na primjer, tocku Typ(—1, 3,0) dobivamo iz parametarskih jednadzbi dobivenih u
prvom nacinu rjeSavanja za parametar t = 0, dok ju iz parametarskih jednadzbi dobivenih u drugom

nac¢inu rjesavanja dobivamo za parametar t = —

(S
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Zadatak 17.

Odredite kut « izmedu pravaca koji su zadani jednadzbama

dr+y+32—-21=0 . 20 =2y —2+8 =10
1
n 9+ 2y — 3z +15 = 0 b2 T2y —2:41=0

Rjesenje.

Kut izmedu dva pravca p; i pa s vektorima smjerova §; i So se racuna po formuli
|51 - 5|

cosq = ———.

|51] - |52]

Kako su oba pravca zadani kao presjeci ravnina, ne mozemo odmah ocitati njihove vektore smjerova.
No, prema prethodnom zadatku znamo da ako je pravac zadan kao presjek dvije ravnine, njegov

vektora smjera jednak je vektorskom produktu normali tih ravnina. Stoga za pravac p;

dr+y+32—-21=0
Py op vy — 32415 = 0

dobivamo B
k
3

§51=(4,1,3) x (2,2,-3) = =(—9,18,6) =3-(-3,6,2)

RN

pa zapravo za vektor smjera pravca p; mozemo uzeti vektor 57 = (—3,6,2). Isto tako, za pravac ps

20 =2y —24+8 =0
b2 r+2y—224+1=0

dobivamo o B
i ] k
§y=(2,-2,—1) x (1,2,-2) =12 —2 —1|=(6,3,6)=3-(2,1,2)
1 2 =2

pa zapravo za vektor smjera pravca py mozemo uzeti vektor 5 = (2,1,2). Konacno,

|(—3,6,2) - (2,1,2) | -3-2+6-1+2-2| |4 4
cCos o = — _ = =
V(=3)24+62+22. /22 412 422 73 21 21

iz ¢ega slijedi a@ = arccos 2%.

Oprez. Kut izmedu dva pravca je po definiciji uvijek < 5 pa se zbog toga u brojniku mora uzeti
apsolutna vrijednost skalarnog produkta. Ako ra¢unamo kut izmedu vektora, tada nema apsolutne
vrijednosti u brojniku jer kut izmedu vektora moze biti i tupi, a to ¢ée biti ako je njihov skalarni
produkt manji od nule. U ovom zadatku je kut izmedu vektora smjerova s7 i S5 Siljasti kut jer je
njihov skalarni produkt pozitivan. Dakle, u ovom sluc¢aju je kut izmedu pravaca jednak kutu izmedu
njihovih vektora smjerova. Medutim, zbog naSe definicije kuta izmedu dva pravca, nije ispravno reci
da je kut izmedu pravaca jednak kutu izmedu njihovih vektora smjerova. To je djelomi¢no tocan
odgovor koji nije istinit ako vektori smjerova zatvaraju tupi kut. Preciznu definiciju ste rekli na

predavanjima i takoder se nalazi u prezentaciji pa obratite paznju na nju.
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Zadatak 18.
Izracunajte udaljenost tocke A(6,1,—5) od pravca p... ”CT_Q = y_—1F4 = %
Rjesenje.

Udaljenost tocke A od pravca p koji prolazi tockom Tj i ima vektor smjera § se ra¢una po formuli

Iz jednadzbe pravca p oitamo radijvektor 7y = (2, —4,2) tocke Ty i vektor smjera § = (3,1, —1).
Radijvektor tocke A je jednak 74 = (6,1, —5). Nadalje,

FA — 7?0 - (67 17 _5) - (27 _47 2) = (47 5’ _7)

pa je
i j ok
(Fa—7o) x§=14 5 —7|=(2,-17,—11).
31 —1

Kona¢éno dobivamo

d(A.p) = |(Fa—70) x & [(2,-17,-11)] /224 (-17)2 + (—-11)2 346 5, /46
’ 5| (3,1,—1)] V3124 (—1)2 V11 1’
Zadatak 19.
Nadite udaljenost paralelnih pravaca
x—1 y+1 =z-3 . x y—1 =z+4
pP1-.. 9 = 9 = 1 1 p2...2— 9 = _1.

Rjesenje.

Iz jednadzbi pravaca p; i po vidimo da su njihovi vektori smjerova §1 = (2,2,—1) i §; = (2,2,—1).
Kako je §1 = §5, slijedi da su pravci p; i po zaista paralelni.

Oprez. Opcenito, da bi pravci py i po bili paralelni, nije nuzno da imaju jednake vektore smjerova,
veé¢ da su njihovi vektori smjerova kolinearni, tj. da je §7 = A8y za neki A € R\ {0}. U ovom
primjeru je A = 1 pa su vektori smjerova jednaki.

Da bismo pronasli udaljenost paralelnih pravaca p; i po, uzet ¢emo jednu tocku 77 na pravcu pp

i zatim rac¢unati udaljenost te tocke od pravca po. Ta udaljenost je ujedno i udaljenost paralelnih
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pravaca pi i po.

Iz jednadzbe pravca p; vidimo da tocka Tj(1,—1,3) lezi na njemu pa mozemo nju uzeti (jasno,
mozemo uzeti bilo koju drugu tocku na pravcu pq, ali do ove odabrane tocke je nekako najlakse doéi
jer je ona ve¢ napisana u jednadzbi pravca p; pa nema potrebe komplicirati s drugim tockama jer

nam ne trebaju). Sada ra¢unamo udaljenost tocke T od pravca ps prema formuli

za udaljenost tocke od pravca. Pritom je 73 = (1,—1,3) radijvektor tocke 77 ¢iju udaljenost od
pravca pe racunamo, 75 = (0,1, —4) je radijvektor neke tocke na pravcu po (najlakse je uzeti onu

tocku koja se nalazi u jednadzbi pravca ps), a 55 = (2,2, —1) je vektor smjera pravca py. Kako je

Fl - F2 = (15 _153) - (Oa 1’ _4) = (1’ _2’ 7)’

slijedi
i ik

(=) x&H=|1 -2 7|=(-12,15,6).
2 2 -1

Kona¢no dobivamo

(—12,15,6)] /(1224152 +62 95
‘(2’2’—1” a \/22+22+(_1)2 -3 = 3v/5.

d(p1,p2) = d(Th,p2) = |

Zadatak 20.

Odredite kut izmedu pravca p. .. Y= 2

=<=Z%iravninen...z+2y —22—-5=0.

z+1
2 1 —1

Rjesenje.

Neka je x = <t(p, 7). Kut izmedu pravca p i ravnine 7 se ra¢una po formuli

X
ER

gdje je § vektor smjera pravca p, a 7 je normala ravnine 7. Iz jednadzbe pravca i jednadzbe ravnine

sin y =

i)’

dobivamo da je
§=(2,1,-1), @=(1,2,-2).
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Iz navedenog slijedi
(2,1,-1)-(1,2,-2)] 2-141-24(=1)- (-2)| 6] 6
2,1,-1)] - [(1,2,-2)] V21T +(—1)2-/2+22+ (=22 36 36

pa je x = arcsin .

Sl

siny = ‘

Napomena. Kada se racuna kut izmedu istih tipova objekata (kut izmedu dvije ravnine, kut
izmedu dva pravca), tada se koriste funkcije kosinus i arkuskosinus, a kada se racuna kut izmedu

razli¢itih tipova objekata (kut izmedu pravca i ravnine), tada se koriste funkcije sinus i arkussinus.

Zadatak 21.

Kako glasi jednadzba ravnine koja prolazi tockom A(—1,6,3) i sadrzi os z?

Rjesenje.
Neka je 7w trazena ravnina. Kako ravnina 7 sadrzi os z, tada specijalno vrijedi:

e Ravnina 7 je paralelna sa svakim vektorom na osi z pa je specijalno paralelna s vektorom k.

e Ravnina 7 sadrzi ishodiste koordinatnog sustava pa je paralelna s radijvektorom 7, tocke A.

X

Zaklju¢ujemo da je ravnina m razapeta s vektorima ki 7, pa za njezinu normalu mozemo uzeti
vektor @ = 7, X k. Kako je 7, = (—1,6,3) (koordinate radijvektora neke tocke se podudaraju s

koordinatama te tocke) i k = (0,0, 1), slijedi

i j ok
=7 xk=|-1 6 3|=(6,1,0).
0 0 1
Dakle, ravnina 7 prolazi tockom A(—1, 6, 3) i ima normalu 77 = (6, 1,0) pajexg = —1, yo = 6, 20 = 3,

A =6,B=1,C =0 (oprez: nemojte ovdje tocku A pomijesati s z-koordinatom normale 7 koja
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takoder ima isto ime). Stoga dobivamo

Az —20) + B(y —yo) + C(2 — 20) =0
6-(x+1)+1-(y—6)+0-(2—3)=0
6r+y=0

pa ravnina 7 ima jednadzbu 7...6x +y = 0.

Napomena. Opéenito, ako ravnina w prolazi tockom A, tada ona ne mora biti paralelna s radij-
vektorom 7, tocke A. Ravnina 7 koja prolazi tockom A je paralelna s radijvektorom 77, tocke A ako

i samo ako ravnina 7 prolazi kroz ishodiste koordinatnog sustava.

Zadatak 22.

Napisite jednadzbu pravca koji prolazi tockom A(—1,2,3) i sijece os z pod pravim kutom.

Rjesenje.

Neka je p trazeni pravac. Kako je pravac p okomit na os z, tada on mora biti cijelo vrijeme na istoj
visini od zy-ravnine. Drugim rije¢ima, sve tocke na pravcu p imaju istu z koordinatu. Pravac p
prolazi tockom A pa sve toCke na pravcu p imaju z koordinatu jednaku 3. Nadalje, kako pravac p
sijeCe os z, on ju mora sije¢i u tocki B(0,0, 3) zato jer sve tocke na osi z imaju prve dvije koordinate

jednake 0, a sve tocke na pravcu p moraju imati tre¢u koordinatu jednaku 3.

z

/<

X

Za vektor smjera pravca p mozemo uzeti vektor 5, = AB = (1,—2,0). Kona¢no, na pravac p mozemo
gledati kao na pravac koji prolazi tockom A (mogli smo uzeti i tocku B) i ima vektor smjera 5.

Stoga njegov kanonski oblik jednadzbe glasi

x+1 y—2 =z-3

P ) 0’
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a parametarske jednadzbe su

r=—-14+1
p... y =2—2t, teR.
z

Il
w

Zadatak 23.
Projicirajte (ortogonalno) trokut ABC na xy-ravninu i izrac¢unajte povrsinu tako dobivenog trokuta
ako je A(—1,6,11), B(2,7,—-5) i C(4,0,17).

Rjesenje.

Opcenito, ortogonalna projekcija tocke 1" na ravninu 7 je toCka koja se nalazi na presjeku ravnine
7 i pravca kroz tocku T okomitog na ravninu w. U naSem sluc¢aju, ortogonalna projekcija tocke
T(x,y,z) na xy-ravninu je tocka T"(x,y,0). Dakle, ortogonalnom projekcijom tocke na xy-ravninu
se Cuvaju njezine prve dvije koordinate, dok se treca koordinata pretvara u nulu zato jer sve tocke

u zy-ravnini imaju treéu koordinatu jednaku 0 (naime, znamo da z = 0 predstavlja jednadzbu zy-

ravnine).
z
B
I
z I
I
I
I
I
L
I
?A(:rvyaz) AI |
I
I
: I : C
I I I |
I I I |
| | | !
Y | | Y
s | o |
_L/ : |
A'(x,y,0) I !
I
| o
I
T

X

Ortogonalnu projekciju trokuta ABC na xy-ravninu dobijemo tako da ortogonalno projiciramo nje-
gove vrhove. Na taj nac¢in dobivamo tocke A’(—1,6,0), B'(2,7,0) i C'(4,0,0). Nas zanima povrsina
trokuta A’B’'C’.

Napomena. Pazite, gornja desna slika predstavlja samo skicu jer nisu precizno unesene koordinate
zadanih tocaka kako bismo dobili §to ljepsu sliku, tako da ta skica ne prikazuje stvarni polozaj pro-

matranih trokuta u prostoru, $to nije niti bitno za samo rjeSavanje zadatka. Napravite na racunalu

pomoc¢u nekog 3D programa (Archimedes Geo3D, VPython,...) stvarnu sliku.
Povrsinu trokuta A’B’C’ izracunat ¢emo prema formuli Py g = %|A’ B’ x A'C"|. Dakle, iz vrha
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A’ pogledamo vektore na stranicama trokuta A’B’C’ i izracunamo duljinu njihovog vektorskog pro-

dukta. Polovica te duljine jednaka je povrsini trokuta A’B'C’.

Cl

A B

Najprije odredimo vektore A’B’i A'C’.

AB =7, -7,=(270) —(-1,6,0) = (3,1,0)

Al
A = ’Fé«/ - "::4/ = (45 0’0) - (_156’0) = (5? _6?0)

Nakon toga izrac¢unamo njihov vektorski produkt.

Sy

i k
AB'xAC'=13 1 0|=/(0,0,-23)
5 0

Konac¢no, povrsina trokuta A’B’C’ jednaka je

lw 23

1
(0,0,-23)| = 5V/02 + 02+ (-23)2 = 7.

11— —
PA/B/C/ = 5 A/B/ X A,C,

Napomena. U prethodnom zadatku, umjesto iz vrha A’, mogli smo pogledati vektore na strani-

cama trokuta A’B’C” iz vrha B’ ili iz vrha C’. Drugim rije¢ima,

J%HO:ﬂARxA@’:ﬂymxB@’:ﬂdmchh

Nadalje, ¢ak nije vazno kojim redoslijedom vektorski mnozimo odabrane vektore jer je vektorsko

mnozenje antikomutativno, a nas u kona¢nom rezultatu zanima samo duljina vektorskog produkta.

_| - (7B < 70)

jer suprotni vektori imaju istu duljinu. Isto tako, zbog antikomutativnosti i kvaziasocijativnosti

Na primjer,
AT AT

:MB%A@’

vektorskog produkta ne moramo dvije odabrane stranice trokuta orijentirati iz njihovog zajednickog
vrha prema preostalim dvama vrhovima, nego ih moZemo orijentirati na proizvoljni nac¢in. Na

primjer,

A'B'x C'A

= ‘A’B’ X (-Z’E’)

_| - (75 < 7

:MB%A@N

Dakle, na koji na¢in ra¢unamo povrsinu trokuta pomocéu vektorskog produkta? Najprije odaberemo
dvije stranice trokuta i od njih napravimo vektore na proizvoljni nacin (orijentiramo ih po zelji).
Nakon toga izracunamo vektorski produkt dobivenih vektora. Konaé¢no, povrsina trokuta jednaka je
polovici duljine dobivenog vektorskog produkta vektora. Mi ¢emo u zadacima najéesée orijentirati
dvije odabrane stranice trokuta iz njihovog zajednickog vrha prema preostalim dvama vrhovima,

kako smo to i napravili u prethodnom zadatku.
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Zadatak 24.
Nadite povrsinu trokuta s vrhovima A(1,1,2), B(0,0,—1), C(2,2,2) i duljinu visine tog trokuta iz

vrha A.
Rjesenje.
U ovom zadatku ¢emo koristiti dvije razli¢ite formule za ra¢unanje povrsine trokuta. Najprije éemo

povrsinu trokuta ABC izra¢unati pomocu vektorskog produkta.

o

A B
Uzet ¢emo vektore na stranicama trokuta ABC iz vrha A. Tada je Papc = %{ZE X Eé‘ Odredimo
najprije vektore ABi AC.

7 =7 = (0,0,-1) = (1,1,2) = (=1,-1,-3)
:7% _FA = (27272) _(17172) :(1’170)

oY %l

Nakon toga izracunamo njihov vektorski produkt.

ik
ABx AC =|-1 -1 —3|=(3,-3,0)
1 1 0

Tada je povrsina trokuta ABC jednaka

ll-—> —— 1 1
Papc = 5(AB X AC‘ =5 (3,-3,0)] = 5\/32 +(=3)24+02 = g\/i

Da bismo izra¢unali duljinu visine iz vrha A, sjetimo se druge formule za racunanje povrsine trokuta.
Prema toj formuli povrsina trokuta jednaka je polovici produkta duljine stranice i duljine visine na

tu stranicu.

|BC|-ha
2

Prema oznakama sa slike vrijedi Papc =
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Prema formuli za udaljenost dvije tocke u prostoru slijedi

|BC| = /(x5 —2c)®+ (yg —yc)> + (25 — 20)?
|IBC| = /(0 —2)24 (0 —2)2 + (=1 — 2)2
|BC| = V17

pa je
2P 2.3./2 2 V1
ha: ABC: 2\/_:3\/_ 723@
|BC| V1T V1T V1T 17
Zadatak 25.

. . > = . —_—>
Izracunajte volumen tetraedra razapetog vektorima OA = (1,1,0), OB = (0,1,2) i AC = (1,1,2).
Izrac¢unajte duljinu visine tetraedra spustenu na bazu O AB.

Rjesenje.
Nanesimo vektor AC iz tocke O tako da sva tri vektora koji razapinju promatrani tetraedar imaju

pocetak u istoj tocki. Neka je V tocka za koju vrijedi OV = AC. Tada je takoder oV = (1,1,2).

C

Volumen tetraedra jednak je Sestini apsolutne vrijednosti mjesovitog produkta vektora 5}1 OB i

6‘7, tj. V = %‘(571, 5‘53, 5‘7)‘ MjeSoviti produkt vektora 571, OBiOV jednak je

(04.08.07) -

—_ O =

1
1
1

N N O
I
DO

pa je volumen tetraedra jednak
1), — — — 1 2 1
V= —‘(OA,OB,OV)‘ — ==
6 6 6 3
Da bismo izrac¢unali duljinu visine na bazu OAB, sjetimo se druge formule za ra¢unanje volumena

tetraedra. Tetraedar je samo jedna specijalna vrsta piramide, a volumen bilo koje piramide jednak
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je treéini produkta povrsine baze i duljine visine piramide na tu bazu.

Prema oznakama sa slike vrijedi V = %POAB -v pajev= P?)ZB. Kako je
ik
OAxOB=[1 1 0|=(2-21),
01 2
povrsina trokuta OAB jednaka je
1 3
Poap = = ‘OAXOB‘ 5 l@-21] = \/22 P =
Konacno, duljina visine tetraedra na bazu OAB jednaka je
3V 2
v = _= T = —.
Poas 5

Napomena. Iz svojstava mjeSovitog produkta tri vektora znamo da je bitan poredak vektora
u mjeSovitom produktu. Ukoliko taj poredak promijenimo, moguée je jedino da mjesoviti produkt
promijeni predznak. Zbog toga kod ra¢unanja volumena tetraedra uzimamo u formuli apsolutnu vri-
jednost mjesovitog produkta kako bismo uvijek dobili nenegativni volumen. Stoga je svejedno kojim
¢emo redoslijedom razapinjuée vektore tetraedra smjestiti u determinantu za rac¢unanje mjeSovitog
produkta. U sluc¢aju da dobijemo negativnu vrijednost mjesovitog produkta, apsolutna vrijednost
¢e ukinuti taj negativni predznak.

Na primjer, u prethodnom zadatku smo imali raspored vektora O—A), O—B), oV i njihov mjeSoviti
produkt u tom redoslijedu je (571, 5‘53, 5—‘7) = 2 pa je volumen tetraedra razapetog tim vektorima
jednak % 2| = % Ako uzmemo raspored vektora 5}1 oV , OB , tada je mjesoviti produkt u tom re-
doslijedu jednak (5}1 ov , 5§) = —2. Medutim, volumen tetraedra razapetog tim vektorima i dalje
zbog apsolutne vrijednosti ostaje jednak % =2l = % Dakle, nemojmo do¢i u zabludu: mjeSoviti
produkt (O—A), O—V), @) nije jednak 2, on je jednak —2. Apsolutnu vrijednost jedino uzimamo iz

razloga da osiguramo nenegativni volumen.
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Teorem. Dva pravea p; . .. ”C;fl = yglzn = Z;fl ipy... x;;” = ygg” = Z;QZQ

istoj ravnini) ako i samo ako vrijedi

su komplanarni (leZe u

T1—T2 Y1 — Y2 21— %22
oy B1 m | =0.
Qs B2 V2

Zadatak 26.
Ispitajte medusobni polozaj pravaca:
a) pro I =y+3=22 ppog=tr =P

b) pro..f=t2=23 gy a+2=30 =8

5 2 1 4 T T3
) pro.. it =W — g gy 26—y g 3= 2]
Rjesenje.

a) Ukoliko u kanonskom obliku jednadzbe pravca na nekoj komponenti nema razlomka, podrazu-

mijeva se da je u nazivniku broj 1. Konkretno, kod pravca p;, y + 3 zapravo znaci # Dakle,

imamo

r—2 y+3 z2-5 z y—1 243
i1 27 8 2 4

Iz tih jednadzbi vidimo da pravac p; ima vektor smjera §1 = (4,1,2), a pravac ps ima vektor smjera

pP1... pP2...

S = (8,2,4). Uocavamo da vektori §; i §3 imaju proporcionalne koordinate, tj. vrijedi
4 1 S R I, .
3=3=71 odnosno drugim rijecima 51 = 583 ili § = 25]
pa zakljutujemo da pravci p; i ps imaju kolinearne vektore smjerova. Stoga su pravci p; i po

paralelni.

b) Kod pravca ps, x + 2 zapravo znaci xTH Nadalje, razlomak % nije zapisan u standardnom

obliku jer u brojniku mora pisati varijabla minus broj, a ne broj minus varijabla.
83—y _-(w=3) _y-3
4 4 —4

Dakle, promatrani pravci u standardnom kanonskom zapisu izgledaju

r y+2 2z—-3
PL...— ="——=

r+2 y—3 z-8
5 2 1 ' B B '

1 —4 3 (%)

p2 ..

Iz tih jednadzbi vidimo da pravac p; ima vektor smjera §; = (5,2, 1), a pravac py ima vektor smjera
S = (1,—4,3). Vektori 51 i s nisu kolinearni jer nemaju proporcionalne koordinate pa pravci p;
i po nisu paralelni. Zakljuéujemo da su pravci p; i pe, ili mimosmjerni ili se sijeku. Koji od tih

slu¢ajeva nastupa, mozemo provjeriti na dva nacina.
e . nacin: pomocu uvjeta komplanarnosti pravaca

1z vektora smjerova pravaca dobivamo sljedeé¢e podatke:

I
[t

§1:(552,1) = C¥1:5, /81:2,71
§2:(17_473) = (12:1, /82:_47 72:3
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Iz (&%) vidimo da je T7(0,—2,3) jedna toc¢ka na pravcu pi, a To(—2,3,8) je jedna tocka na pravcu

po. Iz ovih to¢aka dobivamo sljedec¢e podatke:

T1(07—2,3) = 21=0,y1=—-2,21=3
TQ(—2,3,8) = T9 = —2, y2:3, 29 =28

Sada racunamo vrijednost determinante za uvjet komplanarnosti.

1 — T2 Y1 — Y2 21— 22 0—(—2) —-2—-3 3-8 2 -5 =5
(651 ,81 Y1 - 5} 2 1 =15 2 1| =200 75 0.
s B2 Y2 1 —4 3 1 -4 3

Kako je vrijednost te determinante razli¢ita od nule, zaklju¢ujemo da ne postoji ravnina koja bi

sadrzavala pravce p; i p2. Stoga su p; i po mimosmjerni pravci.
e 2. nacin: pomocéu Gaussovog postupka

Ideja je da pronademo presjek pravaca p; i ps ukoliko on postoji ili da dokazemo da se pravci pp i
p2 ne sijeku ($to ¢e onda znaciti da su mimosmjerni jer smo veé ranije provjerili da nisu paralelni).
U tu svrhu moramo najprije kanonske jednadzbe pravaca p; i p2 iz (&) pretvoriti u parametarski

oblik.

= du r=—-24v
p1 . = —242u Py ... y=3—4v
z=34+u z =84+ 3v

Kad bi se pravci p; i po sijekli u nekoj tocki S, tada bi se tocka S morala moc¢i dobiti za neki
parametar u € R na pravcu pp, ali isto tako bi se tocka S morala moé¢i dobiti za neki parametar

v € R na pravcu ps. Drugim rije¢ima, morali bi postojati brojevi u,v € R za koje bi vrijedilo:
e x-koordinata tocke S je istovremeno oblika 5u i oblika —2 + v
e y-koordinata tocke S je istovremeno oblika —2 + 2u i oblika 3 — 4v
e z-koordinata tocke S je istovremeno oblika 3 + u i oblika 8 4 3w

Dakle, ako se pravci py i po sijeku, mora vrijediti

Su=—-2+v
—2+42u=3—4v,

3+u=8+3v
odnosno
Su —v=-2
2u+4v=>5 (*)
u—3v=>5
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Sustav linearnih jednadzbi (x) rjeSavamo Gaussovim postupkom.

u v

5 —1| =2 +
2 4 5 —/|+

=3 5 /(=2 /-(-5)
0 14| -27

0 10| -5 /-3

1 -3 )

o O
—_
] =
L
=3
~
T
T_|
N~—
\+
[N][e8)

0 0 |-20
0 2| -1
1 0| %

Zakljuéujemo da je sustav (x) kontradiktoran, $to znac¢i da se pravci p; i pa ne sijeku. Kako veé¢ od

ranije znamo da nisu niti paralelni, slijedi da su p; i po mimosmjerni pravci.

¢) Kod pravca p; u razlomku # predznak minus iz brojnika moramo prebaciti u nazivnik.

Isto tako, u izrazima kod kojih nema razlomaka podrazumijeva se da je nazivnik jednak 1. Stoga

promatrani pravci u standardnom kanonskom zapisu izgledaju

x—1 y+2 z+1 r—6 y+3 z-1
e e - T T

pr--. (&)

Iz tih jednadzbi vidimo da pravac p; ima vektor smjera 57 = (8,—3,1), a pravac ps ima vektor
smjera S = (2,1,3). Vektori §; i §3 nisu kolinearni jer nemaju proporcionalne koordinate pa pravci
p1 1 po nisu paralelni. Zaklju¢ujemo da su pravci py i pe, ili mimosmjerni ili se sijeku. Koji od tih

sluc¢ajeva nastupa, mozemo provjeriti na dva nacina.
e 1. macin: pomodu uvjeta komplanarnosti pravaca

Iz vektora smjerova pravaca dobivamo sljedeée podatke:

§1:(87_371) = (X1:8, /81:_37 ’Yl:l
§2:(2,173) == 042:2,,32:1772:3

Iz (#) vidimo da je T7(1,—2,—1) jedna tocka na pravcu p1, a T5(6,—3,1) je jedna tocka na pravcu
po. Iz ovih tocaka dobivamo sljedeée podatke:

Tl(l, —2, —1) = I = 1, Yy = —2, 21 = -1
T2(67—3,1) = X9 = 6, Yo = —3, 29 = 1
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Sada racunamo vrijednost determinante za uvjet komplanarnosti.

1 — T2 Y1 — Y2 21— 22 1—-6 —2—(—3) —-1-1 -5 1 —2
ai B nw o|=1] 8 -3 1 |=|8 -3 1]|=0.
Qg B2 V2 2 1 3 2 1 3

Kako je vrijednost te determinante jednaka nuli, zaklju¢ujemo da postoji ravnina koja sadrzi pravce
p1 1 pa, tj. p1 1 pg sigurno nisu mimosmjerni pravci. Stoga su py i po paralelni pravci ili se sijeku.
Kako ve¢ od ranije znamo da nisu paralelni, zaklju¢ujemo da se pravci p; i po sijeku. Uocite da smo
ovim postupkom dobili samo informaciju da se promatrani pravci sijeku, ali nismo dobili informaciju

u kojoj se tocki sijeku.
e 2. nacin: pomocu Gaussovog postupka

Ideja je da pronademo presjek pravaca p; i ps ukoliko on postoji ili da dokazemo da se pravci py i
pe ne sijeku (Sto ¢e onda znaciti da su mimosmjerni jer smo veé ranije provjerili da nisu paralelni).
U tu svrhu moramo najprije kanonske jednadzbe pravaca p; i ps iz (#) pretvoriti u parametarski
oblik.

=14 8u =064+ 2v
p1... y=—-2-3u P2 ... y=-3+4+v
z=—-14u z=1+3v

Kad bi se pravci p; i po sijekli u nekoj tocki S, tada bi se tocka S morala moéi dobiti za neki
parametar v € R na pravcu pi, ali isto tako bi se tocka S morala moéi dobiti za neki parametar

v € R na pravcu ps. Drugim rije¢ima, morali bi postojati brojevi u,v € R za koje bi vrijedilo:
e zx-koordinata tocke S je istovremeno oblika 1 + 8u i oblika 6 + 2v
e y-koordinata tocke S je istovremeno oblika —2 — 3u i oblika —3 + v
e z-koordinata tocke S je istovremeno oblika —1 + u i oblika 1 + 3v

Dakle, ako se pravci p; i po sijeku, mora vrijediti

1+8u=6+2v
—2—-3u= -3+,

—14+u=1+3v
odnosno sustav
8u—2v=>5
3ut+v=1 (*)
u—3v=2

mora imati barem jedno rjeSenje (preciznije receno, totno jedno rjesenje).

Sustav linearnih jednadzbi (x) rjesavamo Gaussovim postupkom.
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4 0|7/

3 1 1

10 05 /

2 0 1

3 1 1

2 0 1

0|1 /-3

3 1 1 —_,-i-

2 0 1

|-

Zakljuéujemo da sustav (*) ima jedinstveno rjeSenje u = %, v = —% iz ¢ega slijedi da se pravci
p1 1 po sijeku. No, sada mozemo dobiti i njihovu tocku presjeka S tako da u = % uvrstimo u
parametarske jednadzbe pravca p; ili pak uvrstimo v = —% u parametarske jednadzbe pravca ps. U

ovom primjeru ¢emo napraviti oba uvrstavanja kako bismo se uvjerili da ¢emo u oba sluc¢aja dobiti

istu tocku presjeka. Ako u = % uvrstimo u parametarske jednadzbe pravca p;, dobivamo

r=148u=1+8-2=5
y:—2—3u:—2—3-%:—%

Isto tako, ako v = —% uvrstimo u parametarske jednadzbe pravca po, ponovo dobivamo

Dakle, pravci p; i ps se sijeku u tocki 5(5, —%, —%)

Napomena. Ovdje ¢emo spomenuti dvije veoma vazne stvari koje znaju ¢esto biti uzrok pogresnog
rjeSavanja zadataka, a odnose se upravo na prethodno rijeseni zadatak. Kao prvo, zasto smo prilikom
pretvaranja iz kanonskog u parametarski oblik, parametre pravaca p; i ps nazvali razli¢itim slovima
wiv? Zasto ih nismo nazvali istim slovom? Odgovor je jednostavan ako pogledate ¢) dio prethodnog
zadatka. Naime, ukoliko se pravci sijeku u nekoj tocki S, tada se ta tocka opcéenito ne mora dobiti
za istu vrijednost parametra na oba pravca. To je upravo bio slu¢aj u c) dijelu zadatka. Tocka

S (5, —%, —%) se nalazi na oba pravca p; i po. Medutim, ona se iz parametarskih jednadzbi pravca p;
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dobiva za parametar u = %,

Sada kada znamo da se tocka S nalazi na oba pravca p; i ps, mozemo npr. napisati parametarske

a iz parametarskih jednadzbi pravca po se dobiva za parametar v = —%.

jednadzbe tih pravaca s tockom S kao istaknutom tockom. Dakle,

r =5+ 8u r=5+2v
PLe-. y:—%—?)u P y:—%+v
Z:—%—}—u Z:—%+3U

su takoder parametarske jednadzbe istih pravaca p; i py (samo smo im promijenili istaknute tocke,
a vektore smjerova smo ostavili na miru — nismo ih produljivali, niti skraé¢ivali). U ovom slucaju
se totka S na oba pravca p; i pa dobiva za istu vrijednost parametara v = 0 i v = 0. Naravno,
postoji jos beskona¢no mnogo parametrizacija pravaca pi i ps u kojima bi se tocka S dobivala za iste
vrijednosti parametara na oba pravca, ali isto tako postoji jo§ i beskona¢no mnogo parametrizacija

pravaca p; i p2 u kojima bi se tocka S dobivala za razli¢ite vrijednosti parametara na oba pravca.

Dakle, za koje ¢e se vrijednosti parametara zajednicka tocka dvaju pravaca dobiti na pojedinim
pravcima, bitno ovisi o tome na koji na¢in su pravci parametrizirani (koje smo tocke na njima uzeli
za istaknute tocke i koje smo vektore iz klase kolinearnih vektora uzeli za vektore smjera). Tokom
trazenja presjeka dvaju pravaca ne treba puno brinuti o na¢inu na koji su oni parametrizirani, vazno
je samo da njihove parametre nazovemo razlic¢itim slovima jer se njihova zajednicka tocka (ukoliko
se pravci sijeku) na oba pravca opéenito dobiva za razlic¢ite vrijednosti njihovih parametara.

Druga vazna stvar koju ovdje zelimo naglasiti ima veze sa sljedeéim pitanjem: Zasto uopcée prilikom
trazenja presjeka dvaju pravaca, kanonske jednadzbe pravaca pretvaramo u parametarski oblik?
Pogledajmo ponovo ¢) dio prethodnog zadatka. Kanonske jednadzbe pravaca pj i p2 su

x—1 y+2 z+1
g -3 1’

r—6 y+3 z-1
2 1 3

p1... p2...

Prva ideja za trazenje presjeka koja bi nam mogla pasti na pamet jest da pojedine razlomke uz iste

koordinate izjedna¢imo. Tada bismo dobili

=1 _ 26 y+2 _ y+3 241 _ 21
3 2 -3 1 1 3
2(x — 1) = 8(x — 6) y+2=-3(y+3) 3(z4+1)=2-1
T = % y= —1741 z=-2
pa bismo zakljucili da se pravci p; i po sijeku u tocki S’(?, —%, — ), Sto nije istina jer znamo da
se oni sijeku u tocki S (5, —%, —%) Jo§ goru situaciju bismo dobili u b) dijelu zadatka jer bi ovaj

postupak dao da se pravci u b) dijelu zadatka sijeku, a znamo da su mimosmjerni.

ZaSto ovaj postupak rjeSavanja nije ispravan? Naime, ako koordinate neke tocke koja pripada pravcu
uvrstimo u njegov kanonski zapis, tada su vrijednosti svih razlomaka iz kanonskog zapisa upravo
jednake vrijednosti parametra za koji se ta tocka dobiva u pripadnim parametarskim jednadzbama.
Konkretno, u nasem slucaju to znaci da vrijedi

x—1 y+2 z+1

r—6 y+3 z2z-1
] _3 1 y D2

2 1 3

pP1-.. = .

Prilikom izjednacavanja pojedinih razlomaka mi smo zapravo tri puta implicitno napisali da je

u = v, tj. da se tocka presjeka na oba pravca dobiva za iste vrijednosti parametara w i v, Sto
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naravno ne mora biti istina. Na taj nacin vidimo da ovaj postupak trazenja presjeka pravaca nije
ispravan. Mozemo primijetiti da je kanonski oblik jednadzbe pravca veoma nezgodan i opasan za
neka ozbiljnija racunanja. Mogli bismo reé¢i da je to viSe $minkerski zapis pravca u kojemu je
elegantno zapisan njegov vektor smjera i jedna tocka na tom pravcu, ali druge koristiti od toga
zapisa zapravo i nemamo. U zadacima je uvijek najpametnije raditi s parametarskim jednadzbama

pravaca ukoliko provodimo neka racunanja u koja su ukljuceni pojedini pravci.

Zadatak 27.
z—2 y+4
1

Napisite jednadzbu normale iz tocke A(6,1,—5) na pravac p... 5= = 5= =2 — z.

Rjesenje.

Normala iz tocke A na pravac p je pravac n koji prolazi tockom A i sijece zadani pravac p pod pravim
kutom. Ovakav zadatak se u ravninskom sluc¢aju vrlo jednostavno rjeSava preko jednadzbe pravca
kroz zadanu toCku sa zadanim koeficijentom smjera. Naime, totka A nam je zadana, a okomiti
pravci imaju suprotne i reciprocne koeficijente smjera. U prostoru je situacija malo drukcija jer
postoje i mimosmjerni pravci. Ukoliko su u prostoru pravci okomiti, to jo§ uvijek ne znac¢i da se
sijeku jer mogu biti mimosmjerni. Stoga na prvi pogled u prostoru nije tako jednostavno iz zadane
tocke pronaéi pravac koji sijece zadani pravac pod pravim kutom. Ovdje ¢emo pokazati cak tri
nac¢ina pomocu kojih mozemo pronaéi taj pravac. Prije nego krenemo dalje, zapiSimo pravac p u
standardnom kanonskom zapisu. Naime, kako je

—(z—-2) =z-2

2—2z= = ,
1 -1

standardni kanonski zapis pravca p glasi

x—2 y+4 z-2
3 1 =17

p... @)

Pokazimo sada tri razli¢ita nac¢ina dobivanja normale n iz zadane tocke A na zadani pravac p.
e 1. nacin: uvodenje dodatne ravnine

Totkom A postavimo ravninu 7 koja je okomita na pravac p. U toj ravnini su sadrzani svi pravci
koji prolaze tockom A i okomiti su na pravac p. Specijalno, normala n je takoder sadrzana u toj
ravnini. Preciznije, ravnina 7 i pravac p se sijeku u tocki S. Tada je trazena normala n zapravo

pravac koji prolazi tockama A i S.

Pronadimo najprije jednadzbu ravnine 7. Kako je m L p, slijedi da za normalu ravnine 7 mozemo
uzeti vektor smjera pravca p, tj. mozemo uzeti 7, = 5, (vidi donju sliku). Iz (©) dobivamo

5p=(3,1,-1) paje iy = (3,1,—-1).

Dakle, ravnina 7 je ravnina koja prolazi tockom A(6,1, —5) i ima normalu 7i; = (3,1, —1) pa imamo

A(6,17—5) = .%'0:6, y0:1, 20:—5
fi.=(3,1,-1) = A=3,B=1,C=-1

Pazite, nemojte ime tocke A mijesati s z-koordinatom normale 7, (ostavljene su namjerno oznake

kakve se nalaze u formulama). Uvrstavanjem navedenih podataka u formulu za jednadzbu ravnine
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ako je poznata jedna njezina tocka i normala, dobivamo

Alx —20) + By —yo) + C(z — 29) =0
3z—=6)+1-(y—1)+(=1)- (2= (=5)) =0
3r+y—2—24=0

pa ravnina 7 ima jednadzbu 7...3x +y — 2z — 24 = 0.

/p

Sada tocku S mozemo dobiti kao presjek ravnine 7 i pravca p. Presjek pravca i ravnine u ovom
slu¢aju mozemo pronadi tako da parametarske jednadzbe pravca p uvrstimo u opéi oblik jednadzbe

ravnine 7. Parametarske jednadzbe pravca p su

2+ 3t
=2—1
pa uvrStavanjem u jednadzbu ravnine m dobivamo
3r+y—2—24=0
324+3t)+(—4+t)—(2—1t)—24=0
6+9t—4+t—2+t—-24=0
11t =24
;— 24

- 11

Konacno, t = % uvrstimo u parametarske jednadzbe pravca p pa dobivamo

— 24 94

1
_ 94 _ 20
y=—4+7 =10
_9_ 24 __ 2
z2=2-10 =11



Dakle, pravac p i ravnina 7 sijeku se u tocki S (%, —%, —1—21) Sada kada smo pronasli tocku S

nije problem pronaéi jednadzbu pravca n. Kako pravac n prolazi tockama A i .S, o njemu mozemo

razmisljati kao o pravcu koji prolazi tockom A i ima vektor smjera s, = AS.

(=]
[
w

—_—>
w2 (94 2
AS—’I“S—’I“A—(I—,—

L) = (6.1,-5) = (7, — i1,

)

Kako bismo u jednadzbi imali ljepse brojeve, mozemo se u ovom trenutku predomisliti i umjesto

—
[y
[y
—

vektora AS uzeti vektor 11 - AS za vektor smjera pravca n. Dakle, uzmimo da je

Sp=11-AS =11 (28, -31 33) — (28 —31,53).

Stoga kanonski oblik jednadzbe pravca n glasi

r—6 y—1 245
n... = = .
28 -31 53

Oprez. Pazite, vektori ] = (%,—%, %) i o = (28,—31,53) nisu jednaki, ali imaju isti smjer.

Nama je svejedno kolika ¢e biti duljina vektora smjera pravca (osim ako netko od nas ne zahtijeva
vektor odredene duljine), bitan nam je samo smjer vektora (¢ak nam nije bitna niti orijentacija u
op¢enitom sluc¢aju). Stoga si mozemo dozvoliti taj luksuz da uzmemo za vektor smjera pravca onaj
vektor iz klase kolinearnih vektora koji ima ljepSe koordinate. Opéenito, ako je § vektor smjera

nekog pravca, tada je i vektor A§ takoder vektor smjera tog pravca za svaki A € R\ {0}.

Medutim, u toj slobodi koju si dozvoljavamo ponekad mozemo i pretjerati da po¢nemo istu stvar

raditi i sa tockama. Na primjer, gore smo dobili tocku S (51)—‘11,—%,—1—21) i mogli bismo doéi na

ludu ideju da iz te tocke izlu¢imo faktor 1—11 i nakon toga ga izostavimo i kazemo da se pravac p i
ravnina 7 sijeku u tocki S’(94, —20, —2) tako da imamo i ljepse koordinate za tocku presjeka. TO
JE POGRESNO!!! To se ne smije raditi jer tocke S i S’ nisu jednake jer nemaju jednake koordinate.
Naravno, ta ista prica se ne smije raditi niti sa vektorima jer vektori su takoder jednaki ako i
samo ako imaju istu duljinu, isti smjer i istu orijentaciju, odnosno ako i samo ako imaju jednake
koordinate s obzirom na neku bazu. Medutim, kod izbora vektora smjera nekog pravca, nama u tom
trenutku nisu bitne sve tri informacije koje vektor u sebi sadrzi, vazan nam je samo smjer vektora.
Kako spomenuti vektori 7 i ¥ imaju isti smjer, nismo napravili nikakvu pogresku §to smo umjesto

vektora ¥ uzeli vektor ¥s za vektor smjera pravca n jer je njegov smjer i dalje ostao sacuvan.
e 2. nacin: pomocu skalarnog produkta vektora

Neka je S presjek pravca p i normale n. Kako su pravci p i n okomiti, slijedi da su vektori AS i 5p
takoder okomiti pa je AS - 5, =0. Iz (V) vidimo da je §, = (3,1, —1).
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Nadalje, iz (©) dobivamo da su parametarske jednadzbe pravca p

r=2+3t
=2t

Kako se tocka S nalazi na pravcu p, njezine koordinate moraju biti oblika S(2 4 3t,—4+¢,2 —t) za

neki t € R jer u protivnom tocka S ne bi lezala na pravcu p.

Napomena. Svaki puta kada u zadatku znate da se neka nepoznata tocka S nalazi na nekom
zadanom pravcu p, iskoristite parametarske jednadzbe pravca p jer na taj nacin za koordinate

nepoznate tocke S neCete imati tri nepoznanice, nego samo jednu nepoznanicu.

Kako je A(6,1,—5) 1 S(2+ 3t,—4 +t,2 — 1), slijedi

—>

AS =7, — 7 = (2+3t,—4+£,2—t) — (6,1,—5) = (—4 + 3,5+ 1,7 —1).
Uvrstimo li 5, = (3,1,—1) i AS = (—=4+3t,=5+t,7—t)u AS - 5, = 0, dobivamo

A8 -5,=0
(=4 +3t,~5+t,7—1)-(3,1,-1) =0
(—4+43t) -3+ (=5+t)- 1+ (7—t)-(-1) =0
—1249t—-5+t—-7+t=0

11t =24

_ o
t= 11

Stoga tocka S ima koordinate

S(243t,—4+1t,2—1t)
24 24 24
S(2+3-3, -4+ %,2- %)

S(3 —1t —1)

Sada kada smo pronasli tocku S nije problem pronaéi jednadzbu pravca n. Kako pravac n prolazi

tockama A i S, o njemu mozemo razmisljati kao o pravcu koji prolazi tockom A i ima vektor smjera

s, = AS.

(=]
Ut
w

14—5»:"::9_7::4 = (?_4’_2 _l)_(6?15_5): (%,_%a

1’ 11

)

Kako bismo u jednadzbi imali ljepse brojeve, mozemo se u ovom trenutku predomisliti i umjesto

—
[y
[y
—

vektora AS uzeti vektor 11 - AS za vektor smjera pravca n. Dakle, uzmimo da je
G =11-A8 =11 (2 3L 38 _ (98 _37 53),

Stoga kanonski oblik jednadzbe pravca n glasi

r—6 y—1 245

28 -31 93
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e 3. nacin: pomocu derivacije funkcije

Neka je S presjek pravca p i normale n. Iz (©) dobivamo parametarske jednadzbe pravca p.

r=2+3t
=2t

Uzmimo na pravcu p bilo koju tocku B. Kako je tocka B na pravcu p, ona mora biti oblika
B(2+3t,—4+1t,2—1t) zaneki t € R.

Udaljenost tocke A od tocke B jednaka je

d(A,B) = /(x4 —xB)%+ (ya —yp)2 + (24 — 2)2 =
=6 -2+3))2+(1—(—4+)2+(-5—-(2-1)2=
=4 =32+ (5 —t)2+ (=7+1)>2

Dakle, udaljenost tocke A od bilo koje tocke B(2 + 3t,—4 + t,2 — t) pravca p je funkcija jedne

varijable

f&) =4 =32+ (B —t)2+ (-7+1)2

Specijalno, po toj formuli se moze izrac¢unati i udaljenost tocke A od tocke S i ta udaljenost upravo
predstavlja minimum funkcije f. Naime, duzina AS je najmanje duljine od svih duzina oblika
AB kada se tocka B $eée po pravcu p (u pravokutnom trokutu je kateta uvijek manje duljine od
hipotenuze). Naravno, kako je i tocka S na pravcu p, ona je takoder oblika S(24 3t, —4+¢,2—t) za
neki t € R. Vazno je uociti da ¢emo tocku S dobiti za onaj parametar ¢ za koji funkcija f poprima
minimum. Dakle, trazimo stacionarne tocke funkcije f. Znamo da su to kandidati za ekstreme.

Mozemo umjesto funkcije f promatrati funkciju
gt) =4 =3t + (5—1)* + (=7 + 1)

koja zapravo mjeri kvadrat udaljenosti tocke A od neke tocke na pravcu p. Funkcije f i g postizu
minimum u istoj tocki jer je udaljenost minimalna ako i samo ako je kvadrat udaljenosti minimalan.
Kako je funkciju g jednostavnije derivirati, radije éemo s njom dalje raditi (naravno, nije nikakva

greska ako nastavimo raditi s funkcijom f).
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Napomena. Funkcije f i g nemaju isti minimum. Naime, ako funkcija f ima minimum jednak

2

m, tada funkcija g ima minimum jednak m<*. Medutim, poanta je da funkcije f i g postizu svoje

minimume za istu vrijednost varijable ¢.

Deriviranjem funkcije g dobivamo

gt)=2-(4=3t)-(=3)+2-(5b—t)- (=1)+2-(=7+1)
g (t) = 22t — 48

RjeSsavanjem jednadzbe 22t — 48 = 0 slijedi t = %. Stoga tocka S ima koordinate

S(2+3t,—4+1t,2—1t)
24 24 24
S(2+3-3, -4+ %,2- %)

S(3 1t —1)

Sada kada smo pronasli tocku S nije problem pronaéi jednadzbu pravca n. Kako pravac n prolazi

tockama A i S, o njemu mozemo razmisljati kao o pravcu koji prolazi tockom A i ima vektor smjera

s, = AS.

(=]
Ut
w

13 = - ) 2 28 31
AS:TS_TA = (1_7_ 1a_ﬁ)_(6717_5): (ﬁ7_ﬁ7

)

Kako bismo u jednadzbi imali ljepSe brojeve, mozemo se u ovom trenutku predomisliti i umjesto

—
[y
[y
—

vektora AS uzeti vektor 11 - AS za vektor smjera pravca n. Dakle, uzmimo da je
G =11-A8 =11 (2 3L 38 _ (98 _37 53),

Stoga kanonski oblik jednadzbe pravca n glasi

r—6 y—1 2z+45

28 -31 93

Napomena. Uocite da sva tri prethodno opisana nacina trazenja normale iz zadane tocke na
zadani pravac imaju jednu zajednicku stvar. Naime, u sva tri nacina se trazi tocka S (presjek
normale i pravca), jedino je razlika u pristupu trazenja te tocke. Tocku S iz prethodnog zadatka
zovemo ortogonalna projekcija tocke A na pravac p. Nadalje, uocite da je udaljenost tocke A od
pravca p jednaka duljini duzine AS. Drugim rije¢ima, udaljenost tocke A od pravca p jednaka je

udaljenosti tocke A od njezine ortogonalne projekcije na pravac p. Dakle,

d(A,p) = [AS] = d(A,8) = /(6 - 2)? + (1= (—2)) + (=5 (- &))* =3,/2.

Ve¢ ranije smo u zadatku 18. na stranici 19. udaljenost tocke A od pravca p izracunali po gotovoj
formuli. Ovdje je pokazan jo$ jedan nac¢in ra¢unanja udaljenosti tocke od pravca u kojemu se ne

koristi gotova formula.
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Zadatak 28.
z—2 z=5 z—1

Odredite udaljenost pravca p; ... *5= =y +4 = 2 od pravca ps . .. ”CT‘H =y+2== .

Rjesenje.
Vektor smjera pravca p; je §1 = (3,1,4), a vektor smjera pravca ps je 5o = (4,1,4). Kako vektori
§1 1 8§ nemaju proporcionalne koordinate, slijedi da p; }f pa.

Tocka T7(2,—4,5) je istaknuta tocka na pravcu py, a To(—1,—2,1) je istaknuta tocka na pravcu ps.

1z toga dobivamo

T1(2, —4, 5) = 1 = 2, Yy = —4, zZ1 =25
TQ(—L -2, 1) = To=—1,y=—-2,29=1

Nadalje, iz vektora smjerova dobivamo

0|

1:(3,1,4) = 1 :3, 51:1,’71:4
r=(4,1,4) = av=4, =17 =4

!

Uvrstimo li ove podatke u uvjet za komplanarnost pravaca p; i ps, slijedi

1 — T2 Y1 — Y2 21— 22 2 — (—1) —4 — (—2) 5—-1 3 —2 4
aq ,81 Y1 = 3 1 4 =3 1 4| = —12 (&)
Qs B Y2 4 1 4 4 1 4

pa zaklju¢ujemo da su p; i po mimosmjerni pravci. Udaljenost mimosmjernih pravaca racuna se po

formuli

pri ¢emu je 7 radijvektor tocke T7, a 7 radijvektor tocke Ty. Uocite da smo veé u (&) izrac¢unali

mjeSoviti produkt vektora 7] — 7%, §1, So, tj. (71 — 72, 81, §2) = —12. Nadalje,
i j ok
§1X§2: 3 1 :(0,4,—1)
4 1 4

pa je konacno

dprpy) — =12 12 12
PP 04 T PR P I VT

Zadatak 29.
Nadite zajednicku normalu mimosmjernih pravaca py... 7 =% = %1 ipg... m—zl =4=Z
Rjesenje.

Zajednicka normala dva mimosmjerna pravca je pravac koji sijeCe oba pravca pod pravim kutom.
Mimosmjerni pravci imaju jedinstvenu zajednicku normalu. Zadatak ¢emo rijesiti na dva razli¢ita

nacina.
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e 1. nacin

Pretvorimo najprije jednadzbe oba pravca u parametarski oblik.

r =1 r=1+u
p1-... y =1 P2... y = 2u (%)
Z:1+2t zZ =U

Neka je n zajednicka normala mimosmjernih pravaca p; i ps koja sijece redom zadane pravce pod

pravim kutom u tockama S i T.

b1 P2

Kako jen L p1 in L po, slijedi 5, 1§11 8, L 85. Stoga za vektor smjera pravca n mozemo uzeti

Sy, = 81 x 5. Kako je 51 = (1,1,2) i §, = (1,2,1), dobivamo

i ]k
§n=§1><§2: 1 1 2 :(—3,1,1).
1 21

Sada imamo vektor smjera pravca n, a da bismo mogli napisati njegovu jednadzbu, treba nam jos

jedna njegova tocka kojom on prolazi. Ideja je da pronademo jednu od toc¢aka S ili 7.

Tocka S se nalazi na pravcu p; pa iz (x) slijedi da mora biti oblika S(¢,¢, 1+ 2t) za neki t € R. Tocka

T se nalazi na pravcu ps pa iz () slijedi da mora biti oblika T'(1 4 u, 2u,u) za neki u € R.

Kako bismo pronasli tocke S i T', vektor ST ¢emo izraziti na dva razlidita nacina u standardnoj
ortonormiranoj bazi. Prvi nacin je preko klasi¢cne formule. Usput se sjetimo da se koordinate
radijvektora neke tocke podudaraju s koordinatama te tocke.

ST =7 —7 =(1+u2uu)— (t,t,1+2t) = (1 +u—t,2u—t,u—2t—1)

Drugi nac¢in je da uoc¢imo da su vektori ST i 3y, kolinearni (vidi sliku) pa je ST = A8, za neki A € R.

ST = A5, = X (=3,1,1) = (=3)\, A\, \)
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Dobivene jednakosti ST = (I+u—t,2u—t,u—2t—1)1i ST = (—=3X\, A\, A) predstavljaju dva razlicita
prikaza vektora ST u standardnoj ortonormiranoj bazi. Medutim, kako je prikaz svakog vektora u

bilo kojoj bazi jedinstven, mora biti
(I14+u—1t2u—t,u—2t—1) = (=3\\N\)
iz cega dobivamo sustav linearnih jednadzbi

l1+u—t=-3\
2u—t=\.
u—2t—1=2X\

Zapisimo taj sustav u standardnom obliku tako da nepoznanice budu na lijevoj strani, a slobodni

koeficijenti na desnoj strani.

u—t+3\=-1
2u—t—A=0 ()
u—2t—A=1

Sustav () rijesit ¢emo Cramerovim pravilom (naravno, mozete ga rijesiti i Gaussovim postupkom).
Nadalje, nas tre¢a nepoznanica A uopée ne zanima pa nema potrebe da ra¢unamo determinantu
D3 iz Cramerovog pravila. Isto tako, kako nam je dovoljna samo jedna od tocaka S i T da bismo
napisali jednadzbu pravca n, dovoljno je izracunati samo jednu od nepoznanica t i u. No, mi ¢emo
ovdje ipak odrediti obje tocke S i T. Kako je

1 -1 3 -1 -1 3 1 -1 3
D=2 -1 —-1|=-11, D;=|0 -1 —-1/=5, Dy=1|2 0 —1|=6,
1 -2 -1 1 -2 -1 1 1 -1
slijedi
D 117 D 11’

Sada kona¢no mozemo odrediti tocke S 1 T.

S(t,t,1+2t) T(1+ u,2u,u)
S(= 1 —11> 1+2- 17) T+ 2 17 17)
S(= 1~ —11) T(3 — 1 1)

Za pravac n sada znamo njegov vektor smjera 8, i ¢ak dvije njegove tocke S i T. Ako odaberemo

tocku S za istaknutu toCku, kanonski oblik jednadzbe pravca n glasi

. T+ _ytT 2t
R 1 T
Napomena. Uocite da je udaljenost mimosmjernih pravaca p; i ps jednaka duljini duzine ST,
tj. d(p1,p2) = |ST|. U prethodnom zadatku, zadatak 28., udaljenost mimosmjernih pravaca smo

racunali prema gotovoj formuli. Medutim, ukoliko znamo nozista zajednicke normale mimosmjernih

42



pravaca, njihovu udaljenost mozemo izracunati tako da odredimo udaljenost tih nozista. Dakle, u

ovom slucaju je

d(p1,p2) = [ST| = \/(xs — )+ (s —Yr)? (25 — 2,)? =
e ) - (C ) (- () -

— /144 16 4 16 _ 4yl
—\/121+121+121— 11

o 2. nacin

Iz jednadzbi pravaca p; i ps vidimo da je A(0,0,1) jedna tocka na pravcu p;, a B(1,0,0) jedna
tocka na pravcu py. Nadalje, vektor smjera pravca py je 51 = (1,1,2), a vektor smjera pravca ps je
S5 = (1,2,1). Neka je n zajednicka normala mimosmjernih pravaca p; i po. Kako jen L p1in L po,
slijedi s,, L 811 8, L 85. Stoga je 81 X 59 vektor smjera normale n.

Neka je 7 ravnina koja prolazi toctkom A i razapeta je vektorima 87 i 57 X §5. To je ravnina koja
sadrzi pravce p; i n. Njezina jednadzba je (F’— Ty, 51,51 X §'2) = 0. Neka je 7o ravnina koja prolazi
tockom B i razapeta je vektorima 55 i 51 X §3. To je ravnina koja sadrzi pravce ps i n. Njezina
jednadzba je (F — 7, 82,51 X 5’2) = 0. Tada se zajednicka normala n mimosmjernih pravaca pi i ps

dobiva kao presjek ravnina 7 i my pa je

43



Kako je 8§ x § = (=3,1,1), slijedi

r—0 y—0 z-1
(F—7, 5,5 x &)= 1 1 2 |=—x—Ty+42—4
-3 1 1

z—1 y—0 2—-0
(F—FB,§2,§1X§2): 1 2 1 =x—4dy+7z—1
-3 1 1

Konacno je

—xr—Ty+42z—-4=0
r—4y+72—-1=0

Uocite da smo ovim postupkom zajednicku normalu n dobili kao presjek dvije ravnine, ali nismo

dobili njezina nozista na pravcima pi i po.

Napomena. Do sada smo rije¢ normala Koristili u vise razli¢itih konteksta pa ponovimo jos jednom

sve na ovom mjestu kako ne bi doslo do zabune u zadacima.

o Normala ravnine je bilo koji vektor razli¢it od nulvektora koji je okomit na promatranu rav-

ninu.

e Normala iz zadane tocke na zadani pravac je pravac koji prolazi zadanom tockom i sijece

zadani pravac pod pravim kutom.

o Zajednicka normala mimosmjernih pravaca je pravac koji sijeCe oba mimosmjerna pravca pod

pravim kutom.

Zadatak 30.
Pravac p prolazi tockom A(3,2,1) i okomit je na ravninu z +y — 2z — 6 = 0. Napisite jednadzbu
pravca p.
Rjesenje.
p
Tig 1A
I

44



Kako je pravac p okomit na ravninu 7w...x +y — 22 — 6 = 0, za vektor smjera pravca p mozemo
uzeti normalu ravnine 7. Iz jednadzbe ravnine vidimo da je i, = (1,1,—2) pa je §, = (1,1, -2).

Stoga kanonski oblik jednadze pravca p glasi

Zadatak 31.
Zadana je ravnina w...2x+y—z— 13 = 0 i tocka M(1,2,3). Odredite ortogonalnu projekciju tocke

M na ravninu 7 i simetriécnu tocku tocke M s obzirom na ravninu 7.
Rjesenje.
Neka je o pravac kroz tocku M koji je okomit na ravninu 7. Presjek pravca o i ravnine 7 je tocka

S koju zovemo ortogonalna projekcija tocke M na ravninu 7.

Kako je pravac o okomit na ravninu m, za vektor smjera pravca o mozemo uzeti normalu ravnine
7. Iz jednadzbe ravnine 7 dobivamo 7, = (2,1,—1). Pravac o je pravac kroz tocku M (1,2,3) s

vektorom smjera 5, = (2,1, —1) pa su njegove parametarske jednadzbe dane s

r=1+2t
o... y=2+t.
z=3—1

Tocku S dobivamo kao presjek ravnine 7 i pravca o tako da parametarske jednadzbe pravca o

uvrstimo u jednadzbu ravnine 7.

2c4+y—2—13=0
20+2t) +(24+¢t)—(3—t)—13=0
6t =12
t=2
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Sada t = 2 uvrstimo u parametarske jednadzbe pravca o pa dobivamo koordinate tocke S.

g =1+4+2t=1+4+2-2=5
Yo =24+1t=2+2=14
g =3-t=3-2=1

Dakle, ortogonalna projekcija tocke M(1,2,3) na ravninu 7 je tocka S(5,4,1).
Simetricna tocka totke M s obzirom na ravninu 7 je tocka N koja se nalazi na pravcu o i za koju
vrijedi |[M S| = |NS| (pogledaj gornju sliku). Iz toga zaklju¢ujemo da mora vrijediti MS = SN.

Ako stavimo N(z,y,, 2y ), slijedi

(4727_2 = Ty _57yN _472N - 1)
iz ¢ega dobivamo sustav jednadzbi
Ty —0=4
Yy —4=2.
Zy —1= -2
Iz dobivenih jednadzbi lagano slijedi =z, = 9, y, = 6, z, = —1. Dakle, simetricna tocka tocke

M(1,2,3) s obzirom na ravninu 7 je tocka N(9,6,—1).

Zadatak 32.
Zadan je pravac p... %‘5 = %22 = ZT_l i tocka T'(4,4,3). Odredite ortogonalnu projekciju tocke T'

na pravac p i simetri¢nu tocku tocke 1" s obzirom na pravac p.

Rjesenje.
Neka je n normala iz tocke T na pravac p. Presjek normale n i pravca p je tocka T koju zovemo

ortogonalna projekcija tocke 1" na pravac p. Parametarske jednadzbe pravca p su

T = b+ 4t
z=1+t

Kako tocka T lezi na pravcu p, njezine koordinate moraju biti oblika T"(5 + 4¢, —2 — 2¢,1 4+ t) za
neki ¢ € R. Nadalje, vektori TT i 5, su okomiti (vidi donju sliku) pa je njihov skalarni produkt

jednak nula. Odredimo najprije vektor T
TT =7, -7 = (5h+4t,—2—2t,1+1t) — (4,4,3) = (1 +4¢,—6 — 2t, -2 + 1)

T/

Kako je 8, = (4,-2,1), iz TT' - 5, = 0 dobivamo
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TT - 5,=0
(1+4t,—6—2t,—2+1)-(4,-2,1) =0
(14+4t) -4+ (-6—=2t)- (=2)+(-2+1t)-1=0
21t +14 =0

b= _

Uvrstavanjem t = —% u parametarske jednadzbe pravca p dobivamo koordinate tocke 1.

_ _ -2 _ 7

—2
Yy, =—2-2%=-2-2.2=—

wino

2, =1+t=1+2=1

T!

. .. . . - 1(7 2 1
Dakle, ortogonalna projekcija tocke T'(4,4,3) na pravac p je tocka T' (g, -3 g)-
Simetricna tocka tocke T' s obzirom na pravac p je tocka T” koja se nalazi na normali n i za koju
vrijedi |[TT'| = |T"T"| (pogledaj gornju sliku). Iz toga zaklju¢ujemo da mora vrijediti 77" = T'T".
Umjesto jednakosti TT" = T'T” mozemo uzeti jednakost TT" = 2 T (uocite da su to ekvivalentne

jednakosti). U jednakosti TT" = 2OTT tocka T se javlja samo jedanput, a to nam je u ovom slucaju

zgodnije jer koordinate tocke T nisu cjelobrojne pa nam je “teze” s njima racunati. No, nije nikakva

greska ukoliko ostanete raditi s jednakosti TT = T'T". Ako stavimo T" (4", 2"), slijedi

TT" = 2TT
P =y = 207 — )
(2", 4", 2") — (4,4,3) =2((£,-3,%) — (4,4,3))
@ =2 5l )
(2" — 4,y —4,2" =3)= (-, -2 -1)
iz ¢ega dobivamo sustav jednadzbi
2 —4= —%
y' — 4= —%.
Z'—-3= —?



Iz dobivenih jednadzbi lagano slijedi 2" = %, Yy’ = —?, 2= —%. Dakle, simetri¢na tocka tocke
T(4,4,3) s obzirom na pravac p je tocka T”(%, —?, —%)

Zadatak 33.

Zadana je ravnina m...x 4+ 2y — 2z — 5 = 0 i pravac p... mTH = ¥ = &. Odredite ortogonalnu

projekciju pravca p na ravninu 7 i simetriéni pravac pravca p s obzirom na ravninu 7.

Rjesenje.
Vektor smjera pravca p je 5, = (2,1, —1), a normala ravnine 7 je 7, = (1,2, —2). Kako je §,-7i; # 0,

pravac p nije paralelan s ravninom 7. Neka je tocka S presjek pravca p i ravnine 7.

T//

Uvrstavanjem parametarskih jednadzbi pravca p

T —1+2¢
D y=t
z —t

u jednadzbu ravnine 7w dobivamo

r+2y—22—-5=0
(=1+2)4+2t—2-(-t)—5=0
6t =06
t=1

Uvrstimo li ¢ = 1 u parametarske jednadzbe pravca p, dobivamo koordinate tocke S.

rg=—-14+2-1=1, y, =1, 2z4=-1
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Dakle, pravac p i ravnina 7 sijeku se u tocki S(1,1,—1). Neka je dalje T bilo koja toc¢ka na pravcu
p razli¢ita od tocke S. Mozemo uzeti, npr. istaknutu tocku u jednadzbi pravca p, tj. tocku koju
dobijemo za t = 0 iz parametarskih jednadzbi pravca p. To je tocka T'(—1,0,0) i ocito je ta tocka
razli¢ita od tocke S. Naravno, mogli smo u parametarske jednadzbe pravca p uvrstiti bilo koji drugi
realni broj za parametar ¢ kako bismo dobili neku tocku 7" na pravcu p (vazno je samo da je tocka

T s pravca p razli¢ita od tocke S).

Neka je T" ortogonalna projekcija tocke T na ravninu m, a T” simetri¢na tocka tocke T' s obzirom
na ravninu 7. Tada je ortogonalna projekcija pravca p na ravninu 7 pravac p’ koji prolazi tockama
S 1T (vidi sliku), a simetriéni pravac pravca p s obzirom na ravninu 7 je pravac p” koji prolazi
tockama S 1 T (vidi sliku).

Neka je o pravac kroz tocku T koji je okomit na ravninu w. Tocka T” je tada presjek pravca o i
ravnine 7. Kako je pravac o okomit na ravninu 7, za vektor smjera pravca o mozemo uzeti normalu

ravnine 7 pa je S, = (1,2, —2). Stoga su parametarske jednadzbe pravca o

z=—-14+1¢
0... y =2t
z = —2t

Uvrstavanjem parametarskih jednadzbi pravca o u jednadzbu ravnine m dobivamo

r+2y—22—5=0
(=1+t)+2-2t—2-(=2t) —=5=0

Sada t = % uvrstimo u parametarske jednadzbe pravca o i dobivamo koordinate tocke T”.

_ 2 _ 1 —_9.2_4 —_9.2__4
T, =—1+5=-3 y,=2-5=3, 2,=-2-3=—3

Dakle, ortogonalna projekcija tocke T'(—1,0,0) na ravninu 7 je tocka T'(— 14 4).

— —
Za simetricnu tocku T” tocke T s obzirom na ravninu 7 mora vrijediti 77" = T'T”. Umjesto

. . . j— — . . .
te jednakosti uzet ¢emo ekvivalentnu jednakost TT” = 2 TT’ jer se u njoj tocka T" javlja samo

jedanput, a to nam je zgodnije u ovom sluc¢aju jer koordinate tocke T nisu cjelobrojne pa nam je
“teze” s njima racunati. No, nije nikakva greska ukoliko ostanete raditi s jednakosti 77" = T'T".

Ako stavimo T"(z”,y", 2"), slijedi

TT" =2TT'
T = Ty = 2(Th = 77)
) = (-1,0.0) = 2((— 1 4) — (-1.0,0)
WL =23 4 -)
@) = (3
iz ¢ega dobivamo z” = %, Yy = %, 2= —%. Stoga je T”(%, %, —%),
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Sada kona¢no mozemo pronaéi jednadzbe pravaca p’ i p”. Najprije,

Za vektore smjerova pravaca p’ i p” mozemo uzeti vektore

)

Sy=-38T =-3(—%,%-4)=(4,-11)
Sy =—385T"=-3(—%,3,-2) = (2,-5,5)

Pravac p’ prolazi tockom S(1,1,—1) i ima vektor smjera S, = (4,—1,1) pa njegova kanonska
jednadzba glasi
, z—1 y—-1 =z+41
4 -1 1

Pravac p” prolazi tockom S(1,1,—1) i ima vektor smjera §,» = (2,—5,5) pa njegova kanonska

jednadzba glasi

y T—1 y—-1 =z+4+1
p ... = = .

2 -5 5
Zadatak 34.
Zadana je ravnina w...x + 2y — 2z — 5 = 0 i pravac p... ”CT‘H == ZT_Q Odredite ortogonalnu

projekciju pravca p na ravninu 7 i simetri¢ni pravac pravca p s obzirom na ravninu 7.

Rjesenje.

Vektor smjera pravca p je 5, = (2,1,2), a normala ravnine 7 je 7, = (1,2, —2). Kako je 5, -7, =0,
pravac p je paralelan s ravninom 7. Stoga nema smisla traziti presjek pravca p i ravnine 7 jer on
ne postoji. Medutim, u ovom sluc¢aju su ortogonalna projekcija p’ i simetri¢ni pravac p” paralelni s

pravcem p pa mozemo uzeti S = 5,1 = 5§, = (2,1,2).

/!

T//
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Preostaje nam jos odabrati neku tocku T na pravcu p i pronaéi njezinu ortogonalnu projekciju 7" i
simetri¢nu tocku T” s obzirom na ravninu 7. Najlakse nam je odabrati istaknutu tocku u jednadzbi
pravca p, a to je tocka T'(—1,0,2).

Neka je o pravac kroz tocku T koji je okomit na ravninu w. Tocka T” je tada presjek pravca o i
ravnine 7. Kako je pravac o okomit na ravninu 7, za vektor smjera pravca o mozemo uzeti normalu

ravnine 7 pa je S, = (1,2, —2). Stoga su parametarske jednadzbe pravca o

r=—-1+t
0 y =2t
z =22t

Uvrstavanjem parametarskih jednadzbi pravca o u jednadzbu ravnine m dobivamo

r+2y—22—-5=0
(=1+t)+2-2t—2-(2-2t)—5=0

9t = 10
__ 10
t=73

Sada t = % uvrstimo u parametarske jednadzbe pravca o i dobivamo koordinate tocke T”.

- _ 10 _ 1
r, =-l+3F =3
_ 10 _ 20
Yy =2-95 =7

—9_9.10 _ _
2, =2-2-F=

Nell )

Dakle, ortogonalna projekcija tocke T'(—1,0,2) na ravninu 7 je tocka T’(%, %0, —%).
Za simetricnu tocku T” tocke T s obzirom na ravninu 7 mora vrijediti 77" = T'T”. Umjesto

te jednakosti uzet ¢emo ekvivalentnu jednakost TT” = 2 TT’ jer se u njoj tocka T" javlja samo
jedanput, a to nam je zgodnije u ovom slucaju jer koordinate tocke 7" nisu cjelobrojne pa nam je
“teze” s njima racunati. No, nije nikakva greska ukoliko ostanete raditi s jednakosti TT" = T'T".

Ako stavimo T"(x”,y", 2"), slijedi

TT" =2TT'
o =73 =207, 72)
120 2
($/,7y,/72/,) - (_1707 2) 2((57 9 _§) - (_1707 2))
(" +1,9",2" —2) =2($, %, -2)
(x// + 1,3/”72'” _ 2) _ (%07 %’ _%)
iz ¢ega dobivamo z” = %, y' = %, 2= —%2. Stoga je T”(%, %0,—%).
Pravac p’ prolazi tockom T'(%, %,—%) i ima vektor smjera §y = (2,1,2) pa njegova kanonska
jednadzba glasi
1 20 2
i R s _Zt35
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Pravac p” prolazi tockom T” (%, %0, —%) i ima vektor smjera s, = (2,1,2) pa njegova kanonska
jednadzba glasi
11 40 22
P’ TT9 _Y~9 _EFY
' 2 1 2

Zadatak 35.

Napisite jednadzbu pravca koji prolazi sjecistima ravnine 7...xz — 2y 4+ 4z + 12 = 0 s pravcima
1. 2

pl---%:%:% 1 p2...%?:%:§.

Rjesenje.

Neka je p trazeni pravac. Neka je tocka 17 presjek pravca pi i ravnine 7, a tocka Th presjek pravca

po i ravnine 7. Trazeni pravac p mora prolaziti tockama T 1 1.

P2
n
/
p
1 T2
/
TiN /
\ /
\ ! -
Ako parametarske jednadzbe pravca py
r =2t
P1.-. Yy = ot
z=1+4t

uvrstimo u jednadzbu ravnine 7, dobivamo
r—2y+42+12=0
20 —2-5t+4(1+4t)+12=0

8t = —16
t=-2
Uvrstimo li ¢t = —2 u parametarske jednadzbe pravca p;, dobivamo koordinate tocke T7.

Ty, =2 (=2)=—4, y, =5-(-2)=-10, z, =1+4-(-2)=-7

Dakle, presjek pravca pp i ravnine 7 je tocka T (—4, —10, —7).

Nadalje, ako parametarske jednadzbe pravca po

rT=-3-1
D2 ... y:—2+3t
z = 6t
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uvrstimo u jednadzbu ravnine 7, dobivamo

r—2y+42+12=0
(=3 —t)—2(—2+3t)+4-6t+12=0

17t = —13
_ 13
t=—17
Uvrstimo i t = —% u parametarske jednadzbe pravca ps, dobivamo koordinate tocke T5.
_ —13 _ _ 38 _ —13 _ _ 73 _ . =13 _ _ 18
TIry="3-TF =—1 Yp="2+3 7 =-1 =0 7=-1
Dakle, presjek pravca po i ravnine 7 je tocka TQ(— :15—?, —I—‘;’, —I—?). Odredimo jos vektor T175.

—>
TT =7y~ = (- B -B-B) - (42100 = (1. 5.4)

Za vektor smjera pravca p mozemo uzeti vektor §, = 17 T1T5 = (30,97,41). Konacno, o pravcu p
mozemo razmisljati kao o pravcu koji prolazi tockom T3 (—4, —10, —7) (mogli smo umjesto tocke T3

uzeti tocku 7T5) i ima vektor smjera 5, = (30,97,41) pa njegov kanonski oblik glasi

r+4 y+10 247

p..

30 97 41
Zadatak 36.
Napisite jednadzbu ravnine koja sadrzi pravece p; ... 1—11 = %7 = 24;2 ipy...7= ygi = ZT5
Rjesenje.

Vektor smjera pravca py je §1 = (1,3,4), a vektor smjera pravca py je vektor s = (1, 3,4). Uocavamo
da su vektori 5] i 83 kolinearni (u ovom sluéaju ¢ak i jednaki) pa su p; i ps paralelni pravci. Dakle,

moramo pronaéi jednadzbu ravnine w koja sadrzi paralelne pravce pi i po.

Ty =

b2

T

Vektori &7 1 S5 u ovom slu¢aju ne razapinju ravninu 7 jer su kolinearni. Neka je T; bilo koja tocka
na pravcu pi, a 15 bilo koja tocka na pravcu po. NajlakSe nam je da odaberemo one tocke koje su
istaknute u jednadzbama pravaca p; i pa. To su tocke Ty(1,—7,2) i T5(0,2,—5). Te tocke takoder

leze i u ravnini 7 zbog toga Sto ravnina 7w mora sadrzavati oba pravca pj i ps, a onda sadrzi i sve
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RS
tocke tih pravaca. Vektori & i 1175 nisu kolinearni pa razapinju ravninu 7. Stoga za normalu

—
ravinine 7 mozemo uzeti vektor 77, = §1 X T17T5. Kako je

e — —
T1T2 = TTQ — TTI

=(0,2,-5) - (1,-7,2) = (—1,9,-7),

slijedi
ﬁw = §1 X T1T2 =11 3
-1 9
O ravnini 7 mozemo sada razmisljati kao o ravnini koja prolazi tockom Tj(1,—7,2) (mogli smo

odabrati tocku T umjesto tocke T7) i ima normalu i, = (—57,3,12). Stoga je 9 = 1, yo = —7,
20=2, A= —-57, B=31iC = 12 pa dobivamo

Az —20) + B(y —yo) + C(2 — 20) =0

=57(x —1)+3(y — (=7)) +12(z —=2) =0
—57x+3y+1224+54=0/:3

—19z +y+4z+18=0

Trazena ravnina 7 ima jednadzbu —19z 4+ y + 4z + 18 = 0.

Zadatak 37.
Zadani su pravci pg ... xl—_IZ = %3 =(2—4)-Tipy...5 = %1 = 27%. Napisite jednadzbu ravnine

ot

koja sadrzi prvi pravac, a paralelna je s drugim pravcem.

Rjesenje.
NapiSimo najprije standardne kanonske jednadzbe pravaca pi i ps.

x—2 y+3 z-4 z y+1 2-5
. = = Pr...— ="—— =

1 9
11 9 Z 2 1 -1

p1-.

Vektor smjera pravca py je 1 = (11, 9, %), a vektor smjera pravca ps je So = (2,1, —1).

b2

b1

Ty

Neka je 7 trazena ravnina. Da bismo napisali jednadzbu ravnine m, treba nam jedna tocka kojom

ona prolazi i njezina normala. Kako ravnina 7 sadrzi pravac p;, tada ona sadrzi sve tocke pravca p;.
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Stoga, da bismo dobili neku tocku kojom ravnina 7 prolazi, dovoljno je odabrati bilo koju tocku na

pravcu py. NajlakSe nam je odabrati istaknutu tocku u jednadzbi pravca p;. To je tocka T7(2, —3,4).

Nadalje, kako pravac p; lezi u ravnini 7, slijedi da je normala ravnine w okomita na vektor smjera
pravca p;. Isto tako, kako je pravac p, paralelan s ravninom m, slijedi da je normala ravnine w
okomita na vektor smjera pravca ps. Konacno, iz 7, L 81 i fi; L S5 zaklju¢ujemo da za normalu

ravnine ™ mozemo uzeti vektor 57 X 55.

i 7k
3 X 5 — 1| (_64 79
S1X8y=1|11 9 7 —( 77 7)
2 1 -1
Kako bismo imali “ljepse” brojeve, mozemo za normalu ravnine m uzeti vektor 7, = —7(§1 X 52) pa

je ftx = (64, —79,49).
Ravnina 7 prolazi tockom 77(2, —3,4) i ima normalu 7, = (64, —79,49) pa imamo
Az —20) + B(y —yo) + C(2 — 20) =0
64(x —2)+ (=79) - (y — (=3)) +49(z — 4) =
64x — 79y + 492 — 561 =0

Dakle, ravnina 7 ima jednadzbu 64z — 79y + 49z — 561 = 0.

Zadatak 38.
NapiSite jednadzbu ravnine koja sadrzi pravac p... fo =y—-7=
Y...x—by+2z—-7=0.

% i okomita je na ravninu

Rjesenje.

Vektor smjera pravca p je §, = (—4,1,—1), a normala ravnine ¥ je i, = (1, -5, 2).

%nil

95



Neka je 7 trazena ravnina. Da bismo napisali jednadzbu ravnine 7, trebamo pronaéi njezinu normalu
i jednu tocku kojom ona prolazi. Kako ravnina 7 sadrzi pravac p, tada ona sadrzi sve njegove tocke.

Specijalno, ravnina 7 prolazi istaknutom toc¢kom u jednadzbi pravca p, tj. tockom Ty(3,7, —2).

Kako ravnina 7 sadrzi pravac p, slijedi da je normala ravnine m okomita na vektor smjera pravca
p. Isto tako, kako su ravnine 7 i ¥ okomite, slijedi da su okomite i njihove normale. Konacno, iz
Ny L &, 11, L 7y zakljuujemo da za normalu ravnine m mozemo uzeti vektor s, x 7.
i ]k
Spxity=|—-4 1 —1|=(-3,7,19)
1 -5 2

Ravnina 7 prolazi tockom Ty(3,7,—2) i ima normalu 7y, = (—3,7,19) pa imamo

Alx —20) + By —yo) + C(z — 29) =0
—3x—=3)+T7(y—7)+19(z—(-2)) =0
3r 4 Ty+192-2=0

Dakle, ravnina 7 ima jednadzbu —3x 4+ 7y + 192 — 2 = 0.

Zadatak 39.

Nadite pravac paralelan s ravninama 7...x +y —2 =01 X...2 —y + 2z = 0 koji sijeCe pravce
R

Rjesenje.

Neka je p trazeni pravac. Sjetimo se, pravac i ravnina su paralelni ako i samo ako je vektor smjera
pravca okomit na normalu ravnine 7. Prema uvjetima zadatka trazeni pravac p mora biti paralelan

sa zadanim ravninama 7 i ¥ pa zaklju¢ujemo

pllm = 3§ Lii,;

pllE = & L

iz Cega slijedi da za vektor smjera pravca p mozemo uzeti vektor §), = i, x1,,. Kako je7i, = (1,1,—1)
i, =(1,-1,2), slijedi

Kako bismo mogli napisati jednadzbu pravca p, treba nam jos jedna tocka kojom on prolazi. Prema
uvjetima zadatka, trazeni pravac p mora sije¢i zadane pravce p; i p2 pa ¢emo pronaci jedno od
tih sjecista. Neka je tocka A presjek pravaca p i pi, a tocka B presjek pravaca p i ps. Da bismo
pronasli jednu od tocaka A i B, prikazat ¢emo vektor AB na dva nacina u ortonormiranoj bazi.

Parametarske jednadzbe pravaca p; i p su

T = 2u r=1+v
PLe-. Yy=1u P2... y=24v
z=14+2u z=1+2v
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Kako tocka A lezi na pravcu pi, njezine koordinate moraju biti oblika A(2u,u, 14 2u) za neki u € R.
Isto tako, kako tocka B lezi na pravcu py, njezine koordinate moraju biti oblika B(14v,24v, 14 2v)
za neki v € R.

—
Prikazimo sada vektor AB na dva razli¢ita nacina. Prvi nacin je preko klasi¢ne formule.

—_—>

AB=7, -7, =14+v,24+v,14+2v) — (2u,u,1 +2u) = (1 +v —2u,2 + v — u,2v — 2u)
Drugi naé¢in je da uo¢imo da su vektori ABi 5p kolinearni (vidi sliku) pa je AB = A5y zaneki A € R.

AB = A5, = A-(1,—-3,-2) = (A, —3X, —2))

Dobivene jednakosti AB = (I+v—2u,2+v—u,2v—2u) i AB = (A, =3\, —2)) predstavljaju dva
razli¢ita prikaza vektora AB u standardnoj ortonormiranoj bazi. Medutim, kako je prikaz svakog

vektora u bilo kojoj bazi jedinstven, mora biti
(I+v—2u,2+v—u,2v—2u) = (A —3X,—2))

iz ¢ega dobivamo sustav linearnih jednadzbi

1+v—2u=2X\
24v—u=-3\.
20— 2u = —2\

Zapisimo taj sustav u standardnom obliku tako da nepoznanice budu na lijevoj strani, a slobodni

koeficijenti na desnoj strani.

—2ut+v—A=-1
—u+v+3\=-2 ()
—2u+2v+22=0

Sustav () rijesit ¢emo Cramerovim pravilom (naravno, mozete ga rijesiti i Gaussovim postupkom).
Nadalje, nas tre¢a nepoznanica A uopée ne zanima pa nema potrebe da racunamo determinantu

D3 iz Cramerovog pravila. Isto tako, kako nam je dovoljna samo jedna od tocaka A i B da bismo
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napisali jednadzbu pravca p, dovoljno je izracunati samo jednu od nepoznanica u i v. No, mi ¢emo
ovdje ipak odrediti obje tocke A i B. Kako je

-2 1 -1 -1 1 -1 -2 -1 -1
D=|-11 3|=4, D1=|-2 1 3|=12, Dy=|-1 —2 3 |=16,
-2 2 2 0 2 2 -2 0 2
slijedi
D, 12 Dy 16
= — = — = :—:—:4
U= Ty ST
Sada konac¢no mozemo odrediti tocke A 1 B.
A(2u,u, 1+ 2u) B(l1+wv,2+v,1+ 20)
A(2-3,3,142-3) B(1+4,244,1+2-4)
A(6,3,7) B(5,6,9)

Za pravac p sada znamo njegov vektor smjera 5, i ¢ak dvije njegove tocke A i B. Ako odaberemo
tocku A za istaknutu tocku, kanonski oblik jednadzbe pravca p glasi
r—6 y—-3 =z-7

1 -3 =27

D...

Zadatak 40.

Za koju vrijednost parametra a € R se sijeku pravci p; ... 3% = yg;Q =7ipy... 5P =45 =57
Odredite u tom slu¢aju jednadzbu ravnine koja sadrzi pravce p; i pa.

Rjesenje.

Vektor smjera pravea p; je §1 = (4,3,1), a vektor smjera pravca py je §o = (—1,5,1). Vektori §] 1 5,
nisu kolinearni pa zaklju¢ujemo da pravci p; i po nisu paralelni niti za jednu vrijednost parametra
a € R. Stoga ¢e se pravci py i ps sijeéi ako i samo ako postoji ravnina koja sadrzi oba pravca.
Drugim rije¢ima, u ovom slucaju pravci p1 i po se sijeku jedino ako su komplanarni.

Pravac py prolazi tockom Ti(a,2,0) i ima vektor smjera s = (4,3,1) pa je
r1=a,y1=2, 21=0, ay =4, 1 =3, 1 =1.
Pravac py prolazi tockom Th(—3, —a, —1) i ima vektor smjera 5o = (—1,5,1) pa je
To=—-3, yo=—a, zo=—1, ap =—1, Bo =5, o =1.
Primijenimo li uvjet komplanarnosti na pravce p; i ps

T2 —T1 Y2— Y1 22— 21
aq B1 m | =0
Qs B2 Yo

dobivamo



iz ¢ega slijedi da mora biti 7a — 7 =0, tj. a = 1. Zakljucujemo da se pravci p; i p2 sijeku jedino za
a =1. U tom slucaju pravci p; i ps imaju jednadzbe
z—1 y—2 =z z+3 y+1 241

pLo.—m =g = P ==

Odredimo sada jo$ jednadzbu ravnine 7 koja sadrzi pravce py i ps.

T
b1

Kako ravnina 7 sadrzi oba pravca p; i po, tada sadrzi i sve njihove tocke. Specijalno, mozemo uzeti,
npr. da ravnina 7 prolazi istaknutom tockom 7} u jednadzbi pravca p;. To je tocka Ti(1,2,0).
Naravno, mogli smo odabrati bilo koju drugu tocku na pravcu p; ili pak bilo koju tocku na pravcu
p2. Nadalje, vektori smjerova §3 = (4,3,1) i 5o = (—1,5,1) pravaca p; i py nisu kolinearni pa

razapinju ravninu 7. Stoga za normalu ravnine m mozemo uzeti vektor

ik
ﬁw = §1 X Sp =14 3 1| = (—2,—5,23).
-1 5 1

Konacno, ravnina 7 prolazi tockom 77(1,2,0) i ima normalu 7, = (-2, —5,23) pa dobivamo
Az —x0) + B(y — yo) + C(z — 20) =0
—2(z—1) = 5(y — 2) +23(z — 0) = 0
—2z -5y +232+12=0

Dakle, ravnina 7 ima jednadzbu —2x — 5y + 23z + 12 = 0.

Pramen ravnina u prostoru. Pramen ravnina u prostoru je skup svih ravnina prostora koje
prolaze zadanim pravcem p kojeg zovemo os pramena. Pramen ravnina se moze zadati pomocu osi
pramena ili pak s dvije ravnine pramena ¢iji je presjek pravac p. Ako je pramen ravnina zadan sa

dvije ravnine

m ... A1+ Biy+Ciz+ D1 =0
Ty ... Asx + Boy + Coz 4+ Dy = 0,

onda je jednadzba bilo koje druge ravnine tog pramena linearna kombinacija jednadzbi tih dviju

ravnina, tj. jednadzba pramena u tom slucaju glasi

a(Alm + Biy + Ciz + Dl) + 5(1421' + Boy + Cyz + Dg) =0.
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U tom slucaju se svaka ravnina pramena dobiva za neki izbor «, 8 € R pri ¢emu nisu istovremeno
oba broja jednaka nuli, tj. a? 4+ 82 # 0. Pritom, za pojedinu ravninu iz pramena brojevi a, 3 € R
nisu jedinstveno odredeni. Naime, ako za odabrane brojeve «, 8 dobivamo neku ravninu iz pramena,

tada tu istu ravninu dobivamo takoder za brojeve ka, kS za svaki k € R\ {0}.

Snop ravnina u prostoru. Snop ili svezanj ravnina u prostoru je skup svih ravnina prostora
koje prolaze jednom tockom Ty (g, yo, z0) prostora. Tocku Ty zovemo vrh snopa. Jednadzba snopa

s vrhom Ty (x, Yo, z0) glasi
Al —z0) + By —yo) +C(z — %) =0, A/B,CecR, A2+ B?>+C?+£0.

Biranjem parametara A, B, C' dobivamo ravnine koje pripadaju snopu s vrhom u toc¢ki Ty. Pritom,
za svaki k € R\ {0} parametri kA, kB, kC daju istu ravninu iz snopa kao i parametri A, B, C.

Najcesée se vrh snopa zadaje kao presjek tri ravnine
m...Aix+By+Ciz+ Dy =0
... Aox + Boy + Coz + Dy =0
mg...Asx + Bsy+ Cs3z+ D3 =0

pri ¢emu je

A Bi
Ay By (s ?é 0.
As Bs Cs
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U tom slucaju je jednadzba bilo koje druge ravnine iz snopa jednaka linearnoj kombinaciji jednadzbi

tih triju ravnina, tj. jednadzba snopa tada glasi
a(Alx + By + Ciz + Dl) + B(Agx + Boy + Coz + Dg) + ’7(A3x + Bsy + Csz + D3) = 0.

Svaka ravnina iz snopa se dobiva za neki izbor «, 5,7 € R pri ¢emu nisu istovremeno sva tri broja
jednaka nuli, tj. a? + %+ v # 0. Pritom, za pojedinu ravninu iz snopa brojevi a, 8,7 € R nisu
jedinstveno odredeni. Naime, ako za odabrane brojeve «, 3, dobivamo neku ravninu iz snopa, tada

tu istu ravninu dobivamo takoder za brojeve ka, kf3, ky za svaki k € R\ {0}.

Zadatak 41.
NapiSite jednadzbu ravnine koja pripada pramenu odredenom s ravninama =z + 5y —z — 1 = 0,
22 +y — 6z + 3 = 0 i prolazi polovistem duzine AB ako je A(1,4,0) i B(5,2,—4).

Rjesenje.

Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina: pomocéu jednadzbe pramena i bez upotrebe jednadzbe pramena.
e 1. nacin: pomoc¢u jednadzbe pramena

Neka je m trazena ravnina. Jednadzba pramena odredenog s ravninama x + 5y —z —1 = 0 i
20 +y — 6243 =0 glasi

alr+by—z—1)+pR2x+y—62+3)=0.
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Kako ravnina 7 pripada tom pramenu, njezina jednadzba mora biti oblika
T...o(z+dby—z—1)+pBR2r+y—62+3)=0 (W)

za neke «, 8 € R. Nadalje, ravnina 7 mora prolaziti polovistem P duzine AB. Kako je A(1,4,0) i
B(5,2,—4), slijedi

P Ty+Tp Ygat¥yYp Z2at2p
2 ’ 2 ’ 2

p(lt5 4+2 0+ (—4)
2 7 27 2

pa je poloviste duzine AB tocka P(3,3,—2). Ravnina 7 mora prolaziti tockom P pa uvrstavanjem
koordinata tocke P u (#) dobivamo
a-3+5-3—(-2)—-1)+p-(2-3+43-6-(-2)+3)=0
19a+248 =0
Jednadzba 19« + 248 = 0 ima beskona¢no mnogo realnih rjeSenja, no nama je dovoljno jedno takvo
rjeSenje koje nije trivijalno. Na primjer, « = —24 i § = 19 je jedno takvo rjesenje. Uvrstimo li
a=-2413=19 u (#), dobivamo
—24(x+5y—2—-1)4+192x+y—624+3)=0
—24x — 120y + 242z + 24 + 387 + 19y — 1142 + 57 =0
14z — 101y — 902 +81 =0

Dakle, trazena ravnina 7 ima jednadzbu 14z — 101y — 90z 4+ 81 = 0.
e 2. nacin: bez upotrebe jednadzbe pramena

Neka je 7w trazena ravnina. Kako ravnina 7 pripada pramenu odredenom ravninama

m...e4+5y—2—1=0
my...2x +y—62+3=0,

ravnina 7 mora sadrzavati presje¢nicu ravnina 7y i mo. Neka je pravac p presjek ravnina mp i mo.

Tada je ravnina 7 zapravo ravnina koja sadrzi pravac p i prolazi polovistem P(3,3, —2) duzine AB.

—

Uzs

1o

Da bismo napisali jednadzbu ravnine 7, treba nam njezina normala i jedna tocka kojom ona prolazi.
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Tocku ve¢ imamo, to je tocka P(3,3,—2). Nadalje, za vektor smjera 5, pravca p mozemo uzeti

vektorski produkt normali ravnina 7} i o (vidi zadatak 16. na stranici 15).
iJ

Sp=1(1,5,-1) x (2,1,-6) = |1 5 —1|=(-29,4,-9)
2 1

Neku tocku Tp na pravcu p mozemo dobiti tako da odredimo jedno rjeSenje sustava

r+dby—z—1=0
2r+y—62+3=0

Ako uzmemo, npr. y = 0, dobivamo

r—2—1=0
20 —62+3=0
iz Cega slijedi x = %, z = %. Dakle, jedna tocka na pravcu p je tocka To(%,O, %) Ravnina 7 je u

tom slucaju razapeta s vektorima 5, i To P (vidi gornju sliku).
> o 9 5 3 13
ToP =7, — 7y =(3,3,-2) = (1,0, 1) = (1,3, - %),
Mozemo uzeti da je ravnina 7 razapeta s vektorima 3}, i 47Ty P pa za normalu ravnine m mozemo

. — ———
uzeti vektor s, x 4Ty P.

ik
fip =8, xATyP = |-29 4 —9|=(56,—404, —360)
3 12 —13

Konaé¢no, ravnina 7 je ravnina koja prolazi tockom P(3,3,—2) i ima normalu 7, = (56, —404, —360)

pa dobivamo

Az —20) + B(y —yo) + C(2 — 20) =0
56(z — 3) — 404(y — 3) — 360(z — (—2)) = 0
56x — 404y — 360z 4+ 324 =0 /:4
14z — 101y — 902 +81 =0

Dakle, trazena ravnina 7 ima jednadzbu 14z — 101y — 90z 4+ 81 = 0.

Napomena. Uocite da je u prethodnom zadatku prvi nacin rjeSavanja pomocéu jednadzbe pramena
puno jednostavniji i elegantniji od drugog nacina rjeSavanja u kojemu se ne koristi jednadzba pra-
mena. Opéenito, svaki se zadatak u vezi s pramenom ravnina moze rijesiti bez koristenja jednadzbe
pramena tako da se pronadu parametarske jednazbe pravca koji je zadan kao presjek dviju ravnina iz
pramena. Nakon toga se dalje taj pravac na pogodni nac¢in iskoristiti za dobivanje trazenog rjesenja
u zadatku. Medutim, svi zadaci ovog tipa se puno elegantnije i jednostavnije rjeSavaju pomocu
jednadzbe pramena ravnina. U prethodnom zadatku su pokazana oba nacina rjesavanja kako biste
mogli usporediti koji je od njih jednostavniji. U ostalim zadacima ovog tipa uvijek ¢emo koristiti

jednadzbu pramena, a vi ih za vjezbu mozete rijesiti i bez koristenja jednadzbe pramena ravnina.
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Zadatak 42.
Napisite jednadzbu ravnine koja pripada pramenu odredenom ravninama 7y ...5x+11y—72z4+4 =0

img... 4 —y+ 8z — 12 = 0 i okomita je na ravninu 7...2x — 4y + 3z — 8 = 0.

Rjesenje.

Neka je X trazena ravnina. Jednadzba pramena odredenog s ravninama 71 i mo glasi
abr + 11y — 7z +4) + f(4r —y + 82 — 12) = 0.
Kako ravnina ¥ pripada tom pramenu, njezina jednadzba mora biti oblika
Y..o.abr+1ly—T24+4)+[4r —y+82—-12) =0
za neke «, § € R. Nakon grupiranja uz z,y, z dobivamo
Y...ba+4f)x + (1la— B)y + (—Ta+88)z + (4o — 123) = 0. ()

Kako ravnina > mora biti okomita na ravninu m, tada je skalarni produkt njihovih normali jednak
0, tj. iy, - iz = 0. Zbog 7y, = (ba + 45, 11ac — B, —Ta + 85) i i = (2, —4, 3) slijedi

fiy iy =0
(5a+48,11a — B, =T+ 88) - (2, —4,3) = 0
(5a+48) -2+ (1la — B) - (—4) + (—Ta +88) -3 =0

—55a 4 363 = 0

Jednadzba —55a 4+ 368 = 0 ima beskona¢no mnogo realnih rjesenja, no nama je dovoljno jedno
takvo rjesenje koje nije trivijalno. Na primjer, a = 36 i 8 = 55 je jedno takvo rjeSenje. Uvrstimo li
a =361 =055u (&), dobivamo

(5-36+4-55)z+ (11-36 —55)y + (=736 +8-55)z + (4- 36 — 12 - 55) = 0
400z + 341y + 1882 — 516 = 0

Dakle, ravnina 3 ima jednadzbu 400x + 341y + 188z — 516 = 0.

Zadatak 43.
Ispitajte da li ravnine 20 —y+32—-5=0,x+y—24+1=01i3x+ 2y — 4z — 3 = 0 pripadaju istom

pramenu.

Rjesenje.

Prve dvije ravnine odreduju pramen koji ima jednadzbu
al2r —y+3z—-5)+px+y—2z+1)=0.
Treca ravnina pripada tom pramenu ako i samo ako postoje «, 5 € R tako da vrijedi

3r+2y—42—-3=aRr—y+32-5)+px+y—z+1).
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Ako desnu stranu grupiramo po z, y i z dobivamo
3r4+2y—42—-3=2a+ )z + (—a+ By + (3a — B)z + (=ba+ B). (%)

Kako (%) mora vrijediti za svaki izbor z,y, z € R, mora biti

20+ (=3
—a+p=2
3a—f=—-4
—Sa+ 3 =-3
RjeSavanjem prve dvije jednadzbe
204+ =3
—a+ =2

dobivamo o = %, 8= % Medutim, dobiveno rjeSenje ne zadovoljava preostale dvije jednadzbe pa

zaklju¢ujemo da zadane tri ravnine ne pripadaju istom pramenu.

Zadatak 44.
Odredite jednadzbu ravnine koja prolazi tockama A(3,1,—2), B(0,7,2) i pripada snopu ravnina koji
je zadan s ravninama 3z — 5y + 8z =2, 6y —2z+3=0ix —4y =5.

Rjesenje.

Zadatak ¢emo rijesiti na dva nac¢ina: pomocu jednadzbe snopa i bez koriStenja jednadzbe snopa.
e 1. nacin: pomoc¢u jednadzbe snopa

Jednadzba snopa zadanog s ravninama 3x — by + 82z =2, 6y — 22 +3 =01z — 4y = 5 glasi
a3z — b5y 4+ 82 —2) 4+ B(6y — 22+ 3) + y(x — 4y — 5) = 0.

Neka je m trazena ravnina. Kako ona mora pripadati zadanom snopu, njezina jednadzba mora biti
oblika
m...aB3x —by +82z—2)+ 6y —22+3)+y(x —4y —5) =0 Q)

za neke «, 3,7 € R. Tocke A(3,1,—2) i B(0,7,2) moraju pripadati ravnini 7 pa uvrStavanjem

njihovih koordinata u (©) dobivamo

14+ 138 — 67 =0
—2la+ 418 —33y =0

Dobiveni homogeni sustav linearni jednadzbi ima beskona¢no mnogo realnih rjeSenja, no nama je

dovoljno jedno njegovo netrivijalno rjeSenje. Ako uzmemo, npr. « = 1, dalje imamo

138 — 6y = 14
418 — 33y = 21
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§to nam daje 8 = % iy = 183 Sada uvrstimo aa =1, § = % v = % u (V) pa imamo
1-(3z—5y+82—2)+ 2. (6y —2:+3)+3U . (z—4y—5)=0.
Nakon mnozenja posljednje jednakosti sa 183 i sredivanja dobivamo
850x — 103y + 792z — 863 = 0.
Dakle, ravnina 7 ima jednadzbu 850z — 103y + 792z — 863 = 0.
e 2. nacin: bez upotrebe jednadzbe snopa
Neka je 7w trazena ravnina. Kako ravnina 7 mora pripadati snopu odredenom ravninama

3r —by+82=2, 6y—224+3=0, z—4y=>5

zaklju¢ujemo da mora prolaziti vrhom S snopa. Tocku S dobijemo kao presjek triju zadanih ravnina,

§to znaci da moramo rijesiti sustav linearnih jednadzbi

3r —Hy +8z =2

b6y — 2z = —3.
z—4y =5
Cramerovim pravilom dobivamo
-5 8 2 -5 8
D=0 6 -2/=-62, Di;=|-3 6 —2|=-110
1 -4 0 5 —4 0
3 2 8 3 -5 2
Dy = -3 —2| =50, D3=10 6 -3/ =57
5 0 1 -4 5
pa je
Dy —110 55 Dy 50 25 Dy 57 57
TD T e 310 YTD 62 831" °T D —62 62
Dakle, ravnina m mora prolaziti tockom S (3—1, —%—?, ——) U zadatku je zadano da ravnina 7 takoder
mora prolaziti tockama A(3,1,—2) i B(0,7,2). Sada ravninu 7 mozemo odrediti kao ravninu kroz tri
25

nekolinearne tocke A(3,1,—-2), B(0,7,2) i S(ﬁ, -3 ——) Mozemo koristiti gotovu formulu ili pak

traziti normalu te ravnine (pogledajte zadatak 4. na stranici 5). Ovdje ¢emo, malo za promjenu,

iskoristiti gotovu formulu.

T—X, Y=Y, Z—Z, r—3 y—1 z+2

_ _ 425 103 396 _ 863
Ty =Ty Yp —Ya Zp —Za|=| =3 6 4 | =312 @Y T3 6
38 56 67
Tg =Ty Ys —Ya 25— 24 31 31 62
Stoga ravnina 7 ima jednadzbu %2153: — 16023y + 3962 — % 0, odnosno nakon mnozenja sa 62

dobivamo 850x — 103y + 792z — 863 = 0.
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