Funkcije vise varijabli

— primjeri rijeSenih zadataka —

Zadatak 1.
Izracunajte vrijednost funkcije f(z,y) = zy + £ u tocki (%, 5).
Rjesenje.

U ovom slucaju je x = % iy =>5. Stoga je

Zadatak 2.
28 + 32ty? + 322yt + o8
100 — 22 — 32

Izracunajte vrijednost funkcije z = u tockama kruznice 22 + % = 196.

Rjesenje.
Koristeéi formulu (a + b)% = a3 + 3a%b + 3ab? + b dobivamo

2%+ 3aty? + 322yt + 45 (2?4 y?)P
100 — 22 — y2 © 100 — (22 +42)°

Stoga je vrijednost promatrane funkcije u bilo kojoj to¢ki kruznice 2 + y? = 196 jednaka

L 196 196° 235298
- 100—196 96 3

Zakljuéujemo da je zadana funkcija konstantna na kruznici z2 + y? = 196.

Domena funkcije. Domena ili podruéje definicije realne funkcije z = f(z,y) dvije realne varijable

je podskup od R? koji je sastavljen od svih to¢aka (z,y) za koje se moze odrediti realni broj f(z,y).

Zadatak 3.
Odredite domenu funkcije z = /64 — 422 — 9y2.
Rjesenje.

U domeni zadane funkcije su sve tocke (x,y) za koje je izraz pod korijenom vedi ili jednak od nule.

64 — 422 —9y2 >0

2 2
xi_‘_yi\l
16 %4

Zaklju¢ujemo da su u domeni zadane funkcije sve tocke koje se nalaze unutar elipse % + Zfiz =1
9

uklju¢ujuéi i tocke na toj elipsi.



Zadatak 4.
Odredite domenu funkcije z = In (222 + 5y).

Rjesenje.
U domeni su sve tocke (z,y) za koje je izraz pod logaritmom veéi od nule.
222+ 5y >0
5y > —2x?
Yy > —%x2
Zaklju¢ujemo da su u domeni zadane funkcije sve tocke koje se nalaze izvan parabole y = —%xz ne

uklju¢ujuéi tocke na toj paraboli jer mora vrijediti stroga nejednakost.

/ -4 \

Zadatak 5.

1
Odredite domenu funkcije z =

y—vz
Rjesenje.
Kako se varijabla z nalazi pod drugim korijenom, mora biti > 0. Nadalje, kako se izraz y — /=

nalazi pod drugim korijenom, mora biti y — /= > 0. Medutim, izraz y — \/x se nalazi i u nazivniku



pa mora biti y — v/z # 0. Iz toga zaklju¢ujemo da mora biti y — v/ > 01y — /z # 0, §to kratko
mozemo zapisati kao y — /z > 0. Konacno, u domeni zadane funkcije su sve tocke (x,y) za koje
vrijedi x > 01y > /x.

O
O

To su tocke koje se nalaze u prvom kvadrantu iznad krivulje y = 1/ pri ¢emu tocke na toj krivulji
nisu u domeni (zbog stroge nejednakosti y > /x ), a tocke na pozitivnom dijelu y-osi jesu u domeni
jer x > 0 uklju¢uje da smije biti i z = 0. Uocite da toc¢ka (0,0) nije u domeni zadane funkcije, sto

je na slici naglaseno pomocéu ”praznog kruziéa”.

Zadatak 6.
Odredite domenu funkcije z(z,y) = /(22 + y2 — a2)(2a% — 22 — y2) ako je a > 0 proizvoljna kons-

tanta.

Rjesenje.
U domeni zadane funkcije su sve tocke (z,y) za koje vrijedi (x2 + 9% — a2) (2@2 T y2) > 0.

Produkt dva broja je veéi od nule ako su oba broja istog predznaka. Stoga razlikujemo dva slucaja.

() 22 +y?2—a?>>201i2a> —22—y? >0
Iz ovih uvjeta dobivamo z2 + y? > a? i 22 + 32 < 2a?, a ove nejednadzbe predstavljaju kruzni

vijenac omeden kruznicama sa sredistima u ishodistu polumjera a i av/2.

(i) 22+ 92 —a?<01i2a®—22—-9y2 <0
Iz ovih uvjeta dobivamo 22 4 y? < a? i 22 +y? > 2a?, a ovaj sustav nejednadzbi ne zadovoljava
niti jedna tocka u ravnini. Naime, kada bi postojala takva tocka, tada bi ona morala biti
unutar manje kruznice polumjera a sa sredisStem u ishodistu, a izvan veée kruznice polumjera
ay/2 sa srediStem u ishodistu. Jasno je da je to nemoguce pa u ovom slucaju kao rjesenje

dobivamo prazan skup.

Konaéno, unijom prvog i drugog sluc¢aja dobivamo kruzni vijenac (kruzni vijenac U () = kruzni vijenac).



Napomena. Ukoliko trebamo u ravnini nacrtati skup tocaka koji zadovoljava neku nejednadzbu,
tada to radimo na sljedeé¢i nac¢in. Najprije na promatranu nejednadzbu gledamo kao na jednakost
jer u tom slucaju ta jednakost predstavlja neku krivulju u ravnini. Nacrtamo najprije tu krivulju.
Ako se radi o strogoj nejednakosti, tj. u nejednakosti su znakovi < ili >, krivulju crtamo crtkanom
linijom kako bismo naglasili da toc¢ke na toj krivulji ne zadovoljavaju promatranu nejednakost. Ako
pak se ne radi o strogoj nejednakosti, tj. u nejednakosti su znakovi < ili >, krivulju crtamo punom
linijom kako bismo naglasili da tocke na toj krivulji zadovoljavaju promatranu nejednakost. Svaka
krivulja u ravnini dijeli ravninu na dva dijela (ovo nije bas najto¢nije rec¢eno, ali je intuitivno jasno
iz gornjih zadataka sto se zeli reéi) pa se preostala rjeSenja promatrane nejednadzbe nalaze na
jednoj od tih dviju strana, tj. sve tocke na jednoj od tih dviju strana zadovoljavaju promatranu
nejednadzbu. Da bismo otkrili o kojoj se strani radi, uzmemo bilo koju unutarnju tocku u nekoj
od tih dviju strana i provjerimo da li njezine koordinate zadovoljavaju promatranu nejednakost.
Ukoliko ju zadovoljavaju, tada smo odabrali pravu stranu, a ukoliko ju ne zadovoljavaju, tada je
rjeSenje ona druga strana kojoj ta tocka ne pripada.

Ako istovremeno mora biti zadovoljeno vise nejednadzbi, tada crtamo skupove rjeSenja za svaku
nejednadzbu zasebno, a konacno rjesenje je presjek svih nacrtanih skupova.

Ako tokom rjesavanja nejednadzbe razlikujemo vise slu¢ajeva, tada crtamo skupove rjesenja posebno

za svaki od tih sluc¢aja, a konac¢no rjesenje je unija svih nacrtanih skupova.

Nivo-linije. Nivo-linija funkcije 2 = f(z,y) za vrijednost z = zq je skup svih tocaka (z,y) € R?
za koje je f(x,y) = z0. Specijalno, skup svih nulto¢aka funkcije f je nivo-linija za vrijednost z = 0.
Ako funkcija f nema nultocaka, tada je nivo linija za vrijednost z = 0 prazan skup. Opcenito je
nivo-linija za vrijednost z = zg neka krivulja u ravnini. Jednostavno rec¢eno, duz svake nivo-linije je
funkcija f konstantna. Dakle, kada trazimo nivo-linije funkcije z = f(z,y), zapravo trazimo krivulje

u domeni duz kojih je funkcija f konstantna.



Zadatak 7.

Odredite nivo-linije funkcije z = %
T

Rjesenje.
Domena zadane funkcije je ¢itava ravnina R? bez tocaka na y-osi. Trazimo krivulje unutar domene

zadane funkcije duz kojih je ta funkcija konstantna. Neka je C' € R proizvoljna konstanta. Tada

slijedi

z=C
Y
xQZC

y=Cz?

Dobivamo da je nivo-linija za vrijednost z = C zapravo parabola y = Cz2. U slucaju da je C = 0,
nivo-linija je pravac y = 0, tj. x-os. Dakle, ova funkcija ima neprebrojivo beskona¢no mnogo
nultocaka i sve nultocke se nalaze na x-osi. Opcenito bismo mogli reé¢i da su nivo-linije zadane
funkcije parabole y = Cx2. Medutim, kako (0,0) nije u domeni zadane funkcije, preciznije bi bilo
reéi da su nivo-linije parabole y = Cz? bez svojeg tjemena, odnosno za C' = 0 je nivo-linija z-os bez
ishodista.
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Zadatak 8.
Odredite nivo-linije funkcije z = /zy.

Rjesenje.
Kako mora biti xy > 0, slijedi da je domena zadane funkcije prvi i tre¢i kvadrant ukljucujuéi i
koordinatne osi. Trazimo krivulje unutar domene zadane funkcije duz kojih je ta funkcija konstantna.

Neka je C' € R proizvoljna pozitivna konstanta. Tada slijedi

z=C
oy =C
02
Yy=—
x



Dobivamo da je nivo-linija za vrijednost z = C zapravo hiperbola y = %2 Za C = 0 nivo-linija je
unija pravaca z = 0 i y = 0. Dakle, ova funkcija ima neprebrojivo beskona¢no mnogo nultocaka

i sve nultocke se nalaze na koordinatnim osima. Ako je C' < 0, nivo-linija za vrijednost z = C' je

prazan skup jer je promatrana funkcija nenegativna zbog drugog korijena. Opcenito bismo mogli
CQ

reci da su nivo-linije zadane funkcije hiperbole y = =-.

10
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Zadatak 9.
Odredite nivo-linije funkcije z = /2?2 + 2.

Rjesenje.
Domena zadane funkcije je ¢itava ravnina R?. Trazimo krivulje unutar domene zadane funkcije duz

kojih je ta funkcija konstantna. Neka je C' € R proizvoljna pozitivna konstanta. Tada slijedi

z=C
Vrz+y2=C
2242 =C?
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Dobivamo da je nivo-linija za vrijednost z = C' zapravo kruznica 2% 4+ y? = C2. Za C = 0 nivo-linija
je samo jedna tocka (0,0) o kojoj bismo takoder mogli razmisljati kao o kruznici polumjera 0 sa
sredistem u ishodistu. Dakle, ova funkcija ima samo jednu nultocku. Ako je C' < 0, nivo-linija
za vrijednost z = C' je prazan skup jer je promatrana funkcija nenegativna zbog drugog korijena.

Opcenito bismo mogli re¢i da su nivo-linije zadane funkcije kruznice sa sredistima u ishodistu.

Zadatak 10.
Odredite z(z,y) ako je z(z — y,x +y) = zy® + z.
Rjesenje.

Uvedemo li supstitucije

T—y=s
rTH+y=t
rjeSavanjem sustava dobivamo
s+t t—s
xTr = N =
2 YT

Iz svega navedenog slijedi

Hrx—y,x+y)=zy’+z

2
s+t t—s s+t
z(s,t) = 5 ( 5 ) + 5

s;rt_ [(t15)2+1}

z(s,t) =

Ako stavimo ponovo nove supstitucije s = x i t = y, kona¢no dobivamo

T —$2
oy = 2L {(y )

1.
2 4 +]

Gomiliste skupa. Neka je S C R2. Kazemo da je tocka (x9,%0) € R? gomiliste skupa S ako svaka

okolina tocke (xo,yo) sadrzi beskona¢no mnogo elemenata skupa S.

Heineova definicija limesa funkcije. Neka je © C R? otvoren skup, f : O — R funkcija, a
tocka (xo,yo) neko gomiliste skupa O. Kazemo da je L € R limes funkcije f u tocki (zg,yo) ako za

svaki niz tocaka ((mn, yn)) u O koji tezi tocki (xo, yo), pripadni niz realnih brojeva (f(a;n, yn))

neN neN

tezi prema broju L. U tom sluc¢aju pisSemo lim flz,y) = L.

(z,y)—(20,y0)
Cauchyjeva definicija limesa funkcije. Neka je © C R? otvoren skup, f : O — R funkcija, a
tocka (zo,yo) neko gomiliste skupa O. Kazemo da je L € R limes funkcije f u tocki (xg,yo) ako
za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za sve tocke (z,y) € O za koje je 0 < d((x,y), (x0,y0)) < 0
vrijedi ‘f(x, y) — L‘ < e. U tom sluc¢aju pisemo lim flx,y) = L.

(z,y)—(x0,y0)
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Napomena. Heineova i Cauchyjeva definicija limesa funkcije su ekvivalentne definicije. Kada
zelimo dokazati da funkcija u nekoj tocki nema limes, dovoljno je pronaéi dva razli¢ita niza koji
teze prema toj tocki, a da pritom pripadni funkcijski nizovi ne teze prema istom realnom broju.
Intuitivno o limesu funkcije mozemo razmisljati na sljedeé¢i nac¢in. Ako funkcija ima limes u nekoj
tocki, tada taj limes ne smije ovisiti o putu po kojemu se priblizavamo toj tocki. Naime, u ravnini
imamo puno slobode kretanja na sve strane tako da se nekoj tocki mozemo priblizavati po nekom
pravecu, ali isto tako i po nekoj krivulji. Kod realnih funkcija jedne varijable nismo imali toliko
slobode jer se na pravcu nekoj toc¢ki mozemo priblizavati samo po tom pravcu s lijeva na desno ili s
desna na lijevo pa nije bilo toliko problema kod rjesavanja tipi¢nih zadataka vezanih uz limese takvih
funkcija. Kod realnih funkcija dvije varijable problemi su puno veéi, a Heineova definicija upravo
govori da limesi takvih funkcija ne smiju ovisiti o putu po kojemu se priblizavamo promatranoj
tocki. Stoga, ako uspijemo pronaéi dva razli¢ita puta po kojima se funkcija razli¢ito ponasa kada se

duz njih priblizavamo promatranoj tocki, tada ta funkcija u promatranoj tocki nema limes.

Pogledajmo na nekoliko konkretnih primjera kakve se sve ¢udne stvari mogu dogoditi kod realnih

funkcija dvije realne varijable.

Zadatak 11.
22 — 2

QOdredite ako postoji lim ——=.
POSEO) (2,)—(0,0) 22 + 2

Rjesenje.

Ako u zadani razlomak uvrstimo z = 0 i y = 0 dobivamo %, §to je neodredeni oblik. Dakle, u ovom
slu¢aju ne mozemo limes odrediti direktnim uvrstavanjem vrijednosti pojedinih varijabli. Ideja je
da pronademo dva razlicita puta po kojima se zadana funkcija razli¢ito ponaSa kada se duz njih

priblizavamo tocki (0, 0).

y y
2 1 2 1
y=0 z=0
14 1
: : > | : : : T : :
-3 -2 1 1 2 7 3 2 1 A 1 2 °
4 -1
94 94
i3 =4 i3 =4

Priblizavamo 1i se tocki (0,0) po pravcu y = 0, tada dobivamo

. x?—0? . 2 .
lim ——=1lim—=1lim1=1.
z—0 12 -+ 02 z—0 12 z—0

Priblizavamo i se tocki (0,0) po pravcu z = 0, tada dobivamo
02 — 12 2

lim = lim —L = lim -1 = —1.
y—00%2 + 42 y—0 y? y—0

8



Ako se priblizavamo tocki (0,0) po pravcu y = 0, tada se zadana funkcija priblizava broju 1. Ako
pak se priblizavamo tocki (0,0) po pravcu x = 0, tada se zadana funkcija priblizava broju —1.
Dakle, pronasli smo dva razli¢ita puta po kojima se funkcija razli¢ito ponasa kada se duz tih putova
priblizavamo tocki (0,0) pa zaklju¢ujemo da zadani limes ne postoji. Ovo ¢udno ponasanje funkcije

u okolini tocke (0,0) mozemo uo¢iti i na njezinom grafu.

Zadatak 12.

Odredite ako postoji  lim .
(@,y)—(0,0) T + 2y

Rjesenje.

Ako u zadani razlomak uvrstimo z = 0 i1 y = 0 dobivamo 8, §to je neodredeni oblik. Dakle, u ovom
slucaju ne mozemo limes odrediti direktnim uvrStavanjem vrijednosti pojedinih varijabli. Ideja je
da pronademo dva razli¢ita puta po kojima se zadana funkcija razli¢ito ponaSa kada se duz njih

priblizavamo tocki (0, 0).

y y
9 + 9 +
1+ 1+
f f f } (O e— >
1 2 7 —3 -2 -1 1 2 7
14
94
34




Priblizavamo 1i se tocki (0,0) po pravcu y = x, tada dobivamo

I x e $_1_ 1_1

Priblizavamo 1i se tocki (0,0) po pravcu y = 0, tada dobivamo
im — = lim © = lim 1 = 1.
z=0x+2-0 =z=0x 2—0

Dakle, pronagli smo dva razli¢ita puta po kojima se funkcija razli¢ito ponasa kada se duz tih putova

priblizavamo tocki (0, 0) pa zaklju¢ujemo da zadani limes ne postoji. Uocite da zadana funkcija nije

definirana na pravcu x + 2y = 0.

Zadatak 13.

Odredite ak toji i T 9 L 8"
redite ako posto]i (m,y)li)I%O,O) (y — 332)2 + 8

X

Rjesenje.

Ako u zadani razlomak uvrstimo x = 0 i y = 0 dobivamo %, Sto je neodredeni oblik. Dakle, u ovom
slu¢aju ne mozemo limes odrediti direktnim uvrstavanjem vrijednosti pojedinih varijabli. Ideja je
da opet pronademo dva razliita puta po kojima se zadana funkcija razli¢ito ponaSa kada se duz

njih priblizavamo tocki (0, 0).

Priblizavamo i se tocki (0,0) po pravcu z = 0, tada dobivamo

0° 0
im——————— = 1lim — = 1i = 0.
yl—r>% (y — 02)2 + 08 yli% y2 yl—r>%0 0

Priblizavamo 1i se tocki (0,0) po nekom pravcu y = kz, tada dobivamo

5 5 3

x x x
i =1 =1 =
250 (kx — 22)% + 28 Py k2x2 — 2kx3 4+ ot + 28 Py k2 — 2kx 4+ 22 + 26

s k#0 0, k#0
= . 3 = f—
fmofm, k=0 | lmg k=0
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2 T 94
z=0 y = kx
1 1 1 4
3 9 1 A 1 9 F -3 -2 1 1 2 7
_1 14
_9o 4 94
34 34

Dakle, po kojem god da se pravcu priblizavamo tocki (0,0), zadana funkcija se uvijek priblizava
broju 0. Medutim, jo$S uvijek ne mozemo tvrditi da je zadani limes jednak 0, iako se funkcija
jednako ponasa duz beskona¢no mnogo putova kada se po njima priblizavamo tocki (0,0). Problem
je u tome §to nismo to ponasanje provjerili na svim moguéim putovima kroz tocku (0,0). Naime,

ako bismo se tocki (0,0) priblizavali po paraboli y = 22, tada bismo imali

Y
2 4
2
=z
L y
3 -2 -1 1 o2 7
14
924
-3 +
5 5
T T 1
li = lim — = lim — = £+o0.
xg% (:L'2 — .1‘2)2 + 8 zg% x8 x% 3 o0
25
Iz svega navedenog zaklju¢ujemo da ipak ne postoji lim ————— iako se funkcija jed-

(2.9)>(00) (y — 22)2 + 28’
nako ponasa po svim pravcima kroz (0,0), ali se ne ponasa jednako tako i na paraboli y = z2.
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Pogledajmo nekoliko primjera ra¢unanja limesa u slucaju da limes postoji. U takvim zadacima se
trebamo koristiti svojstvima limesa, tabli¢nim limesima i raznim trikovima. U sljede¢im zadacima

navodimo nekoliko takvih jednostavnijih trikova.

Zadatak 14. )
sin zy

Odredite ako postoji ~ lim )
(zy)—(02) T

Rjesenje.
Ako u zadani razlomak uvrstimo x = 0 i y = 2 dobivamo %, §to je neodredeni oblik. Dakle, u

ovom slucaju ne mozemo limes odrediti direktnim uvrStavanjem vrijednosti pojedinih varijabli. U

sinu

ovom slucaju koristit ¢emo jedan poznati tablicni limes lim 7 = 1 i svojstvo da je limes produkta

u—0
jednak produktu limesa. Stoga dobivamo

. sin xy . sin xy . sin zy .
lim = lim -y )= lim - lim y=1-2=2.
(z,y)—(0,2) X (z,y)—(0,2) (z,y)—(02) xY  (z,y)—(0,2)

Ty

Zadatak 15.
Odredite ako postoji lim %
(z,y)—(00,00) T2 + Y
Rjesenje.
Prelazimo na polarne koordinate, tj. uvodimo supstituciju = rcosp, y = rsingp. Ako (z,y) —

(00, 0), tada je jasno da mora r — oo. Stoga imamo

Tty ) r(cos ¢ + sin p) . Cosp+sinp
= lim 5~ = lim ——— =0

sp) 7—00 T

im
(@,y)—=(00,00) T2 + Y2 r—oo r2(cos? ¢ + sin

w jako mali broj kada r — oo. Uocite na slici da se

funkcija ”¢udno” ponasa u okolini tocke (0,0) i za vjezbu dokazite da ne postoji  lim 2ty
(2,9)—(0,0) T Y

jer je =2 < cosp +sinp < 2 pa je

12



Zadatak 16.

Odredite ako postoji (fmygigiﬁ,o) ($2 + yz) sin ;le

Rjesenje.
Kako 22 + y? — 0 kada (z,y) — (0,0), tada iz

1
sin’ <x2+y2
0

1

(& 42 sin | = (a4 7)
zy

slijedi da je (:U2 + y2) sin 1y jako mali broj kada (z,y) — (0,0). Stoga je

T

1
lim 22 4+ y?) sin — = 0.
(z,9)—(0,0) ( Y ) Ty

Neprekidna funkcija. Neka je O C R? otvoren skup, a tocka (zg,10) neko gomiliste skupa O
u kojemu je funkcija f definirana. Kazemo da je funkcija f neprekidna u tocki (zg,yo) ako vrijedi

lim f(z,y) = f(z0,y0). O neprekidnosti funkcije f u tocki (xo,yo) ima smisla govoriti jedino
(m)y)ﬁ(z():yo)

ako je funkcija f definirana u tocki (zg,yo) i nekoj okolini te tocke. O limesu funkcije f u tocki
(z0,y0) ima smisla govoriti jedino ako je funkcija f definirana u nekoj okolini tocke (zg, o), ali ne
mora biti nuzno definirana i u tocki (zg, yo). Intuitivno mozemo reéi da je funkcija f neprekidna u

tocki (zo,yo) ako je vrijednost funkcije f u toj tocki jednaka njezinom limesu u toj tocki.
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Zadatak 17.

Odredite ako postoji lim Ty .
(,y)—(2,-3) 22 + y?

Rjesenje.

T+y
332+y2
vrijednosti funkcije u toj tocki, tj.

Kako je funkcija f(x,y) = neprekidna u tocki (2, —3), tada je njezin limes u toj tocki jednak

T4y 2+ (-3) -1

li — i
wyo2-8 22 +1y2 2+ (-3)° 13

Zadatak 18.
Zadana je funkcija f: R? = R s

Fley) = xfiffy% ako je (z,y) # (0,0)
’ 0, akoje (z,y) =(0,0)

Ispitajte da li je funkcija f neprekidna u tocki (0,0).

Rjesenje.
Funkcija f je neprekidna u tocki (0,0) ako i samo ako je ( %IH% )f(x,y) = f(0,0), tj. ako je
z,y)—(0,0

lim = 0. Stoga trebamo izrac¢unati  lim 4. Ako je taj limes jednak 0, funkcija
(2,9)—(0,0) (@.y)—(0,0) T Y

f je neprekidna u (0,0), a u protivnom ¢ée f imati prekid u (0,0). Priblizavamo li se tocki (0,0) po

Yy
x2+y2

pravcu y = 0, tada dobivamo

. x-0 . .
e e T 0T
Ako pak se tocki (0,0) priblizavamo po pravcu y = x, dobivamo

. XX . x? 1 1
lim —— = lim — = lim - = —.
=022 + 22 250222 2202 2
Dakle, pronasli smo dva razli¢ita puta po kojima se funkcija razli¢ito ponasa kada se duz tih putova
priblizavamo tocki (0,0) pa zaklju¢ujemo da  lim  —".5 ne postoji. Stoga funkcija f ima prekid

(2,9)—=(0,0) Y

u toeki (0,0). Stovise, kako ( %nn( )% ne postoji, nemogudée je funkciju f predefinirati u tocki
z,y)—(0,0

(0,0) tako da ona bude neprekidna u toj tocki. U ovom slu¢aju kazemo da funkcija f u tocki (0, 0)

ima neuklonjiv prekid.

14



Zadatak 19.

Zadana je funkcija g : R? = R s

(z.4) (:1:2 + yz) sin @, ako je (x,y) # (0,0)

g\r,y) = .
5, ako je (z,9) = (0,0)

Ispitajte da li je funkcija g neprekidna u tocki (0, 0).

Rjesenje.
Funkcija g je neprekidna u tocki (0,0) ako i samo ako je  lim g(x,y) = ¢(0,0), tj. ako je
(z,9)—(0,0)
lim 22 4+ y?) sin s+ = 5. Stoga trebamo izracunati  lim 22 4 %) sin —1—. Ako je
umamm( v)sin ® ’ uMamm( v')sin iy :

taj limes jednak 5, funkcija ¢ je neprekidna u (0,0), a u protivnom ée g imati prekid u (0,0). Kako
22 +y? = 0 kada (z,y) — (0,0), tada iz

= (1‘2 + y2) sin < a2+

. 1
(xz + y2) Sin m

x2 + y?

slijedi da je (552 + y2) sin ﬁg jako mali broj kada (z,y) — (0,0). Stoga je
1

lim 22 +y?)sin —— =0
(awamm( v) x? 4y
Promatrani limes postoji, ali on nije jednak vrijednosti funkcije g u tocki (0,0) pa funkcija g

ima prekid u tocki (0,0). Medutim, kako postoji lim (£C2 + y2) sin ;irg, mozemo funkciju
(z,y)—(0,0) Y

g predefinirati u tocki (0,0) tako da ona postane neprekidna u (0,0). Trebamo staviti da je g(0,0)
jednako vrijednosti promatranog limesa, tj. da je g(0,0) = 0 pa funkcija g postaje neprekidna u

tocki (0,0). U ovom sluc¢aju kazemo da funkeija g u tocki (0,0) ima uklonjiv prekid.
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Napomena. Limes lim f(z,y) je takozvani visestruki limes i on se razlikuje od takozvanih
(z,y)—(z0,y0)

uzastopnih limesa lim lim f(z,y)i lim lim f(z,y). Navedena tri limesa nemaju opéenito nikakve
T—T0o Y—Yo Y—Yo T—T0

veze jedan s drugim u smislu da oni ne moraju biti medusobno jednaki, niti pak postojanje nekog

od njih ne povlaéi postojanje preostala dva limesa. Dakle, opéenito je

lim  f(z,y) # lim lim f(z,v)

(z,y)—(z0,y0) T—T0 Y—Yo
lim x, lim lim f(=z,
(z,y)—=(xo,y0) fay) # Y—rYo TTo f(@.y)
li li li li
Aim lim f (z,y) # Jim lm f (z,9)
Zadatak 20.
Neka je f : R%2\{(0,0)} — R zadanas f(z,y) = #yig Dokazite da ne postoji ~ lim  f(z,y)
z2y?+(z—y) (,)—(0,0)
iako je lim hm f(z,y) = lim hm f(z,y) =0.
z—0 y—0x
Rjesenje.

Uvjerimo se najprije da su oba uzastopna limesa jednaka 0.

222 ' 22 .02 _
glﬁlg[l)ignf(x v) _:llg(l)gl/lg(l)m 2y2 + (z — y)? :i%$2,02+(m_0)2 :glcli%ﬁ:ig%oz
2,2 2,2
Bl 0) = iy, s = i g i =l 0=
Dokazimo da ne postoji ~ lim  f(z,y). Ako se tocki (0,0) priblizavamo po pravcu x = 0, tada
dobivamo e s o
i 0"y = lim =1lim0=

Ako pak se tocki (0,0) priblizavamo po pravcu y = x, dobivamo

x? - x? xt .
lim 55 5 = lim 4—hm1:1.
z—0 x4 - x° + (.%' — 1‘) z—0 T z—0

Dakle, pronasli smo dva razli¢ita puta po kojima se funkcija razli¢ito ponasa kada se duz tih putova

priblizavamo tocki (0,0) pa zaklju¢ujemo da ne postoji ~ lim  f(z,y).
(z,9)—(0,0)

Parcijalne derivacije realne funkcije dvije realne varijable. Neka je z = f(x,y) realna
funkcija dvije realne varijable i neka je f definirana na nekoj okolini tocke (x,y0). Parcijalna

derivacija funkcije f po varijabli x u tocki (xg,yo) je

g(x vo) = lim f(@o + A, yo) — f(o,y0)
oz 7Y T Arso Az ’
a parcijalna derivacija funkcije f po varijabli y u to¢ki (zg,yo) je
of . f(@o,y0 + Ay) — f(z0,¥0)
—= =1 :
ay (z0,Y0) Aﬁo Ay

Umjesto oznaka % i % cesto ¢emo koristiti i oznake f; i f,. Kazemo da je funkcija f derivabilna
u tocki (zg,yo) ako u toj tocki postoje obje parcijalne derivacije, tj. postoje brojevi fi(xo,y0) i
fy(x0, o).
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Napomena. Ako funkciju z = f(z,y) parcijalno deriviramo po varijabli x, tada na varijablu y
gledamo kao na konstantu i pritom koristimo poznata pravila za deriviranje realnih funkcija jedne
realne varijable. Drugim rijecima, %(y) =0i a% (¢(y)) = 0 pri ¢emu je ¢ proizvoljna derivabilna
funkcija jedne realne varijable y.

Isto tako, ako funkciju z = f(x,y) parcijalno deriviramo po varijabli y, tada na varijablu x gledamo
kao na konstantu i pritom koristimo poznata pravila za deriviranje realnih funkcija jedne realne
varijable. Drugim rije¢ima, a%(x) =01 8% (¢(x)) = 0 pri ¢emu je v proizvoljna derivabilna funkcija
jedne realne varijable x.

Zadatak 21.
Odredite parcijalne derivacije sljedeé¢ih funkcija:

a) f(x,y) = 22 + 42 b)z=14 c)z:ln(tgi)

x sin £

d) z T e)z=¢e yz=u=x

g) z = arcsin ii;g;
Rjesenje.

9 (9 9 (9 9/ 9 9 /9
a) folw,y) = 5 (27) + 5-(v°) =204+ 0=22,  fy(w,y) = @(x ) +8fy(y )=0+2y=2y
0 1y 0 1 0 (1 J , _9 Yy

b zg= — (L) = —(y-=)=y-— (=) = — _ __J

)z Ox (af) oz \V m) V' or (:c) V' oz (#7) =y (=) z?

1 1 9 (x\ 1
CtgZ cos?Z Ox \y _ysin%cos%

1 0 AR 1 1 o (z\ —x
Ctgf Oy gy _tg% cos?2Z 9y \y _y2sin§cos%

ox /22 + 12 m2+y22
2 2 1 L0 ()2 2 2 2 1
AV 896(9”“’):“”*9 wer? Ty
z? + y? z? +y? (22 +y2)2
9 . 2 (@) Valt - a%(/x2+92)
2y = — = =
Y oy /22 + 42 x2+y22
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8
8

(esm%) = efing . 2 (sin Q) — ¥ s 2 (Q) =Y sind s
0 T Or \z x2 x

0

Ay

0
ox
oy wy 0 -
Zy = — (esmg> —Sing . 2 (sin Q) —Sing -cosg .
oy 0y x

f) Ako deriviramo parcijalno po varijabli x, tada na varijablu y gledamo kao na konstantu. U tom
sluc¢aju je u izrazu x¥ eksponent konstantan pa kod parcijalnog deriviranja po varijabli  koristimo
formulu (2")" = nz"~'. Dobivamo

o (a¥) = ya¥

ox

Ako deriviramo parcijalno po varijabli y, tada na varijablu z gledamo kao na konstantu. U tom

slucaju je u izrazu x¥ baza konstantna, tj. radi se o eksponencijalnoj funkciji, pa kod parcijalnog

Zy =

deriviranja po varijabli y koristimo formulu (a*)’ = a® Ina. Dobivamo

9]
2y = ay (z¥) =aYInx.
) 0 . [x? =2 1 0 22 — 32
Zg=— larcsing/ 55— | = ———  — | /55— | =
8 % = Bz x? 4+ y? 1_ o=y’ Ox 22 4 y?
332“1‘:1/2
_ 1 1 ( ) %L‘“ry VR 2 (@4 yP) — (2 —yP) 2
- 22 2_,2 2 4y 2 2 2 _ .2 22 + 42)2 -
Vate a/mm & ey SR
gy day® 20y? _ e y/27 _
220222 — 2 (22 + ¥ 2222 — 2 (22 +y2) 20222 — 2 (22 +9?)
2y V2zlyl

0 2% — 2 1 0 x2 — 92
zy == |aresing | 5—= | = —— - — — | =
Y oy z? + y? 1_ 222 Oy \ | 22 + 42
a:2+y2
1 % (x _y> Va2 +y? Vet y? 2y (24 y?) - (0P —yP) -2y
x? + RN T 22 + 2)2 =
\/xﬁy 2\/x2+y y? Y T4 —y ( y?)
_ 2 + 92 —4z2y _ —2z2%y _ —2z2%y V2 _
222 /22—y (22927 2222 — 2 (22 +12) V2R VaE — 2 (a2 4 y2) V2

222y

[yl (22 4 y2)\/ 22 — y?
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Zadatak 22.
Izracunajte parcijalne derivacije funkcije f(x,y) = ,/xy + 5 u tocki (2,1).

Rjesenje.
Trebamo odrediti f,(2,1) i f,(2,1). Najprije odredimo parcijalne derivacije zadane funkcije, a nakon

toga ¢emo izrac¢unati vrijednosti tih parcijalnih derivacija u tocki (2,1).

(T, ox Y 2 /a:y+§ ox Y 2 /:Uy—l—% Y
f(my)_a(/xyﬁ)_1.3<xy+fc)_1.(x_fv>
y\Ts Oy Yy 2 /xy—i—% y Yy 9 /$y+% Y2

Konaé¢no, vrijednosti parcijalnih derivacija u tocki (2,1) su

1

1 1 1 2
(14 7) =5 A= (2-5]) =0
2/2.14_% 2m

Parcijalne derivacije realne funkcije tri realne varijable. Neka je u = f(xz,y,2) realna

fx(2a 1) =

funkcija tri realne varijable i neka je f definirana na nekoj okolini tocke (xo,yo,20). Parcijalna

derivacija funkcije f po varijabli x u tocki (zo, yo, 20) je

%(LE Yo, 2 ) = lim f(x() + Ax’y()’ZO) — f($07y0720)
ox 05 90, <0 Arso Ar

Parcijalna derivacija funkcije f po varijabli y u tocki (xo, yo, 20) je

g(ﬂﬁ Yo, 20) = lim f(@o, yo + Ay, 20) — f (%0, %0, 20)

8y 05 Y05 <0 Ao Ay )
Parcijalna derivacija funkcije f po varijabli z u tocki (xo, yo, 20) je

g(ﬂf Y0,20) = lim f (0,90, 20 + Az) — f (@0, Y0, 20)

9z 05 Y05 <0 Al A ]

Kazemo da je funkcija f derivabilna u tocki (zo, yo, 20) ako u toj tocki postoje parcijalne derivacije
fz(x0, Y0, 20), fy(x0, Y0, 20) 1 f2(x0, Yo, 20). Na analogni nacin se definiraju parcijalne derivacije realne

funkcije n realnih varijabli.

Napomena. Ako funkciju v = f(z,y, z) parcijalno deriviramo po varijabli z, tada na preostale
varijable y i z gledamo kao na konstante i pritom koristimo poznata pravila za deriviranje realnih
funkcija jedne realne varijable. Drugim rijec¢ima, 8% (ga(y, z)) = 0 pri ¢emu je ¢ proizvoljna deriva-
bilna funkcija dvije realne varijable y i z.

Ako funkciju v = f(x,y, z) parcijalno deriviramo po varijabli y, tada na varijable z i z gledamo
kao na konstante i pritom koristimo poznata pravila za deriviranje realnih funkcija jedne realne
varijable. Drugim rije¢ima, a%(qﬂ(a:,z)) = 0 pri ¢emu je v proizvoljna derivabilna funkcija dvije
realne varijable = i z.

Ako funkciju u = f(x,y, z) parcijalno deriviramo po varijabli z, tada na varijable x i y gledamo kao
na konstante i pritom koristimo poznata pravila za deriviranje realnih funkcija jedne realne varijable.
Drugim rije¢ima, % (§ (x, y)) = 0 pri éemu je £ proizvoljna derivabilna funkcija dvije realne varijable

riy.
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Napomena. Opéenito, ako realnu funkciju y = f(x1,x2,...,x,) n realnih varijabli x1,xa,..., 2,
parcijalno deriviramo po varijabli x;, tada na sve preostale varijable z1,22,...,2i—1,Zit1,...,Zp
gledamo kao na konstante i pritom koristimo poznata pravila za deriviranje realnih funkcija jedne

realne varijable.

Zadatak 23.
Odredite parcijalne derivacije funkcije u = 33?2z + 22 — 3y + 2 + 5.

Rjesenje.
Radi se o funkciji tri varijable, tj. u = u(x,y, z) pa kada parcijalno deriviramo po nekoj od varijabli

na preostale varijable gledamo kao na konstante.

0 0 0
3,2 2.3
ux:%(svyz+2x73y+z+5):%(g/z-x)+%(2x)+%(73y+2+5):
=y?2-322 4+ 240 =32%%2+2
0 0 0 0 0
uy:a—y(az3y22+2w—3y+z+5):8—y(x3z-y2)+8fy(2x)+a—y(—3y)+a—y(z+5):
:x3z~2y+0—3+0:2x3yz—3
0 , 39 0 , 3 9 0 0 0
b, = — 2 — —_ . 72 — —_ —_— =
u ag(xyz—l—x 3y +z+5) 8Z(:Uy z)—l—az(x 3y)—|—6z(z) 82'(5)
=22 +04+14+0=2%%+1
Zadatak 24.

Odredite parcijalne derivacije funkcije u = (zy)*.

Rjesenje.

Radi se o funkciji tri varijable, tj. u = u(x,y, z) pa kada parcijalno deriviramo po nekoj od varijabli
na preostale varijable gledamo kao na konstante. Ako parcijalno deriviramo po varijabli x, tada je
u izrazu (zy)* eksponent konstantan, a baza je slozena funkcija. Stoga kod deriviranja koristimo

formulu (z") = na™~! i formulu za derivaciju slozene funkcije.

0

ur = o (o)) = 2wy ™ o (o) = 2wy = yalay) !

# eksponent konstantan, a baza je

Ako parcijalno deriviramo po varijabli y, tada je u izrazu (zy)
slozena funkcija. Stoga kod deriviranja koristimo formulu (2")" = naz""! i formulu za derivaciju

slozene funkcije.

= gy ((@07) = 2™ g o) = ston) ™ = 2a(a)

Ako parcijalno deriviramo po varijabli z, tada je u izrazu (xy)® baza konstantna, a eksponent
nije konstantan pa se radi o eksponencijalnoj funkciji. Stoga kod deriviranja koristimo formulu
(a*) = a*Ina.

0

u: = 5~ ((@9)°) = (o) In (aw)
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Zadatak 25.

Dokazite da funkcija z = In (x2 + zy + y2) zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

327 n 0z 5
o y@y )
Rjesenje.
Pronadimo najprije parcijalne derivacije funkcije z.
0z 0 1 0 20 +y
l ) Y . 9 2 2 e . ——
oz ax<n(x +ay+y°) 22 + zy + y? Gx(x tay+y) 2 + 2y + y?
0z 0 1 0 x4+ 2y
Z = 2 (n(a?+ay+ ) —_— B tay+ ) = 5
oy 8y< ( uty’) 22 + zy + y? 83/( y+y’) 22 + zy + 2
Stoga je
32 n 0z 2z +y T+ 2y 222 + 2y + 2% 2(2? + 2y +9?)
x . . f— pr— prm—
Yor y@y 22 + zy + 12 4 22 + xy + y? 22 + zy + y? 22 + zy + y?

Parcijalne derivacije viSeg reda. Parcijalne derivacije drugog reda funkcije z = z(x,y) dobivaju

se iz parcijalnih derivacija prvog reda 2 o i 8y primjenom operatora 8% i 6y U ovom slucaju imamo

ukupno ¢etiri moguénosti

Br_ o (0 e _ 0 (0s\ 0 _ 0 (o) #=_0 (0
0z2  Ox \ox /)’ 0x0y Oy \O0x)’ 0Oydx 0x\dy) 0y2 Oy \dy

ili u drugim oznakama

Zow = (22)z Zay = (22)y 2y = (2y)a Zyy = (2y)y-

Opcenito, parcijalne derivacije n-tog reda funkcije z = z(x,y) dobivaju se iz parcijalnih derivacija
(n — 1)-og reda primjenom operatora 8% i 8%. Analogna situacija se javlja i kod realnih funkcija m

realnih varijabli.

Zadatak 26.
Odredite parcijalne derivacije drugog reda funkcije z = In (:1:2 + xy + y2).
Rjesenje.

Najprije moramo pronaci parcijalne derivacije prvog reda z; i z, zadane funkcije.

J— (1 (a2 + 2y + 7)) = S S S R
T Oz 22+ zy+y? Ox 22 + zy + 92
8 1 8 2 2 .'13+2y
zy = 8y(ln(x —I—xy—i—y)) po— 8y<x +xy+y):7w2+xy+y2

Da bismo dobili parcijalne derivacije drugog reda, svaku od dobivenih funkcija 2, i 2, trebamo

parcijalno derivirati po varijablama z i y.

21



0 ( 2w+y 522 +y) - (2 +ay+y°) — 22 +y) - (@ +ay+yP)

T ox \a?rayty?) (2 + zy + y?)? -

202 +zy+y?) — 2r+y) 2z +y) 222 — 2xy + o2

(22 + zy + y?)? (@2 +ay+y?)?

Z —(z) —g 2v +y _%(2x+y)-(x2+$y+y2)_(2x+y).%($2+xy+y2)_
WY gy \ a2+ ay+y2) @ T2y 1 07)°

1-(2® +ay+9°) — Qe +y)(z+2y)  —a® —day —y°

(2% + zy + y?)? - (@ ey +y?)?

yo = Sy = o0 x2 4+ xy + 2 - ($2+xy+y2)2

(2% + zy + )2 (@ ey +y?)?

x + 2y ) a@y(aj+2y).(m2+xy—|—y2)_(x—|—2y)-a%(x2+my+y2)

0
zZ = | Z = - =
v = (2y)y By (:1:2 Ty + 42 (@2 +zy +y?)?

2 ay+ ) — (e 2y) (e +2y) 2P - 2ay —2°
(22 4+ zy + y2)? (22 + 2y + y2)?

Uoc¢imo da je u ovom slucaju z;y = 2zy., tj. mjeSovite parcijalne derivacije su jednake. To vrijedi
i opéenito uz neke dodatne uvjete na funkciju. Dakle, kod ”lijepih” funkcija nije bitan redoslijed
varijabli po kojemu ¢emo vrsiti parcijalna deriviranja zadane funkcije. Na primjer, ako netko kaze
da ”lijepu” funkciju z = z(x,y) uzastopno deriviramo jedanput parcijalno po z i dvaput parcijalno
po y, tada nije bitan redoslijed varijabli po kojemu ¢emo obaviti parcijalna deriviranja jer ¢emo

uvijek dobiti isti rezultat, tj. 2uyy = 2yzy = Zyyz. Preciznije o tome govori Schwarzov teorem.

Teorem (Schwarzov teorem). Neka je z = f(x,y) funkcija koja u tocki (xo,yo) @ nekoj njezinoj
okolini O ima parcijalne derivacije z, 1 zy. Ako na skupu O postoji i neprekidna je jedna od
mjesovitih parcijalnih derivacija, npr. Zzy, tada w tocki (xq,yo) postoje obje mjesovite parcijalne

derivacije i one su jednake, tj. zzy(20,Y0) = Zya(T0,%0)-

Definicija. Nekaje f: O — R, O C R", realna funkcija n realnih varijabli. Kazemo da je f klase
C" na O ako je f neprekidna na O i postoje sve parcijalne derivacije funkcije f do reda r koje su

takoder neprekidne na skupu O. Skup svih takvih funkcija oznacavamo s C"(O).
Schwarzov teorem se najcesce iskazuje u sljede¢em obliku.

Teorem (Schwarzov teorem). Neka je f : O — R, O C R, realna funkcija n realnih varijabli

x1, %2, ..., T, koja je klase C? na skupu O. Tada za svaki i # j je feiw; = fajor 1,5 €{1,2,...,n}.
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Zadatak 27.
Izracunajte 833;252/ ako je z = /2xy + y2.

Rjesenje.
Najprije moramo izrac¢unati parcijalnu derivaciju funkcije z po varijabli x.
0z 0 (\/7 1 0 9 2y y
ox  Ox 2¢/2zy +y2 Oz ( ) 2\ 2zy +y?  \/2zy + y?

~ 9%z
Nakon toga ra¢unamo 520y

%2 8<8z) a( y >:§y(y)-m—y'§y(m)

oxdy oy \ox) Oy 2y + y2 /2:By—|—y22
0 2242
1-\/2xy+y2—y~27m-a—y(2azy+y2) \/2a:y+y2—y~27%
N 2xy + y? N 2xy + y? N
2oy + 2 —ylw+y) zy _ z

C Qry+y)V2ey+y? yRe+y)2ey 2 (22 + )/ 2ay + o2
Zadatak 28.
Tzracunajte fuz(0,0), fiy(0,0), (0,0 ako je f(w,y) = (1 +2)™ (1 + )"

Rjesenje.
Najprije odredimo parcijalne derivacije prvog reda funkcije f.

fola,y) = ai (42 +y)") =1+ y)”aax (L4 2)™) =m(1+2)" " (14 )"

n(l+2)"(L+y)"

Ble) = g (Wramas ) =@ +am (a4 0)7)

Nakon toga odredujemo parcijalne derivacije drugog reda.

oo = o (m( 4210+ 9)") =m0+ gy (2™ ) = mlm = (12214 )"

foy = (fy(mu + )" (1 +y)") = m(1+ x)mlﬁy (4 9)") = mn(+2)" (14 )"

Foy = ;y (n(+ 2"+ ") = n(1+ x)maay (+9)"Y) =nln = 1)1 +2)" (1 +y)"2

Konaéno, izracunamo vrijednosti parcijalnih derivacija drugog reda u tocki (0,0).
fox(0,0) =m(m — 1) - (14+0)™"" 2. (1 +0)" = m(m — 1)
fey(0,0) =mn - (1+0)™"- (14+0)"' =mn

fyy(0,0) =n(n—-1)-(14+0)"-(1+ 0)" 2 =n(n—-1)
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Zadatak 29.

Odredite 822?2 ako je z = sin (zy).

Rjesenje.

Najprije odredimo %.
0z
or

: 9%z
Nakon toga odredimo 920y

;x(sin (a;y)) = cos (zy) - ;x(xy) = ycos (zy)

0%z 0 (0= 0 d d
520y = oy <8x> = a—y(y cos (azy)) = a—y(y) -cos (zy) +y- @(005 (xy)) =

=1-cos (zy) — ysin (zy) - ('fy (zy) = cos (zy) — zysin (zy)

; : 03z
Na kraju odredimo 920y

3, 2, ' |
828y2 = a@y (88x6y) = gy(cos (zy) — xysin (:ny)) = aay<cos (xy)) - gy(azysm (xy)) =
= —sin(en) - 5 (o) = | o {a) -sin o) + o - (sin a0) | =

= —zsin (zy) — [x sin (xy) + zy cos (zy) - aay (xy)] = —2zsin (zy) — 2%y cos (zy)

Zadatak 30.

= : 3u : _ 2,34
Izracunajte P2y0= ako je u = x°y°2".

Rjesenje.

Funkcija u je realna funkcija tri realne varijable z, y i z. Najprije odredimo %.

ou 0 0
or = e (0H) = g () = 2!

X 2
Nakon toga odredimo 8(161;'

82’&_8 8u_8 3.4\ 48 3\ _ 4 2 2.4
ety = oy () = gy (o'=") = 205" 50 (07) =20t 302 = s

sos = 3u
Na kraju izracunamo 920y97 "

Pu 0 PuN D . , 9, . .
dxdydz Oz <6x8y> = $<6xy z ) = 6y a(z ) = 6ay? - 42 = 24zy2

Zadatak 31.

Nadite sve parcijalne derivacije drugog reda funkcije z = z¥.
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Rjesenje.

Najprije odredimo parcijalne derivacije prvog reda.
0 0
T Y T

Nakon toga odredujemo parcijalne derivacije drugog reda.

O _ 0 (82) 0 (yxyfl) :y'g( U =yly - 1)av?

0u% ~ 0w \0x) ~ Ox Ox
_ — R [ — y_l e . y—l L y—l _ y—l y—ll
0zdy Oy <8x) 8y<yx ) ay(y) Tty ay(x ) =2 +ya¥ g
2
gyj - 883/ <g?j) - ;y(:zylnx> =z aay(xy) =lnz-2¥lne =¥ 1nz
8%z _ 92

Tako znamo da je Byor = 8T§y, uvjerimo se ipak jo§ jedanput na konkretnom primjeru u istinitost

Schwarzovog teorema.

0%z 0 [0z 0 0 0
= ([ ZZ) = Z (¥ — — (2Y) . Yy, 2 — ¥t y—1
Dy0r — 0% <8y> <:c lnw> (2¥) -Inz+x ax(lnx) yzV"'Inz +x

T ox

Diferencijabilnost realne funkcije dvije realne varijable. Neka je O otvoren skup u RZ.
Kazemo da je funkcija f : O — R diferencijabilna u tocki (xg,yo) € O ako postoji linearni operator
A :R? — R takav da vrijedi

lim f(xo+h,yo + k) — f(zo,y0) — A(h, k)
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2

Ako takav linearni operator A postoji, tada je on jedinstven i oznacavamo ga s df(zo,yo) 1 zovemo

=0.

diferencijal funkcije f u tocki (xg,yo)-

Teorem. Neka je O otvoren skup u R2. Ako je f : O — R diferencijabilna u tocki (zo,y0) € O,
tada je ona i derivabilna u toj tocki i vrijedi df(xo,yo) = fe(x0, yo) dz + fy(z0,y0) dy.

Diferencijal funkcije z = f(z,y) u tocki (zo, o) iz domene je linearni operator dz(zg, o) : R? — R
koji najbolje aproksimira prirast Az = f(zo + Az, yo + Ay) — f(zo, yo) funkcije u tocki (zg,yo) od
svih linearnih operatora R? — R. Dakle, za jako male Az i Ay vrijedi

Az(xo,y0) = dz(xo,y0)(Az, Ay),

odnosno
f(zo + Az, yo + Ay) — f(z0,y0) = fz(z0,%0) - Az + fy(x0,%0) - Ay.

Totalni diferencijal funkcije z = f(x,y) je preslikavanje dz koje svakoj tocki (zg,y0) iz domene
pridruzuje diferencijal funkcije z = f(z,y) u tocki (xo, yo). Slikovito to mozemo prikazati na sljedec¢i

nacin: 4
(zo,0) = dz(z0,0)
d

tocka ~— linearni operator
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Dakle, ako je dz totalni diferencijal funkcije z = f(z,y), tada je dz(xp,yo) diferencijal funkcije
z = f(z,y) u tocki (zo,v0), tj. dz(xo,vo) je linearni operator R? — R koji najbolje aproksimira
prirast funkcije z = f(z,y) u tocki (xg,y0). Nadalje, realni broj dz(zg,yo)(dz,dy) aproksimira
prirast funkcije u tocki (zg, yo) kada se od te tocke pomaknemo duz z-osi za dx i duz y-osi za dy i
na taj nac¢in dodemo u tocku (zo + dz,yo + dy). Ako je dz > 0, tada smo se pomaknuli ”udesno”
duz z-osi (z-koordinata se poveca). Ako je dz < 0, tada smo se pomaknuli "ulijevo” duz z-osi

(z-koordinata se smanji). Ista prica takoder vrijedi za pomak dy duz y-osi.

Totalni diferencijal funkcije z = f(z,y) ra¢una se po formuli
dz = z, dx + 2z, dy,

a ukoliko zelimo odrediti linearni operator koji najbolje aproksimira prirast funkcije u tocki (zg, yo),

tada samo moramo izraCunati vrijednosti parcijalnih derivacija z, i 2, u tocki (xo, yo) pa dobivamo

dz(zo,y0) = 2z(w0,%0) dz + 2y (0, y0) dy. (<)

Ukoliko zelimo pomoéu diferencijala aproksimirati prirast funkcije z = f(z,y) u tocki (xg,yo)
uz pomake Az i Ay, tada moramo izracunati vrijednost linearnog operatora dz(zg,yp) na vek-
toru (Az,Ay), tj. u formulu () uvrstiti de = Az, dy = Ay i na taj na¢in dobijemo broj
dz(xo,y0)(Ax, Ay) koji aproksimira spomenuti prirast funkcije.

Zadatak 32.

Zadana je funkcija z = 22 4 y3. Pomo¢u diferencijala aproksimirajte prirast funkcije u tocki (4, 1)
uz pomake Ax = 0.5 i Ay = 0.1. Nadalje, pomoc¢u diferencijala aproksimirajte prirast funkcije u
tocki (—2,3) uz pomake Az = —0.01 i Ay = 0.02. U oba slucaja izra¢unajte stvarni prirast funkcije

i usporedite ga s aproksimiranim prirastom pomocu diferencijala.
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Rjesenje.

Najprije moramo odrediti totalni diferencijal zadane funkcije po formuli
dz = zp dx + z, dy.
Kako je z, =2x1 2y = 3y2, dobivamo
dz = 2zdx + 3y° dy. (1)

Za aproksimaciju prirasta funkcije u tocki (4,1) trebamo odrediti diferencijal dz(4,1) u toj tocki.
Taj diferencijal ¢emo dobiti tako da izracunamo vrijednosti parcijalnih derivacija z; i z; u tocki

(4,1), tj. u (1) uvrstimo x = 4 i y = 1 pa dobivamo
dz(4,1) = 8dx + 3dy. (2)

Konaéno, da bismo aproksimirali prirast funkcije u tocki (4,1) uz pomake Az = 0.5 i Ay = 0.1,

trebamo u (2) uvrstiti do = 0.5 i dy = 0.1. Dobivamo
dz(4,1)(0.5,0.1) =8-0.5+3-0.1 =4.3

pa je prirast funkcije z u tocki (4,1) uz pomake Az = 0.5 i Ay = 0.1 priblizno jednak 4.3, tj.
Az(4,1)(0.5,0.1) ~ 4.3. Izra¢unajmo sada stvarni prirast funkcije u tocki (4, 1) uz pomake Az = 0.5
i Ay =0.1.

Az(z,y)(Az, Ay) = 2(x + Az, y + Ay) — 2(z,y)
Az(4,1)(0.5,0.1) = 2(4+ 05,1+ 0.1) — 2(4,1)
Az(4,1)(0.5,0.1) = 2(4.5,1.1) — 2(4,1)
Az(4,1)(0.5,0.1) = (4.5 + 1.1°) — (4> +1%)
Az(4,1)(0.5,0.1) = (20.25 4+ 1.331) — (16 + 1)
Az(4,1)(0.5,0.1) = 4.581

Dakle, stvarni prirast funkcije z u tocki (4,1) jednak je 4.581, a pomocu diferencijala smo dobili da
je taj prirast priblizno jednak 4.3. Uo¢avamo da imamo gresku ve¢ na prvoj decimali, ali to je zbog
toga jer su pomaci Az = 0.51 Ay = 0.1 veliki.

Za aproksimaciju prirasta funkcije u tocki (—2,3) trebamo odrediti diferencijal dz(—2,3) u toj
tocki. Taj diferencijal ¢emo dobiti tako da izracunamo vrijednosti parcijalnih derivacija 2z, i zy u

tocki (—2,3), tj. u (1) uvrstimo z = —2 i y = 3 pa dobivamo
dz(-2,3) = —4dx + 27dy. (3)

Da bismo aproksimirali prirast funkcije u tocki (—2, 3) uz pomake Az = —0.01 i Ay = 0.02, trebamo
u (3) uvrstiti dz = —0.01 i dy = 0.02. Dobivamo

dz(—2,3)(—0.01,0.02) = —4 - (—0.01) + 27 - 0.02 = 0.58

pa je prirast funkcije z u tocki (—2,3) uz pomake Az = —0.01 i Ay = 0.02 priblizno jednak 0.58,
tj. Az(—2,3)(—0.01,0.02) ~ 0.58. Stvarni prirast funkcije z u tocki (—2,3) uz pomake Az = —0.01
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i Ay =0.02 je

2(z,y)(Azx, Ay) = z(x + Az, y + Ay) — z(x,y)
Az(—2,3)(—0.01,0.02) = z(—2 — 0.01,3 + 0.02) — 2(—2,3)
Az(—2,3)(—0.01,0.02) = 2(—2.01,3.02) — 2(—2,3)
Az(—2,3)(—0.01,0.02) = ((—2.01)* + 3.02%) — ((—2)* + 3%)
Az(—2,3)(—0.01,0.02) = (4.0401 + 27.543608) — (4 + 27)
Az(—2,3)(—0.01,0.02) = 0.583708

9

Dakle, stvarni prirast funkcije z u tocki (—2, 3) jednak je 0.583708, a pomoéu diferencijala smo dobili
da je taj prirast priblizno jednak 0.58. Uocavamo da imamo gresku tek na tre¢oj decimali, a to je

zbog toga jer pomaci Ax = —0.01 i Ay = 0.02 nisu pretjerano veliki.

Zadatak 33.

Odredite totalne diferencijale sljedeé¢ih funkcija:

a)z=a®+y*—3zy  b)z=arctg? c)z=5 d) z =In (2% 4 y?)

Rjesenje.
Totalni diferencijal funkcije z = f(x,y) se racuna po formuli dz = z, dz + 2z, dy.

a) zp =3x? — 3y, 2z, =3y*—3x, dz= (32%—3y)dz+ (3y* — 3z)dy

b) 1 —y x? —y —y 1 x? 1 x
s = - —_— = — = — zZ = —_ _———_—
z 1+yf§ $2 $2+y2 $2 x2+y2’ Y 1+% T 1'2+y 113 $2+y2
x X
de=—2 do+ ——— dy
1’2 + y2 .’E2 + y2
1 —2z 1 2x
C) Zp=—, 2zy=—=, dz=—=de——dy
T2 Y y3 2 3
2z 2y 2z 2y
d) Z$:7x2+y2’ Zy:ixQ—l—yQ’ dz:x2+y2dx+$2+y2dy
Zadatak 34.

Odredite totalni diferencijal funkcije z = sin (zy) i njezin diferencijal u tocki (m, 1).

Rjesenje.

Kako je z; = ycos (zy) i 2z, = x cos (zy), slijedi da je totalni diferencijal funkcije z jednak
dz = ycos (zy) dx + x cos (xy) dy. ()

Da bismo odredili diferencijal funkcije z u tocki (7, 1), trebamo samo u (&) uvrstitiz =7iy =1

pa dobivamo

dz(m,1) =1-cos(m-1)dx +m-cos(m-1)dy
dz(m,1) = —dx — wdy
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Zadatak 35.
Visina stosca je 30 cm, a polumjer baze 10 cm. Kako ¢e se promijeniti volumen stosca ako poveéamo
visinu za 3 mm, a polumjer baze smanjimo za 1 mm? Odredite toénu promjenu volumena i pribliznu

promjenu volumena pomocu diferencijala.

Rjesenje.

Volumen stosca je funkcija dvije varijable jer ovisi o visini stoSca H i polumjeru baze R, tj. preciznije
V(H,R) = ZR?H. Zadatak se svodi na odredivanje prirasta funkcije volumena stosca u tocki (30,10)
za pomake AH = 0.3 i AR = —0.1 (sve radimo u centimetrima, a naravno mogli smo raditi i u
milimetrima). Pomak AH je pozitivan jer visinu poveéavamo, a pomak AR je negativan jer polumjer

baze smanjujemo. Odredimo najprije toénu promjenu volumena.

AV(H R)(AH,AR) = V(H + AH, R+ AR) — V(H, R)
AV(30,10)(0.3, —0.1) = V(30 + 0.3,10 — 0.1) — V(30, 10)
AV(30,10)(0.3, —0.1) = V/(30.3,9.9) — V(30, 10)

AV(30,10)(0.3, —0.1) = g 19.9%.30.3 — g 1102 - 30

AV(30,10)(0.3, —0.1) ~ —31.726944

Da bismo procijenili promjenu volumena pomoc¢u diferencijala, najprije moramo odrediti totalni

diferencijal funkcije V. Znamo da je

ov ov
dV = 8—HdH + @dR

Kako su parcijalne derivacije funkcije V' jednake g—}/[ = %Rz i g—‘é = %WRH , dobivamo
dV = ZR*dH + 27RH dR. (%)
Ako u (%) uvrstimo H = 30 i R = 10, dobivamo diferencijal funkcije V' u tocki (30, 10).
dV(30,10) = 107 dH + 2007 dR. (%)

Konaé¢no, da bismo aproksimirali promjenu volumena pomoé¢u diferencijala, uvrstimo u (x) dH = 0.3
idR=—-0.1.
dV(30,10)(0.3,—0.1) = %ﬂ' 0.3+ 2007 - (—0.1) ~ —31.415927

Dakle, ukoliko stoScu visine 30 cm i polumjera baze 10 cm poveéamo visinu za 3 mm i polumjer baze
smanjimo za 1 mm, njegov volumen ¢e se smanjiti za 31.726944 cm?3. Pomoéu diferencijala smo dobili
da ée se njegov volumen priblizno smanjiti za 31.415927 cm3. Iako je greska veé na prvoj decimali,

to i nije toliko losa aproksimacija za neku brzu i grubu procjenu u praksi.

Zadatak 36.

Pomo¢u diferencijala izra¢unajte priblizno 1.023:01.

Rjesenje.
Promotrimo funkciju f(z,y) = z¥. Na$ je zadatak da izra¢unamo priblizno f(1.02,3.01). Sigurno

je vrlo jednostavno izra¢unati f(1,3) jer je f(1,3) = 13 = 1. Sada je ideja da prirast funkcije f u
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tocki (1, 3) za pomake Az = 0.02 i Ay = 0.01 aproksimiramo pomocu diferencijala i na temelju toga

23.01

odredimo koliko je priblizno 1.0 . Znamo da za male Ax i Ay vrijedi

Af(xo,y0) = df(zo,y0)(Az, Ay),

odnosno
f(zo + Az, yo + Ay) — f(x0,y0) = fz(z0,%0) - Az + fy(x0,%0) - Ay.

1z posljednje relacije dobivamo da je
f(@o + Az, yo + Ay) = f(zo,y0) + fo(z0,y0) - Az + fy(20,y0) - Ay.
U naSem slucaju je g = 1, yg = 3, Az = 0.02, Ay = 0.01 pa dobivamo
f(1.02,3.01) =~ f(1,3) + f2(1,3) - 0.02 + fy(1,3) - 0.01.
Znamo da je f(1,3) =1 pa slijedi
1.023% ~ 1+ £.(1,3) - 0.02 + £,(1,3) - 0.01. (A)

Preostaje nam jo§ da odredimo parcijalne derivacije funkcije f u tocki (1,3). Kako je f, = ya¥~1 i
fy = a¥Inx, slijedi da je f5(1,3) =3, fy(1,3) = 0. Uvrstimo li dobivene vrijednosti u (A), dobivamo

1.02390 ~ 14 3-0.02+0-0.01 = 1.06.

Dakle, dobili smo da je 1.023°" ~ 1.06. Uocite da je dobivena aproksimacija to¢na na dvije decimale

23.01

jer je 1.0 ~ 1.06141816787. Razlog tome je §to su pomaci Az i Ay bili relativno mali.

Napomena. Ako je funkcija z = f(z,y) diferencijabilna u nekoj tocki, tada je ona i derivabilna u
toj tocki. Obrnuto ipak ne vrijedi. Naime, ukoliko je funkcija z = f(x,y) derivabilna u nekoj tocki,
ona ne mora biti nuzno i diferencijabilna u toj tocki. Postojanje parcijalnih derivacija funkcije z =
f(x,y) ne povlaci diferencijabilnost te funkcije. Zasto? Naime, ako se sjetimo formule za diferencijal,
dz(z0,y0) = 2z(x0,Y0) dz + 2y (20, Y0) dy, u njoj se javljaju parcijalne derivacije funkcije z = f(x,y).
Mozemo se onda ¢uditi kako diferencijal ne postoji kad ga mozemo izra¢unati po gornjoj formuli
ukoliko funkcija ima parcijalne derivacije u tocki (zg,yp). Istina je da mi uvrstavanjem vrijednosti
parcijalnih derivacija u promatranu formulu dobivamo neki linearni operator, ali je pitanje da li
taj linearni operator zaista jako dobro aproksimira prirast funkcije u tocki (xo,yo) jer jedino ga
u tom slu¢aju imamo pravo zvati diferencijalom funkcije z = f(x,y) u tocki (zg,y0). Medutim,
kod funkcija dviju varijabli se moze dogoditi da takav linearni operator ne¢e dobro aproksimirati
prirast funkcije usprkos tome $to funkcija ima obje parcijalne derivacije. Kod realnih funkcija jedne
varijable y = f(z) se to ne moze dogoditi, tj. derivabilnost i diferencijabilnost takvih funkcija su
ekvivalentni pojmovi. Drugim rije¢ima, ako je funkcija y = f(x) derivabilna u tocki zg, tada je ona
diferencijabilna u toj tocki i vrijedi dy(zg) = f’(x¢) dz. Neprekidnost parcijalnih derivacija funkcije

z = f(z,y) ipak povlaéi i njezinu diferencijabilnost. O tome govori sljedeéi teorem.

Teorem. Neka je O otvoren skup u R?. Neka je f: O — R funkcija za koju postoje obje parcijalne
derivacije fr i fy u tocki (xo,y0) € O. Ako su parcijalne derivacije fy i f, neprekidne u tocki
(z0,Y0), tada je funkcija f diferencijabilna u tocki (zo,yo).
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Kao i kod funkcija jedne varijable, tako je i kod funkcija dviju varijabli neprekidnost nuzni uvjet za

diferencijabilnost. Preciznije o tome govori sljedec¢i teorem.

Teorem. Neka je O otvoren skup u R2. Ako je f : O — R diferencijabilna u tocki (zo,y0) € O,
tada je f neprekidna u tocki (xo,yo).

Zadatak 37.

Zadana je funkcija

—Y_ ako je (z, 0,0
Flz,y) = P Y je (z,y) # ( )
0, akoje (z,y)=(0,0)

Dokazite da funkcija f ima obje parcijalne derivacije u tocki (0,0), ali f ipak nije diferencijabilna u
tocki (0,0).

Rjesenje.

Pokazimo najprije da funkcija zadana funkcija ima obje parcijalne derivacije u tocki (0, 0).

9700 = Jimy h = b n = Jim —— =10
of - f(0,04+ k) = f(0,0) _ . f(0,K) = f(0,0) _ . 00 _
3y (00 = Jimy k = k = pm =0

Dakle, funkcija f ima parcijalne derivacije u tocki (0, 0) i vrijedi f5(0,0) =0, f,(0,0) = 0. Medutim,
funkcija f ipak nije diferencijabilna u tocki (0,0) jer ona ima prekid u toj tocki prema 18. zadatku

na stranici 14.

Zadatak 38.

Dokazite da funkcija z = ¥zy ima u tocki (0,0) obje parcijalne derivacije, ali ona nije diferenci-
jabilna u toj tocki. Pokazite da obje parcijalne derivacije zadane funkcije imaju prekid u tocki
(0,0).

Rjesenje.

Pokazimo najprije da funkcija z ima obje parcijalne derivacije u tocki (0, 0).

_ B 3 5
0z 9%(0,0) = lim 2(0+h,0) —2(0,0) _ lim z(h,0) — 2(0,0) _ i Yh-0—0-0 o
Oz h=0 h h—0 h h—0 h
k) — k) — 3
%(070) = lim 20,0+ k) — 2(0,0) = lim 2(0, k) — 2(0,0) = lim VO k- V0.0 =0
oy k—0 k k—0 k o k

Dakle, funkcija z ima parcijalne derivacije u tocki (0,0) i vrijedi z;(0,0) = 0, 2,(0,0) = 0. Kad bi

funkcija z bila diferencijabilna u tocki (0,0), tada bi njezin diferencijal u toj tocki bio jednak
dz(0,0) = 2,(0,0) dz + 2,(0,0) dy

odnosno

dz(0,0) =0-dz+0-dy.
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Zakljucujemo da ukoliko bi funkcija z bila diferencijabilna u tocki (0,0), tada bi njezin diferencijal
u toj tocki morao biti jednak nuloperatoru, tj. dz(0,0) = 0. Provjerimo da li taj linearni operator

dobro aproksimira prirast funkcije u tocki (0,0). Po definiciji diferencijabilnosti mora vrijediti

lim 2(04+ h,0+ k) — 2(0,0) — dz(0,0)(h, k)
(h,k)—(0,0) Vh? + k?

Pokazimo da to ipak nije istina u ovom slucaju iz ¢ega ¢e slijediti da linearni operator dz(0,0) = 0

=0.

ne aproksimira dobro prirast funkcije u tocki (0,0) pa funkcija z nije diferencijabilna u toj tocki.

Naime,
. 2(0+ h,0+ k) — 2(0,0) — dz(0,0)(h, k) 2(h, k) — 2(0,0) — (0-h+0-k)
lim = lim =
(h,k)—(0,0) h? + k2 (hk)—(0,0) VhZ + k2
, Vhk —v/0-0—0 _ Vhk
= lim = lim _
(h,k)—(0,0) h? + k2 (h,k)—(0,0) \/h2 + k2

Ako stavimo h = 0, dobivamo

Ako stavimo h = k, dobivamo

. Vk -k . o k 6/
lim ———— = lim
k=0 k2 + k2 k=0 8k6 8k2

Zakljuc¢ujemo da " kl)lm( | \/% ne postoji pa funkcija z zaista nije diferencijabilna u toc¢ki (0, 0).
0,0

Konaé¢no, pokazimo da obje parcijalne derivacije imaju prekid u tocki (0,0). Da bi funkcija g—; bila
neprekidna u tocki (0,0) mora vrijediti

1 = (0,0
e o 7z Y = gz (0 0)

odnosno (jer smo veé ranije izracunali da je %(07 0) = 0)

0z
li = —0.
(2.)=(0,0) O (@y)

z

Pokazimo da to ipak nije tako u ovom slucaju iz cega ée slijediti da funkcija aw ima prekid u tocki

(0,0). Rac¢unanjem dobivamo

0z . 0 .
lim —(z,y)= lim . <€/@) = lim Py

(2,9)—(0,0) Ox (,9)—(0,0) (@.y)—(0,0) 33/(zy)

3
= lim -8 73/ = lim

1
@)—003 \ 222 (@y)—003 V 22

Ako stavimo y = 0, dobivamo

1 0
lim = - ¢ =1im 0 =0.
z—0 3 22 450
Ako stavimo y = z, dobivamo
1 1
lim = - ¢ %—limf- 0= = 400
z—0 xT x—0 T



Zaklju¢ujemo da  lim %(l’, y) ne postoji pa funkcija % ima prekid u tocki (0,0).

(z,y)—(0,0)
Da bi funkcija g—z bila neprekidna u tocki (0,0) mora vrijediti

0z 0z
lim —(z,y)=—=—(0,0
(2,5)—(0,0) 3y( v) ay( )

odnosno (jer smo veé ranije izracunali da je g—;(o, 0) = O)

0z
lim —(z,y)=0.
(,5)—(0,0) 8@/( v)

Pokazimo da to ipak nije tako u ovom slucaju iz cega ce slijediti da funkcija g—; ima prekid u tocki

(0,0). Racunanjem dobivamo

lim © (x lim — e =

)
—(zr,y)= lim —(Jzy)=
(2,9)—(0,0) Iy v) (2,y9)—(0,0) Oy < y> (@.y)—(0,0) 33/ (zy)?

= lm —--{/5—== Ilm =--2

1 4/ 3 . 1 3
(@y)—00 3 \ 2252 (24)-00) 3 | y?

Ako stavimo x = 0, dobivamo

1 0
lim - ¢/ — = lim 0 =
y—0 Yy y—0
Ako stavimo y = x, dobivamo
1 x 1 1
lim = - ¢ L =lim=-¢/- =+
Zakljucujemo da  lim g—;(x, y) ne postoji pa funkcija g—; ima prekid u tocki (0, 0).

(z,y)—(0,0)

Zadatak 39.
Dokazite da funkcija z = /23 4+ y3 ima u tocki (0, 0) obje parcijalne derivacije, ali ona nije diferenci-

jabilna u toj tocki. Pokazite da obje parcijalne derivacije zadane funkcije imaju prekid u tocki (0, 0).

Rjesenje.

Pokazimo najprije da funkcija z ima obje parcijalne derivacije u tocki (0, 0).

0z . 2(0+h,0) —2(0,0) . z(h,0) — 2(0,0)
gz (00) = jim h B0 I
VR0 -V03+03 Vh?
= lim =lim—=1
h—0 h h—0 h
0z . 2(0,0+ k) —2(0,0) .. =2(0,k)—2(0,0)
dy (0,0) B30 k K50 k
VPR -V 10 VR
= lim =lim—=1
k—0 k k=0 k

Dakle, funkcija z ima parcijalne derivacije u tocki (0,0) i vrijedi 2,(0,0) = 1, 2,(0,0) = 1. Kad bi

funkcija z bila diferencijabilna u tocki (0,0), tada bi njezin diferencijal u toj tocki bio jednak

dz(0,0) = 2,(0,0) dz + 2,(0,0) dy
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odnosno

dz(0,0) =1-dz+1-dy.

Zakljucujemo da ukoliko bi funkcija z bila diferencijabilna u tocki (0,0), tada bi njezin diferencijal
u toj tocki morao biti jednak dz(0,0) = dx + dy. Provjerimo da li taj linearni operator dobro

aproksimira prirast funkcije u tocki (0,0). Po definiciji diferencijabilnosti mora vrijediti

2(0+ h,0+ k) — 2(0,0) —dz(0,0)(h, k)

lim =0.
(k) —(0,0) Vh? 4 k2
Pokazimo da to ipak nije istina iz ¢ega ¢e slijediti da linearni operator dz(0,0) = dx + dy ne

aproksimira dobro prirast funkcije u tocki (0,0) pa funkcija z nije diferencijabilna u toj tocki.

lim 2(04+ h,0+ k) — 2(0,0) — dz(0,0)(h, k) lim z(h,k) — 2(0,0) — (h + k)
(h,k)—(0,0) Vh2 + k? (h,k)—(0,0) Vh? 4+ k2

by VB AR -V —h—k . VPR —h—k
(h,k)—(0,0) Vh?+ k2 (h,k)—(0,0) Vh2 £ k2

Ako stavimo h = 0, dobivamo

lim 303+k3_0_1€—limi—
k—0 \/m _k—>0\/k>2_

0.

Ako stavimo h = k, dobivamo

o VR AR —k—k V2k3 — 2k i (V2 —2)k

k—0 VEZ £ k2 k=0 VREZ k=0 2|
lim /R —h—k

(h,k)—(0,0) Vh*+k?

(0,0). Konacno, pokazimo da obje parcijalne derivacije imaju prekid u tocki (0,0). Da bi funkcija

< ne postoji

Zakljucujemo da ne postoji pa funkcija z zaista nije diferencijabilna u tocki

% bila neprekidna u tocki (0,0) mora vrijediti

0z 0z
lim = 22(0,0
o0, 5 &) = 5.(0,0)

odnosno (jer smo veé ranije izracunali da je %(0, 0) = 1)

0z
i — =1.
w00 9z Y

Pokazimo da to ipak nije tako u ovom slucaju iz cega Ce slijediti da funkcija % ima prekid u tocki

(0,0). Racunanjem dobivamo
2

g(\s/m3+y3> = lim *

lim —(x,y) = lim —_—
(,)—(0,0) G:r( v) (z,9)—(0,0) Oz (2.9)—(0,0) /(23 + 33)2

Ako stavimo x = 0, dobivamo

: 0° :
ey e o R
Ako stavimo y = x, dobivamo

x2 . x? 2 1

X
im———— —lim—— = lim —— = —.
x%3(x3+x3)2 xl_% 3/ 4.6 x% \3/11;2 \3/1



Zaklju¢ujemo da  lim %(l’, y) ne postoji pa funkcija % ima prekid u tocki (0,0).

(z,y)—(0,0)
Da bi funkcija g—z bila neprekidna u tocki (0,0) mora vrijediti

0z 0z

lim —(z,y) = =—(0,0
mmﬁmmﬁf y) 8y( )

odnosno (jer smo veé ranije izracunali da je g—z(O, 0) = 1)

Pokazimo da to ipak nije tako u ovom slucaju iz cega ce slijediti da funkcija g—z ima prekid u tocki

(0,0). Racunanjem dobivamo

2

9 (3/x3+y3): lim y

= lim — ——
(2,y)—(0,0) Oy (z,9)—(0,0) /(23 + y3)?2

Qﬂ%w

lim
(z,9)—(0,0) Oy

Ako stavimo y = 0, dobivamo

Ako stavimo y = x, dobivamo

x? . x2 2 1

. . €T
i Y(@3ras)? 23 426 25 Viz? Y4

Zakljuéujemo da  lim g—Z(:L‘, y) ne postoji pa funkcija %Z ima prekid u tocki (0,0).

(z,9)—(0,0)

Napomena. Ako funkcija z = f(z,y) ima neprekidne parcijalne derivacije u tocki (xg,yo), tada
je ona diferencijabilna u toj tocki. Dakle, neprekidnost parcijalnih derivacija je dovoljan uvjet za
diferencijabilnost, ali taj uvjet nije i nuzan uvjet. Naime, moguce je da funkcija z bude diferencija-
bilna u tocki (xo, yo) iako parcijalne derivacije 2, i z, imaju prekid u tocki (zo, yo). Drugim rijec¢ima,
ako parcijalne derivacije imaju prekid u nekoj tocki, to jo§ uvijek ne znaci da funkcija mozda nije
diferencijabilna u toj tocki, jedino §to to ne mozemo sa sigurnoséu tvrditi, nego moramo posebno

provjeriti.

Zadatak 40.

Zadana je funkcija

(J"2 + y2) Sil’l T—}—yQ’ ako je (JZ‘, y) 7é (07 0)

f(x,y) = ) .
0, ako je (x,y) = (0,0)

Dokazite da funkcija f ima obje parcijalne derivacije u tocki (0,0) i da je diferencijabilna u tocki
(0,0). Pokazite da obje parcijalne derivacije zadane funkcije imaju prekid u tocki (0,0) i da su

neomedene na svakoj okolini tocke (0,0).
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Rjesenje.

Pokazimo najprije da funkcija f ima obje parcijalne derivacije u tocki (0,0).

of _ f0+h,0) = £(0,0) f(h,0)— f(0,0) h%singy 1
— =1 =1 =1 — 2 =] —
ox (0,0) hlg%) h hlg%) h hli% h hli% hrsin h2
of _f0,0+ k) — £(0,0)  F(0,k)— f(0,0) . K'singy 1

ZJ =1 =1 = lim —& =1 —
dy (0,0) k0 k ] k b0k it

Ocijenimo sada izraz wusin 1%2 za male vrijednosti u.

= |ul - < |ul-1=|u] = 0, kada u— 0

1
sin —
u2

1
U SIn —
u2

1
”)

f2(0,0) = 0, f,(0,0) = 0. Kad bi funkcija f bila diferencijabilna u tocki (0,0), tada bi njezin

diferencijal u toj tocki bio jednak

Zaklju¢ujemo da je lir% (u sin ) = 0 pa funkcija f ima parcijalne derivacije u tocki (0,0) i vrijedi
u—>

df(0,0) = f2(0,0)dz + f,(0,0) dy

odnosno

df(0,0) =0-dz +0 - dy.

Zakljucujemo da ukoliko bi funkcija f bila diferencijabilna u tocki (0,0), tada bi njezin diferencijal
u toj tocki morao biti jednak nuloperatoru, tj. df(0,0) = 0. Provjerimo da li taj linearni operator

dobro aproksimira prirast funkcije u tocki (0,0). Po definiciji diferencijabilnosti mora vrijediti

(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Pokazimo da je to istina u ovom slu¢aju iz ¢ega Ce slijediti da linearni operator dz(0,0) = 0 dobro

aproksimira prirast funkcije u tocki (0,0) pa funkcija f jest diferencijabilna u toj tocki. Naime,

FO+h,0+k) — £(0,0) — df(0,0)(h, k) F(h,k) = £(0,0) = (0-h+0-k)

lim = lim =
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) VhZ £ k2
(h? + k?) sin iy —0—0 1
= 1 hth = 1 Vh2 4 k2sin
(h k)5 (0,0) VIZ + k2 o VTR s
Nadalje, zbog
1 1
V h2 -+ k‘2 Sin m =V h2 =+ k‘z Sin m < V h2 + k2 — 0, kada (h, k) — (O, O)

slijedi da je

1
lim Vh2+ k2sin =0

(h,k)—(0,0) h? + k2
pa je funkcija f zaista diferencijabilna u tocki (0,0). Konac¢no, pokazimo da su obje parcijalne

derivacije neomedene na svakoj okolini tocke (0,0) pa stoga imaju i prekid u toj tocki.

of . 1 5 o 1 -1

o :2x51n7x2+y2 + (2" +y )cosx2+y2 RrcEamr 27
af 9 s 1 2z 1

—= = 2rsin - cos

Ox 224+y> 2?2+ y? 22+
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of . 1 9 o 1 -1
aiy = 2ysmx2+y2 + (x +v )(:osa:2+y2 . e -2y
g = 2ysin L — 2y cos L
oy U2 T 2 2z
Da bi funkcua blla neprekidna u tocki (0,0) mora vrijediti
: of of
lim —= 0,0
(z ,y)—>(oo)8 (@y) = Oz 7z 0-0)

odnosno (jer smo ve¢ ranije izracunali da je %<07 0) =0)

of
li — 0.
(2.)=(0,0) ax( zY)

Medutim, ako u

lim of —(z,y) lim 2x sin ! 20 cos !
1 = 1 1 _
@) o000z Y T (@) (0.0) 22 +y? 224y 2?42

stavimo y = x, dobivamo limes

. 1 1 1
{1141)1’(1) 2z sin @ — ; COS @ . (.)

Specijalno, za niz x,, = T E N vrijedi nh_)rglo x, = 01 vrijedi

1 1 1 2
nlggo <2xn sin %2 cos 2%21) = nlgrolo <\/% sin (nm) — v2nm cos (mr)) =

n

2
= lim 0—V2nr - (=1D)") = lim (-=1)""'Vonr = +o00
m (o 7 (1)) = fim (-1 Vann

n—oo n—oo

of

Iz navedenih razmatranja slijedi da je funkcija 3% neomedena na svakoj okolini tocke (0, 0) pa stoga

ima i prekid u toj tocki.

Da bi funkcija % bila neprekidna u tocki (0,0) mora vrijediti

. of of
lim —(z, 0,0
(,5)—(0,0) 8y< v) = Oy ay %0

odnosno (jer smo veé ranije izracunali da je %(O, 0) = O)

. of
lim = 0.
(z,y)—(0,0) ay( Y=

Medutim, ako u

. f (2.1) . oy si 1 2y 1
11m —\Z, = 11m S1n — COS
@)o00) 0y T @m0 YT 212 T 2242 a2 4 g2

stavimo y = x, dobivamo ponovo isti limes kao u (). Stoga je funkcija % f takoder neomedena na

svakoj okolini tocke (0,0) i ima prekid u toj tocki.
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Gradijent realne funkcije dvije realne varijable. Neka je O otvoren skup u R?. Gradijent
funkcije f : O — R u tocki (zg,y0) € O je vektor V f(zg,y0) C¢ije komponente su vrijednosti
parcijalnih derivacija f; i f, u tocki (zo,yo), tj.

V f (@0, y0) = fo(x0,50) - + fy(x0, o) - J.
Najcesée samo kratko pisemo V f(zo,y0) = (fx(:zto,yg),fy(xo,yo)). Druga oznaka koja se Cesto

koristi za gradijent je grad f(xo,yo). Veza izmedu diferencijala i gradijenta dana je s

df(zo,y0)(dz,dy) = V f(zo0,y0) - (dz,dy),

pri éemu ”tockica” oznacava standardni skalarni produkt vektora u R2.

Zadatak 41.
Zadana je funkcija f(z,y) = In(z — 3y). Odredite gradijent i diferencijal funkcije f u tocki (7,2).
Pomoc¢u diferencijala odredite pribliznu vrijednost funkcije f u tocki (6.94,2.05). Kolika je greska

kod te aproksimacije?

Rjesenje.
Najprije odredimo parcijalne derivacije funkcije f.

1 -3

fiﬁ(x7y) = mﬂ fy(w,y) = z — 3y

Gradijent i diferencijal funkcije f u tocki (7,2) jednaki su

V(7,2) = fo(7,2)i + £,(7,2)]
df(7,2) = f.(7,2)dz + £,(7,2) dy

Kako je f»(7,2) = 11i f,(7,2) = —3, slijedi da je

Vf(7,2) =7—3]
df(7,2) =dx — 3dy

Da bismo priblizno odredili vrijednost funkcije f u tocki (6.94,2.05), najprije izracunamo vrijednost
funkcije u tocki (7,2), a zatim ocijenimo prirast funkcije u tocki (7,2) za pomake Ax = —0.06,

Ay = 0.05 pomocu diferencijala df(7,2). Naime, znamo da za male Az i Ay vrijedi

Af(xo,y0) = df(zo,y0)(Az, Ay),

odnosno

f(wo + Az, yo + Ay) — f(wo,y0) = fz(z0,%0) - Az + fy(70,%0) - Ay.

Iz posljednje relacije dobivamo da je

f(@o + Az, yo + Ay) = f(xo,y0) + fo(20,y0) - Az + fy(z0,y0) - Ay.
U nasem slucaju je g = 7, yo = 2, Ax = —0.06, Ay = 0.05 pa dobivamo

£(6.94,2.05) ~ f(7,2) + f2(7,2) - (—0.06) + f,(7,2) - 0.05.
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Kako je f(7,2) =0, f2(7,2) =1, f,(7,2) = =3, slijedi
£(6.94,2.05) ~ 0+ 1- (~0.06) + (—3) - 0.05 = —0.21.

Dakle, pomoc¢u diferencijala smo dobili da je vrijednost funkcije f u tocki (6.94,2.05) priblizno
jednaka —0.21. Toc¢na vrijednost funkcije u tocki (6.94,2.05) je

£(6.94,2.05) = In (6.94 — 3-2.05) = In 0.79 ~ —0.23572233

Uocavamo da je aproksimacija to¢na na jednu decimalu.

Napomena. Diferencijabilnost realnih funkcija n realnih varijabli definira se na analogni nacin
kao i diferencijabilnost realnih funkcija dvije realne varijable. Svi teoremi i napomene koje smo
spomenuli za diferencijabilnost realnih funkcija dvije realne varijable analogno se prenose na realne
funkcije n realnih varijabli. Na primjer, ako je u = f(z,y, 2) realna funkcija tri realne varijable,

njezin diferencijal u tocki (x¢, yo, z0) se ra¢una po formuli

du(zo, yo, 20) = uz(x0, Yo, 20) dz + uy(x0, Yo, 20) dy + uz(x0, yo, 20) dz,

a gradijent u tocki (zo, yo, z0) je vektor

Vu(zo,yo,20) = (Uz(woayo,zo), uy (0, Yo, 20), uz(fﬁmyo,zo))-

Teorem. Neka je z = f(x,y) realna funkcija dvije realne varijable i pretpostavimo da varijable x i

y ovise o parametru t, tj. x = x(t) i y = y(t). Tada je

dz_@z dez 0z %

At dx At dy At

Teorem. Neka je u = f(x,y,2) realna funkcija tri realne varijable i pretpostavimo da varijable x,

y 1 z ovise o parametru t, tj. x = z(t), y = y(t) i z = 2(t). Tada je
du  Ou dz  Ou dy  OJu dz

At~ ox dt

Jy dt | 9z dt’

Teorem. Neka je z = f(x,y) realna funkcija dvije realne varijable i pretpostavimo da varijable x i

y ovise o dva parametra u i v, tj. v = x(u,v) iy = y(u,v). Tada je

0z 0z Ox 0z 0Oy 0z 0z Ox 0z Oy

Bu 0z Ou oy ou Gv 9r Ov By v
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Zadatak 42.

Izracunajte d“ ako je u = In (sm f) gdje je x = 3t2, y = V12 + 1.
Rjesenje.
Zadatak ¢emo rijesiti koriStenjem formule % = %Z . %—f + g—Z . %.
ou 1 x 1 1 x
=7 Cs—-—=—ctg—
Or  sin 7 VY VY Y VY
ou 1 x —x —x x
S = ———F 'C0s——" = ctg —
Jdy  sin i VY 23 243 VY
d d 1 t
dr g A1,
dt dt 2V/t2 +1 211

__ Ou dm ou dy .
Uvrstavanjem u formulu 4 Pl Sy dr dobivamo

dv _ 1 e ™ Cgi bt e (6_36)
dt Wy f 213 Vi2+1 Y Yy w2 +1)
Kako je . = 3t i y = V12 + 1, slijedi
du ¢ e 3¢ (6_ 32 )
dt J/Vetr1 Ve +l W2+ 1-V12 +1

t 9t2 4+ 12 32 ot3 + 12t 32

= . - ct = c
VEr1 2rv2 TP YEyd 2(#2 +1)4 ST

Zadatak 43.

Izracunajte d“ ako je u = \/ﬁ, gdje je x = Rcost, y = Rsint, z = H za neke konstante R i H.
z24y

Rjesenje.

_Ou dz | Ou dy , Ou  dz :
Zadatak ¢emo rijesiti na dva naé¢ina, pomoéu formule < T=% Gt oy at T o:ar i bez koristenja

te formule.
Ou —xz ou —yz Ou 1
Or (22442 Oy (@24y?2): O 2Pty
dz . dy dz
E——Rsmt, T = Rcost, E_O

_ Ou dm Ou _ dy du _ dz
Uvrstavanjem u formulu 4 Pl Sy ar T o dobivamo

— 1 Rsint — yzRcost
—Rsint)—l— vz - Rcost + Sl

& (a2 922 (e + 4?)7 Ve (a2 )
Kako je © = Rcost, y = Rsint, z = H, slijedi

du —xz
(

du _ Rcost-H-Rsint — Rsint- H - Rcost
dt (R%cos?t + R2sin? t)%
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Drugi nacin na koji mozemo rijesiti zadatak je da odmah u funkciju v = Z__ yvrstimo x = Rcost,
g ] j ] j T
z2+y

y = Rsint, z = H nakon ¢ega dobivamo funkciju jedne realne varijable ¢ koju zatim deriviramo po

t koristeéi poznata pravila za deriviranje realnih funkcija jedne realne varijable.

H

_ z _ _ H
Vo2 +y?2 /R2cos?t + R2sin?t |R|

U
= const. aje — =0.

Zadatak 44.
dz 2

Izracunajte o 1 4 ako je 2 = arctg £ iy = a°.
Rjesenje.
Funkcija z je realna funkcija dvije realne varijable x i y pa oznaka ~ predstavlja parcijalnu derivaciju

funkcije z po varijabli x.

0z 0 ( ‘ y) 1 —y —y
arc = =« —— =
or Oz & 1+ (E)Q 2 x4y
€T

Ako u funkciju z = arctg ¥ yvrstimo y = 2, dobit ¢emo realnu funkciju jedne realne varijable z pa
oznaka = predstavlja derivaciju tako dobivene funkcije.
x? dz 1

z = aur(:tgg = arctg — = arctgxr paje —=-—-
T T dz  1+22

dz dz 0z dy 2

. . . .. , _ 9z  dz )
Derivaciju gz mozemo izracunati i pomocu formule 3 = 9% - G7 + 8y qr- Naime, relacija y = z
nam daje ovisnost varijable y o varijabli x. Medutim, tu ovisnost mozemo uvodenjem nove varijable

t zapisati u obliku « = ¢, y = t2. Na taj nacin smo relaciju y = 22 prilagodili za koristenje formule

_ 0z . 9z  dy

dt =35 dt + &yt Kako je x = t, tada je dz = dt pa dobivamo

dz % dx + 0z dy
dt  ox Oy dt
@_%ggez%
dz Oz dx Oy dx

a0 02 dy
dz 0z 0Oy dz

Racunanjem dobivamo

0z 1 —y —y 0z 1 1 x dy 5
_— =/ = 5 5 _— =« — = 5 5 — = 4L
or 1+ (%) 22 22+ y? dy 1+ (%)2 x 22 +y? dz
pa zbog formule g— + g—; : gi slijedi
dz -y T 222 —y

_ — -2 —_.
dx x2—|—y2+a32—|—y2 T2
Kako je y = 22, kona¢no dobivamo
dz 22 — 22 B x? 1
dv 22 +2*  22(1+22) 1+22
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Zadatak 45.

Izracunajte % i g—; ako je z = arctg %, T =usinv, y = ucosv.

Rjesenje.
Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina, pomoc¢u formula

0: _0: or 0s by 0:_ 0z ox 02 3y
ou Ox Ou Oy Ou’ ov  Or Ov Oy Ov

i bez koristenja tih formula.

0z 1 1 Y 0z 1 —x —x

A T a2 o 220 T T N2 .2 2.2

Ox 1+ (2 vy 2ty dy 1+ (2)° v 2ty

Ox =sinv 0r _ U COS U %y _ COS v %y _ usin v

ou ’ ov ’ ou ’ ov
Uvrétavanjemuformulu%z%-%—{—g—;-%ikoriétenjem relacija x = usinv i y = ucosv slijedi

0z Y no 4 —x 1 ( ) )

— = —"—— sinv+ —— -cosv = ——— (ysinv — xcosv) =

ou  x2+y? x? +y? 242V

1

=5 55 (ucosvsinv—usinvcosv)zo.
u” sIin“ v + u“ cos“ v

Uvrstavanjem u formulu % = % . % + g—; . % i koristenjem relacija © = usinv i y = ucosv slijedi

0z  y —x

%77332—#?;2' -(—usinv):

Zrr (yu cos v + zu sin v) =
Tty

= 3 CPD) (COS2’U+SiD2U):1.
U sSIn“ v + u“ cos“ v

Drugi nac¢in na koji mozemo rijesiti zadatak je da odmah u funkciju z = arctg g uvrstimo x = usinv,

1y = ucos v nakon ¢ega dobivamo funkciju dvije realne varijable u i v koju zatim parcijalno deriviramo

po u i v koriste¢i poznata pravila za parcijalno deriviranje.

T u sin v
z = arctg — = arctg = arctg (tgv)
y UCoS v
82_0 0z 1 r 1 r cos? v 1 _1
du 7 Ov  1+tg?v cos?v 1y smiv cos’v  cos?v+sin’v cos?u
COsS“ v
Zadatak 46.
Odredite % i g—; ako je z = f(u,v) iu=1a2—1y> v=e".
Rjesenje.

Prema formulama za parcijalno deriviranje slozenih funkcija slijedi
0= 0z ou 0z 0w
dr Ou O0r Ov Ox

0z 0z Ou 0z Ov
a9, 2, o a.. = Ju ’ (-2 v ) . xy:_2 u ) xyv )
Jdy Ou Oy * ov 0Oy Fulw,0) - (=2y) + fu(u,v) - e yfulu,v) + ze™ fy(u, v)

= fulu, ) - 2z + fo(u,v) - ye™ = 2 fu(u, v) + ye™ fu(u, v)
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Zadatak 47.

Dokazite da funkcija z = go(x2 + y2) zadovoljava jednadzbu y — g2 6y = 0.

Rjesenje.
Uvodimo supstituciju t = 22 + y? pa je tada z = ¢(t). Nadalje, prema formulama za parcijalno
deriviranje slozenih funkcija slijedi

0z dz Ot ,

R )20 =2 I (2 2

or dt Oz p(t) 2z :cgo(x +y)

0z dz Ot , i/ 9 . o9
9~ At 9y ¢ (t) - 2y = 2y (2% + y*)

pa dobivamo
0z 0z
Vo~ Tgy =Y 220 (@ +Y) —a 2y (e ) = 0.

Derivacija implicitno zadane funkcije — sluéaj jedne nezavisne varijable.

e Akoje f(z,y) =01 fy(z,y) # 0, tada je % _ fx(x Y)

fy(z,y)
dz  fy(z,y)
e Akoje f(x,y) =01 f(z,y) #0, tadajed—y fz(% )

Derivacija implicitno zadane funkcije — slu¢aj dvije nezavisne varijable.
0z Fy(z,y,2

0 F
e Ako je F(x,y,z) =01 F,(x,y,2) # 0, tada je o _ M i :—7).
Ox Ty, 2 )

Fi(z,y,2)
. . . Oy Fy(z,y,2) .0y _ F.(z,y.2)
Ak F = F, tad 27 T\ H A - _ )
hd o Je (‘Tayvz) 01 l/(‘r7y7'z) 75 07 ada je O Fy(IE Y, 2 ) i Oz Fy(:!:,y, Z)
. : . Ox  Fy(z,y,2) . Ox F.(z,y,2)
Ak F =01F, tad % _yhYE) =— —
e Ako je F(z,y,2z) =01 Fy(z,y,2) # 0, tada je 8y Fo(2,9,2) i Fo(2,9,2)

Zadatak 48.
Izracunajte g—gyc de ako je (:E +y ) 3(3:2 + y2) +1=0.

Rjesenje.
Pokazat ¢emo tri razli¢ita pristupa racunanJa . Prvi od tih nacina je da zadanu jednakost derivi-

ramo po z pri ¢emu na varijablu y gledamo kao na funkciju od z, tj. y = y(z).
2 2\3 2 2 d
-3 1=0/—
(% + %) (2% +9°) + /dx
3(562 + y2)2(2x + 2yy’) — 3(2x + ny/) =0

(21‘ + 2yy’) (3(x2 + y2)2 - 3> =0

2yy’ = —2x
y ="
Y
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Dakle, d—gyc = —g. Drugi na¢in na koji mozemo odrediti g—y jest da izraz na lijevoj strani jednakosti

shvatimo kao realnu funkciju dvije realne varijable i pritom koristimo formulu dy = %

fz,y) = (x2 + y2)3 — 3(962 + y2) +1

fz(ﬂv,y):?)(:vz—i—y) - 2x — 6x = 61 - [x —I—y — }
Fyle.y) = 3(22 +y?)* -2y — 6y =6y - |( [:vQ —1}
% B Fulz,y) B 6x - [(m2+y2)2 — 1] _

x
de fy(z,y) 6y - {(332 +y2)2 B 1] ;

Treéi nacin je diferenciranje zadane jednakosti, tj. rac¢unanje totalnog diferencijala korak po korak,

koristeci se pravilima diferenciranja koja su analogna pravilima deriviranja.
(2 +y?)° =32 +4?) +1=0/d
a( (@ +2)" = 3(a? +4) +1) = d(0)
d((gc2 + y2)3> _ d(3(x2 v y2)) +d(1) =
3(22 +4%) % d(2® +4%) —3d(a? +4%) +0=0
3(2? + ) (2x dz + 2y dy) — 3(2z dz + 2y dy) = 0
62(2° + ) dw + 6y(2° + ) > dy — 6z dz — 6y dy = 0
6x[($2 +y?)? - 1}dx + 6y[(z:2 +y?)? - 1}dy —0
6y[(x2 +y?)? - 1]dy - —6:5[(:52 +y?)? - 1}dx

dy = ——dz

x
Yy
Znamo da se totalni diferencijal realne funkcije y = f(x) jedne realne varijable rac¢una po formuli
dy = v/ dz iz cega slijedi da je 3/ = —Z.

.. . . . ~ . ~ . ~ . 2
Nakon §to smo odredili g—g na neki od gore opisanih nacina, mozemo krenuti racunati 372.

da? ~ dz

Y

d?y d ( a:)__l-y—a:y’__y—w'_yz _a:2—i—y2
y? y? y3

Zadatak 49.

Odredite % i @ ako je 22 —2y2 4+ 322 —yz +y = 0.

Rjesenje.

Pokazat éemo tri razli¢ita pristupa rac¢unanja % i g—z. Prvi od tih nacina je da zadanu jednakost

parcijalno deriviramo po x i y pri ¢emu na varijablu z gledamo kao na funkciju dvije varijable z i

Y, tj. z = z(z,y).
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0 0
x2—2y2+322—yz—|—y:0/ x2—2y2+3z2—yz+y=0/

Oox oy
0z 0z 0z 0z
2x+6za—x—y%—0 _4y+6267y_z_y87y+1_0
0z 0z
YY) =2 —y)=— =4 -1
(62 —y)5 z (62 y)ay y+2
0z 2z 0z dy+=z-1
oxr 6z—y oy  6z—y

Drugi nacin na koji mozemo odrediti % i g—z jest da izraz na lijevoj strani jednakosti shvatimo kao

_Fz(x7yvz) 1 @ — _Fy(xvyvz)
Fe(zy,2) ~ Oy Fe(zy,2)°

realnu funkciju tri realne varijable i pritom koristimo formule % =

F(z,y,2) =2> -2y + 32> —yz +y
Fy(z,y,z) = 2z, Fy(z,y,z) = -4y —z + 1, F.(z,y,2z) =6z—y
0z F, —2z 0z Fy, 4dy+z-1

Fr

Fzzﬁz—y’ dy  F. 62—y

Treéi nacin je diferenciranje zadane jednakosti, tj. rac¢unanje totalnog diferencijala korak po korak,

koriste¢i se pravilima diferenciranja koja su analogna pravilima deriviranja.

=27 +322 —yz+y=0/d
d(z? - 2y* + 322 —yz +y) = d(0)
d(z%) —d(2y?) +d(32*) —d(yz) +dy =0
2cdx —4ydy + 62dz — zdy —ydz+dy =0

(6z—y)dz = —2zdz+ (dy+2z—1)dy

-2 4 —1
T dx + ytez

dz =
6z —y 6z —y

dy
Znamo da se totalni diferencijal realne funkcije z = f(x,y) dvije realne varijable rac¢una po formuli
dz = % dz + g—; dy iz cega slijedi da je

0z —2x 0z 4y+z2-1

0z 6z—y’ dy  6z—y

Napomena. U prethodna dva primjera su pokazana tri razli¢ita nacina racunanja parcijalnih
derivacija implicitno zadane funkcije. U preostalim zadacima ovog tipa ne¢emo vise pokazivati sva
tri nacina, nego ¢emo uglavnom koristiti drugi nac¢in koji je nekako najjednostavniji za ra¢unanje
i razumijevanje. Uostalom, u sva tri spomenuta nacina sve se nekako vrti oko formule za totalni
diferencijal, samo je razlika u tehnici ra¢unanja koja nas dovodi do rjeSenja problema. Iza svake od
spomenutih tehnika ra¢unanja stoji odredena teorija koja garantira njihovu ispravnost, ali mi ovdje

ne¢emo dublje ulaziti u tu teoriju.
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Zadatak 50.
Neka je F(§ 3) = 0, gdje je F diferencijabilna funkcija. Dokazite da tada vrijedi 222 + yg—; = z.

z)z ox
Rjesenje.
Ako stavimo u = £ i v = ¥, tada iz jednakosti F(2,%) = 0 dobivamo F(u,v) = 0. Pritom,

z)

e na funkciju F' gledamo kao na realnu funkciju dvije varijable u i v

e na u i v gledamo kao na funkcije tri varijable z, y i 2, tj. u(z,y,2) = £ iv(z,y,2) = 2

0

e u jednadzbi x5% + yg—; = z na z gledamo kao na realnu funkciju dvije varijable x i y

Funkcija z je implicitno zadana preko jednadzbe F (%, %) = 0 pa moramo pronadi njezine parcijalne
derivacije po formulama za parcijalno deriviranje implicitno zadane funkcije, tj.

0z F, 0z I,

5~ R dy F

Da bismo izracunali F}, F, i F}, koristimo formule za parcijalno deriviranje sloZene funkcije.

OF Ou OF O0Ov 1 1
Fp=o 4+ . Z4F.0=-F
T u 6w+ Oov Ox “ z+ v z "
OF Ou OF Ov 1 1
r=— —+——=F,-0+F,-—=-F,
Y ou oy + ov Oy w Ot z v
OF Ou OF Ov -z -y x Y
F=-—.22 " =~ _p."4F. .2 _"F - 2F
* du 82+821 0z wog ti 22 227" 27
Stoga je
oxr  F.  —%F,—%F, zF,+yF,
8z  F, 1F, _ zF,
oy F, —%F,— %F, xF,+yF,
pa slijedi
0z n 0z rzF, N yz F, z(xFy + yFy)
[ - = = =
or y(?y zF,+ylk, x«F,+yF, zF, +yF,
Zadatak 51.

Dokazite da je % + %Z =1 ako je 2sin (z + 2y — 3z) = x + 2y — 3z.
Rjesenje.
Funkcija z je implicitno zadana jednadzbom
2sin (v + 2y — 3z) =z + 2y — 3z.
Ako prebacimo sve ¢lanove na lijevu stranu, dobivamo
2sin(z+2y —3z) —2 — 2y + 32 = 0.

Definiramo funkciju F(z,y,z) = 2sin(x 4+ 2y — 3z) —  — 2y + 3z i pronademo njezine parcijalne

derivacije.

Fy=2cos(x+2y—3z)—1, F,=4cos(x+2y—32z)—2, F,=—6cos(zx+2y—32)+3
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Parcijalne derivacije funkcije z su tada jednake

0z F, 1—2cos(z+2y—32) 0z  F, 2—4cos(z+2y—3z)

dr  F. 3—6cos(x+2y—32) dy  F. 3—6cos(x+2y—32)

Kona¢no dobivamo

dz 0z 1—2cos(x+2y—3z) 2—4cos(x+2y—3z) 3—6cos(z+2y—3z)

%+87y_3—6005(x+2y—32) 3—6cos(z+2y—3z) 3—6cos(z+2y—32)

Zadatak 52.
Nadite dz ako je 2% + 9% + 22 = a2,

Rjesenje.

Primijenimo operator diferenciranja d na obje strane zadane jednadzbe.

x2+y2+z2:a2/d
d(a:2+y2+z2) :d(a2)
2zdx + 2ydy +22dz =0
22dz:—2xdx—2ydy/:22

dz:ffdxfydy
z z

Drugi nacin je da se sjetimo formule za racunanje totalnog diferencijala realne funkcije dvije varijable.
dz = —dor+ —dy Q)
T Y

Medutim, funkcija z je zadana implicitno jednadzbom z? + y? + 22 = a?. Prebacimo li sve ¢lanove
na lijevu stranu, dobivamo 2 + 32 + 22 — a? = 0. Definiramo funkciju F(z,y, 2) = 22 +y? + 22 — a®.

Njezine parcijalne derivacije su
F, =2x, F, =2y, F, =2z
Prema formulama za parcijalno deriviranje implicitno zadane funkcije slijedi

dx — F. 22 F. 22z

0z F, 2z x 0z Fy, 2y Yy
z oy F, 2z z

pa uvrstavanjem dobivenih parcijalnih derivacija u () dobivamo

dz:—gdx—ydy.
z z

Zadatak 53.

Odredite %, g—;, %, % ako vrijedi 2% — zy? + ysinz —zzlny + 2 = 0.
Rjesenje.

3

Definiramo funkciju F(z,y,z) = 2® — zy? + ysinz — 2z Iny + 2 i odredimo njezine parcijalne

derivacije.

1
Fp =32 —y*> - Yzlny, F :—2:Uy—|—sinz—§%, FZ:ycosz—fxz_glny
Yy y 3
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Prema formulama za parcijalno deriviranje implicitno zadanih funkcija dobivamo

0z Fx_73$2—y2—€/5lny _ y*+ Yzlny — 327

Oz F Yy Ccosz — %a:z_%lny ycosz—%xz_%lny
9z F, —2xy+sinz—§\3/2_ 2:py—sinz+§\3/2
dy r Y Ccos z — %:Uz_%lny ycosz—%xz_%lny

dy Iy 322 —y? — Yzlny  y*+ Yzlny — 3z?

ox  F, —2$y+sinz—%{7§_—2xy+sinz—%\3/§
oy _ F,  ycosz-— %xz_%lny _ —ycosz+ %xz_%lny
0z  F, —2$y+sinz—§€/§_ —2acy+sinz—§\3/5

Teorem. Ako derivabilna funkcija z = f(x,y) ima lokalni ekstrem u tocki (xo,y0), tada su obje

parcijalne derivacije fy i fy u tocki (xg,yo) jednake 0, tj. V f(zo,yo) = 0.

Postupak trazenja lokalnih ekstrema realne funkcije dvije varijable. Neka je z = f(z,v)
realna funkcija dvije varijable kojoj trazimo lokalne ekstreme. Pretpostavljamo da je funkcija de-
rivabilna na svojoj domeni jer je moguce da funkcija u nekoj tocki ima lokalni ekstrem, a da u toj
tocki nije derivabilna pa onda takav lokalni ekstrem ne mozemo ”uhvatiti” pomocu dolje opisanog
algoritma. Tocke iz domene u kojima funkcija nije derivabilna treba posebno ispitati. Medutim, u
zadacima koje ¢emo raditi, nase funkcije ¢e uglavnom biti derivabilne na svojoj domeni, ali uvijek

treba imati na umu i tocke u kojima funkcija nije derivabilna.

(i) Najprije odredimo parcijalne derivacije f, i f, funkcije f, a nakon toga rijesimo sustav

fx(xa y) =0
fy(fp,y) = 0
RjeSenja tog sustava zovemo stacionarnim tockama, a te tocke su upravo kandidati za lokalne

eckstreme.

(ii) Odredimo parcijalne derivacije drugog reda frz, fzy, fyy i formiramo Hesseovu determinantu

Jea(2,y)  fry(2,y)
fxy(xv y) fyy(xay)

(iii) Pomoéu Hesseove determinante ispitujemo karakter stacionarnih toc¢aka. Neka je (xo,yo) sta-

H(x7y) =

cionarna tocka funkcije f.

e Ako je H(zo,y0) < 0, tada funkcija f u tocki (xo, yo) nema lokalnih ekstrema, tj. (xo,yo)

je sedlasta tocka funkcije f.
e Ako je H(xo,y0) > 0, tada funkcija f u tocki (xg,yo) ima lokalni ekstrem, i to
— lokalni minimum, ako je fu.(xo,y0) > 0,
— lokalni maksimum, ako je fz.(z0,y0) < 0.

e Ako je H(zp,yo) = 0, tada opisani postupak ne daje odgovor pa treba provesti daljnja

ispitivanja. Neke od tih ispitivanja ¢emo pokazati na konkretnim zadacima.

48



Zadatak 54.
Odredite lokalne ekstreme funkcije z = 2* + y* — 222 + 42y — 292,

Rjesenje.

Najprije odredimo parcijalne derivacije funkcije z.

2p = 4x — 4z + 4y
zy:4y3—|—4x—4y

Nakon toga izjednac¢imo parcijalne derivacije s nulom

42 — 4z +4y =0 (1)
4y + 4o —4y =0 (2)

i rjesavamo dobiveni sustav. Zanimaju nas samo realna rjeSenja. Zbrajanjem jednadzbi dobivamo

423 + 4% = 0
y3 = —aB
y> = (—x)®
Yy=-—-x

Uvrstimo li y = —x u (1), dobivamo

47 —dr +4- (—2)=0/:4
3

r—xz—x=0
2> — 22 =0
:):(302—2):0

pa imamo tri rjesenja x1 = 0, zo = /2, x3 = —v/2. Kako je y = —z, slijedi da je y1 = 0, y2 = —/2,
y3 = v/2. Dobivena rjesenja zadovoljavaju takoder i jednadzbu (2) pa imamo ukupno tri stacionarne

tocke
z1 T2 Y2 x3 Y3

0,0), (vV2,-v2), (-v2.v2).

Dobivene stacionarne tocke su kandidati za lokalne ekstreme. Odredimo parcijalne derivacije drugog
reda funkcije z.

Zpr = 1227 — 4, zpy =4, 2y, =12y —4
Nakon toga ra¢unamo vrijednosti Hesseove determinante

1222 — 4 4
4 12y2 — 4

Zx:]c(l‘,y) ny(éb,y)
Zoy(T,y)  2yy(2,y)

H(xay) =

u stacionarnim tockama. Kako je

(v —ve) =2

0 =384>0 i 25,(V2,—V2)=20>0,

funkcija z u tocki (\f , —ﬁ) ima lokalni minimum koji iznosi
2(V2,—V2) = V2 (= v2) —2. V2T d VR (= V2) =2 (= V2) = -8,
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Nadalje, zbog

H(-V2,V2) =

24O|:384>0 i 2 (— V2,V2) =20 >0,

funkcija z u tocki (\f —5 ) takoder ima lokalni minimum koji iznosi
4 2
H(=vV2,V2) = (=v2) ' +v2 =2 (=v2)P +4 (—-V2) V2 -2-V2 = -8
Za stacionarnu tocku (0,0) u ovom sluc¢aju imamo problem jer je

-4 4
—4

H(0,0) = =0

pa ovaj postupak ne daje odgovor o karakteru stacionarne tocke (0,0). Stoga treba provesti daljnja
ispitivanja. Vrijednost funkcije u tocki (0,0) jednaka je z(0,0) = 0. Ako bi u tocki (0,0) funkcija z
imala lokalni minimum, tada bi morala postojati okolina oko tocke (0,0) na kojoj bi funkcija bila
> 2(0,0) = 0. Ako pak bi u tocki (0, 0) funkcija z imala lokalni maksimum, tada bi morala postojati
okolina oko tocke (0,0) na kojoj bi funkcija bila < 2z(0,0) = 0. Pokazimo da u oba slucaja takva

okolina ipak ne postoji iz cega ce slijediti da je (0,0) sedlasta tocka funkcije z.
Ako smo jako blizu tocke (0,0), npr. na pravcu y = z, tada je
2(zyx) =at ot =202 4 dr w227 =221 > 0

iz ¢ega zakljutujemo da funkcija z u tocki (0,0) nema lokalni maksimum. Ako smo jako blizu tocke

(0,0), npr. na pravcu y = —z, tada je
2(z,—x) =2t + (—2)* = 22% + 4o - (—2) — 2 (—x)? = 22" — 82 = 22%(2® —4) <0

zbog toga §to je 2 — 4 < 0 kada je z blizu 0. Zakljuéujemo da funkcija z u tocki (0,0) nema niti
lokalni minimum. Kako funkcija z u stacionarnoj tocki (0,0) nema niti lokalni minimum, niti lokalni

maksimum, slijedi da je (0,0) sedlasta tocka funkcije z.
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Zadatak 55.
Odredite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = e*Y (302 — 2y2).

Rjesenje.

Najprije odredimo parcijalne derivacije funkcije f.

folz,y) = eV (a? — 2y%) + " Y- 22 = "7V (2? — 2y* + 21)
fy(m,y) = =" (2% = 2%) + €Y - (—dy) = " (—2® + 2 — dy)

Nakon toga izjednac¢imo parcijalne derivacije s nulom i rjeSavamo sustav

et Y (:U2 — 2%+ 233) =0
"V (- 2 + 22 — 4y) =0

Kako je uvijek e*~¥ # 0, podijelimo obje jednadzbe s ¢*~Y i dobivamo

22 —22 422 =0 (3)
—2? 4+ 2% — 4y =0 (4)

Zbrajanjem jednadzbi (3) i (4) dobivamo

20 —4y =0
2z =4y
=2y

Uvrstavanjem = = 2y u jednadzbu (3) slijedi

(29)° 22 +2-2y=0
4y? — 2% + 4y =0

2% +4y =0
2y(y+2)=0
paje y1 =0, y2 = —2. Zbog x = 2y mora biti 1 = 0, o9 = —4. Dobili smo dvije stacionarne tocke

r1 Y1 T2 Y2

(0,0), (—4,-2).

Dobivene stacionarne tocke su kandidati za lokalne ekstreme. Odredimo parcijalne derivacije drugog

reda funkcije f.

faoz(z,y) =7 (:B2 — 2% + 2z) + " Y (20 4+ 2) =Y (m2 — 2% +dx + 2)
fay(z,y (x2 — 2% + 2z) + eV (—4dy) ="V (- 22+ 2% — 2z — 4y)
fyy(x,y V(- 2 + 2% — dy) + "V (dy — 4) = exfy(a;z — 2% + 8y — 4)

)= e
)= e

Nakon toga ra¢unamo vrijednosti Hesseove determinante

fea(T,y) fa:y(xay)

Hiz,y) = fzy(%y) fyy(xay)

o1



u stacionarnim tockama. Kako je

2 0
0 —4

J22(0,0)  fay(0,0)
Fey(0,0) fyy(0,0)

slijedi da funkcija f u tocki (0,0) ima sedlo. Nadalje, zbog

fﬂm(_4v _2) fxy(_47 _2)
fay(=4,=2)  fyy(—4,-2)

faox(—4,—2) = —6e72<0

H(0,0) = = -8<0,

—6e2 8e 2

_ —4
8e=2  —12e2 =8 >0

H(—4,-2) =

slijedi da funkcija f u tocki (—4, —2) ima lokalni maksimum koji iznosi

f(—4,-2) = e D ((—4)2 — 2. (-2)?) =872

Zadatak 56.
Nadite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = z* + y*.

Rjesenje.
Parcijalne derivacije funkcije f su fo(z,y) = 423, f,(z,y) = 4y>. Izjednacimo li parcijalne derivacije

s nulom, dobivamo sustav

koji ima samo jedno rjesenje x = 0, y = 0. Dakle, dobili smo samo jednu stacionarnu toc¢ku (0, 0).

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f jednake su

foa(z,y) = 12x2a foy(z,y) =0, fyy(z,y) = 121/2
pa je Hesseova determinanta jednaka

Jea(®,y)  fay(2,y)
fxy($7y) fyy(xay)

1222 0
0 1292

H(l‘,y) =
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Kako je u stacionarnoj tocki (0,0) vrijednost Hesseove determinante

0 0
0 0

)l

H(0,0) =

treba provesti daljnja ispitivanja. Uoc¢imo da je f(0,0) = 0 i f(z,y) = 2* +y* > 0 za svaki
(z,y) € R2\ {(0,0)} pa u (0,0) funkcija f ima strogi lokalni minimum koji je ujedno i njezin glo-

balni minimum.

Zadatak 57.

Nadite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 2.

Rjesenje.
Parcijalne derivacije funkcije f su fy(z,y) = 2z, fy(z,y) = 0. Izjednac¢imo li parcijalne derivacije s

nulom, dobivamo sustav

koji ima beskonactno mnogo rjesenja: x = 0, y € R. Dakle, dobili smo beskona¢no mnogo stacionar-

nih tocaka (0,y), gdje je y € R. Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f jednake su

fea(,y) = 2, fmy(fﬁay) =0, fyy(way) =0
pa je Hesseova determinanta jednaka

2 0
0 0

fea(m,y) fwy(xay)
fey(@y)  fyy(z,y)

H(z,y) = =10 =
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Specijalno, u svakoj stacionarnoj tocki (0,y) je H(0,y) = 0 pa treba provesti daljnja ispitivanja za
svaku stacionarnu tocku (0,y). Kako je f(0,y) =01 f(z,y) = 2% > 0 za svaki (z,y) € R?, slijedi da
u svim tockama (0,y) funkcija f ima lokalne minimume koji su ujedno i njezini globalni minimumi,

ali ti minimumi nisu strogi.

Zadatak 58.
Odredite lokalne ekstreme funkcije g(x,y) = (ey + 1) cosx — yeY.
Rjesenje.
Parcijalne derivacije funkcije g jednake su
go(z,y) = —(e¥ + 1) sinz
gy(x,y) =€Ycosax — e’ —ye¥ = ey(cosa: —y — 1)
Izjednacimo parcijalne derivacije s nulom i dobivamo sustav
f(ey + 1) sinz =0
ey(cos:r:—y — 1) =0
Kako je uvijek e¥ +1 # 0 i e¥ # 0, promatrani sustav je ekvivalentan sa sustavom
sinz =0
cosr—y—1=0
Iz prve jednadzbe dobivamo x = kx, k € Z. Uvrstimo li x = k7 u drugu jednadzbu, dobivamo
coskn—y—1=0
(-DfF—y—1=0
y=(-1)F-1
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Dobili smo beskona¢no mnogo stacionarnih tocaka oblika
(kr, (-1)F = 1), keZ

Kako bismo lakse odredili karakter stacionarnih tocaka, podijelit ¢emo ih u dvije grupe u ovisnosti

o tome da li je k paran ili neparan cijeli broj. Naime, vrijedi

0, ako je k paran broj
(L1 1= jekp X
—2, ako je k neparan broj

pa dobivamo dvije skupine stacionarnih tocaka
(2km,0), ((2k+ 17, —2), keZ
Parcijalne derivacije drugog reda funkcije g jednake su

Joa(z,y) = — (€ + 1) cos z, Gzy(x,y) = —€¥sinz
Gyy(z,y) =€¥(cosz —y —1) +e¥ - (—1) = e¥(cosz — y — 2)

pa je Hesseova determinanta jednaka

—(eY+1)cosx —eYsinz
H(z,y) = ( .) :
—eYsinx ey(cosx—y—Q)
Kako je
—(€” + 1) cos (2km) —eYsin (2kT) 0

H(2km,0) = '

—eYsin (2kT) e?(cos (2km) — 0 — 2) B
9uz(2km,0) = =2 <0
slijedi da funkcija g u svim tockama (2k7r, O) ima lokalne maksimume za svaki k € Z.
9(2km,0) = (” + 1) cos (2km) — 0 =2
Dakle, u svim tockama (Zkﬂ', 0) lokalni maksimumi su jednaki 2. Nadalje, zbog

_[FEP e yeos(@rann) e Tsm(@han) |
H((2k+1)7r’ _2)_ —e 2gin ((Qk—i-l) ) 672(COS ((2k+1) ) (=2) - 2) -

slijedi da su tocke ((2k + 1), —2) sedlaste tocke funkcije g za svaki k € Z.

Konacno, zaklju¢ujemo da funkcija g ima beskona¢no mnogo lokalnih maksimuma, ali isto tako i
beskonaéno mnogo sedlastih toc¢ki. Nacrtamo li graf zadane funkcije u Mathematici na malo vecoj

domeni pomoc¢u naredbe

Plot3D[(E"y + 1) Cos[x] - y E"y, {x, -15, 15}, {y, -6, 3},
AxesLabel -> {"x", "y", "z"},

PlotRange -> {Automatic, Automatic, {-39, 3}},

BoxRatios -> {2, 1, 1.5}, ClippingStyle -> Nonel
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dobivamo sliku

na kojoj mozemo uociti lokalne maksimume u tockama (2k7r, O), ali sedlaste tocke ((2k + 1), —2)
nisu tako uocljive. Stovise, gledajuéi gornju sliku, ¢ak bismo se usudili reé¢i da osim tocaka (2k7r, 0)
postoji jos tocaka u kojima funkcija g ima lokalne ekstreme, a da sedlastih to¢aka uopée nema. No,

moramo biti oprezni jer nas slika moze prevariti.

Nacrtamo li graf zadane funkcije u Mathematici u okolini sedlaste tocke (m, —2) pomoc¢u naredbe

Plot3D[(E"y + 1) Coslx] - y E7y, {x, 1, 5}, {y, -2.5, -1.5},
AxesLabel -> {"x", "y", "z"}]

dobivamo sliku

na temelju koje mozemo donijeti jos gori zakljucak. Naime, ta slika nas jako podsjeta na sliku iz

prethodnog zadatka u kojemu smo promatrali funkciju f(z,y) = 22 pa bismo na temelju gornje slike
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mogli donijeti pogresan zakljucak da funkcija g ima beskona¢no mnogo lokalnih minimuma koji nisu

strogi minimumi.
Prijedemo li na parametarski oblik preko polarnih koordinata x = r cos ¢, y = rsin ¢, dobivamo da
ploha zadana eksplicitno sa z = (ey + 1) cosx — ye¥ ima parametarske jednadzbe

T=rcos¢, y=rsing, z:(ersmd’—i—l)cos(rcosd))—rersmd’sinqﬁ.

Koristeéi dobivene parametarske jednadzbe, nacrtamo u Mathematici graf funkcije g pomocu na-
redbe

ParametricPlot3D[{r Cos[\[Phil], r Sin[\[Phi]],
(1 + E~(r Sin[\[Phi]])) Cos[r Cos[\[Phi]l]l]1-E~(r Sin[\[Phil]) r Sin[\[Phi]l},
{r, 0, 6}, {\[Phi], 0, 2 Pi}, AxesLabel -> {"x", "y", "z"},
PlotRange —-> {Automatic, {-6, 2}, {-5, 3}}]

1 dobivamo sliku

na kojoj ipak mozemo jasnije uociti sedlaste tocke (— , —2) i (71, —2) ili barem naslutiti da na grafu

funkcije g postoje sedlaste tocke.

Poanta ovog malo duljeg razmatranja je da se slikama ne smije vjerovati u potpunosti. Mi smo
najprije egzaktnim matematickim postupkom dosli do lokalnih ekstrema i sedlastih toc¢aka funkcije
g, a zatim smo pokusali raznim trikovima te ekstreme i sedlaste tocke Sto vjernije vizualizirati.
Vidjeli smo da nije svaka vizualizacija opisivala vjerno stvarnu situaciju, a to nije ovisilo samo o
funkciji i domeni na kojoj smo ju crtali, veé i o na¢inu crtanja (u ovom primjeru smo koristili trik sa
polarnim koordinatama i prelazak na parametarski oblik). Nije uvijek jednostavno odabrati pravi
trik kojim ¢emo dobiti §to vjerniju sliku, a pogotovo nije dobro da sa slike donosimo neki zakljucak
bez stroge matematicke provjere ili dokaza. Slike nam mogu pomoéi u donoSenju zakljucaka, ali nas
isto tak u mnogim situacijama mogu jako prevariti. Stoga uvijek moramo najprije provesti strogi
matematicki postupak koji ¢e nas dovesti do ispravnog zakljucka, a tek nakon toga, kada smo sigurni

kakva je stvarna situacija, traziti trikove kojima ¢emo dobiti §to je moguée vjerniju sliku.
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Zadatak 59.
Odredite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = /22 4+ 92 + —15.

2y

Rjesenje.
Kako bismo §to lakse racunali parcijalne derivacije, a pogotovo parcijalne derivacije drugog reda,
umjesto funkcije f promatrat ¢emo funkciju
glz,y) =z +y* + %
=y
Naime, funkcije f i g, ukoliko imaju lokalnih ekstrema, postizu te ekstreme u istim tockama jer drugi
korijen je maksimalan (minimalan) akko je izraz pod drugim korijenom maksimalan (minimalan).

Uoc¢imo da u nas$im oznakama vrijedi

f(@,y) = Vg(z,y).

Trazimo lokalne ekstreme funkcije g. Njezine parcijalne derivacije jednake su
2 2
gx(xay)=2$—xTy2= gy(xvy)ZQy_xTyg'

Izjednacimo li parcijalne derivacije s nulom, dobivamo sustav

2
22— —55=0
ey
2
=T I
Svodenjem na zajednicki nazivnik dobivamo
:U4y2 -1 0
PR
Yy
22yt —1 —0
23
iz ¢ega slijedi da mora biti
1:4y2 —1=0
az2y4 —1=0
odnosno
aly? =1 (5)
w2yt =1 (6)

Oduzimanjem posljednjih jednadzbi dobivamo
A — 22yt =0,

a nakon izluc¢ivanja
x> (w2 - y2) =0.
Kako je produkt realnih brojeva jednak nula jedino ako je barem jedan od tih brojeva jednak nula,

zaklju¢ujemo da imamo ukupno tri slucaja:
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(i) z=0
Ovaj slucaj otpada jer sve tocke (x,y) kod kojih je = 0 nisu u domeni funkcije g, niti u domeni
funkcije f.

(i) y=10
Ovaj slucaj otpada jer sve tocke (x,y) kod kojih je y = 0 nisu u domeni funkcije g, niti u domeni
funkcije f.
(iii) 22 —y2 =0
U ovom slucaju dobivamo da je 22 = 42, odnosno = = +y. Stoga razlikujemo dva podslucaja.

e r=y

Uvrstimo li = y u (5), dobivamo 3% = 1 iz éega slijedi da je y1 = 1, y2 = —1. Kako je z = v,
mora biti 1 = 1, 9 = —1. Stoga dobivamo dvije stacionarne tocke
r1 Y1 T2 Y2

(1,1), (-1,-1).

o r=—y
Uvrstimo li z = —y u (5), dobivamo 3% = 1 iz ¢ega slijedi da je y3 = 1, y4 = —1. Kako je
x = —y, mora biti 3 = —1, x4 = 1. Stoga opet dobivamo jos dvije stacionarne tocke
3 Y3 T4 Y4
(_17 1)7 (17_1)‘
Dakle, dobili smo ukupno cetiri kandidata za lokalne ekstreme funkcije g:
1 Y1 €2 Y2 3 Y3 T4 Y4

(1,1, (-1,-1), (=1,1), (1,-1).

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije g jednake su

6 4
Gz (7, Y) :24—741}2, gmy(x,y) = xTy:i’ gyy($7y) :2_|_x27y4
pa je Hesseova determinanta jednaka
6 4
H(z,y) = 2+ g zdy?
Y PAErat
z3y3 12y4

Pomoc¢u Hesseove determinante ispitujemo karakter stacionarnih tocaka.

1) = |2

=48>0, ¢(1,1)=8>0

4
H(-1,-1)= < =48>0, ¢u(—1,-1)=8>0

=48>0, ¢z(—1,1)=8>0

=

—

o

_

~—

I

L[]
L

=
—~
—
;l_n
~—
(o]
L

:_4 . =48>0, gz(1,-1)=8>0

99



Zakljucujemo da funkcija g u svim stacionarnim tockama (1,1),(—1,—1),(—1,1),(1,—1) poprima

lokalne minimume i svi lokalni minimumi su jednaki ¢g(1,1) = g(—1,—-1) = g(—1,1) = g(1,—-1) = 3.

Zbog f(z,y) = /g(x,y) i pocetne napomene, funkcija f takoder poprima lokalne minimume u
tockama (1,1), (—1,—1),(—1,1), (1, —1) i svi njezini lokalni minimumi su jednaki

f(,1) = f(-1,-1) = f(-1,1) = f(1,-1) = V3.

Na donjoj slici je prikazan graf funkcije f.

Zadatak 60.

Zadana je funkcija f(z,y) = e~ @ +v?)
a) Odredite lokalne ekstreme funkcije f.

b) Odredite gradijent funkcije f u tocki (0,1).

Rjesenje.

a) Parcijalne derivacije funkcije f jednake su
folz,y) = e~ (@H0?) 4 g (@47 (—2z) = (1— 21‘2)6*(””2“’2)
Fyl@,y) = we” ) (—2y) = —2zye” (*H)
Izjednacimo li parcijalne derivacije s nulom, dobivamo sustav
(1—222)e @+ =0
—2xye” () =
Kako je uvijek e~ (@ +v?) = 0, prethodni sustav je ekvivalentan sa sustavom
1-222=0

zy =0
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Iz prve jednadzbe odmah dobivamo da je z1 = g, Ty = —g. Uvrstimo li dobivena rjesenja u
drugu jednadzbu, slijedi y; = 0 i yo = 0. Dakle, dobili smo ukupno dvije stacionarne tocke

1 Y1 x9o Y2
v2 V2
<7’0>5 (* 7,0)
Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f jednake su
Fan(@,y) = —dwe™ @) 4 (1 - 22+ (“20) = (40° — 62)e~ @)
Jey(@,y) = (1~ 2x2)e—(x2+y2) (—2y) = (4a?y - 29)6—(w2+y2)
Fuy(@,y) = —2me=FHY") _ 2pye= @ H07) L (o) = (4ay® — 2x)€—(z2+y2)

pa je Hesseova determinanta jednaka

(423 — 633)6_(x2+92) (4z?y — 2y)e_(x2+y2)

(42%y — 2y) e *HY")  (day?® — 2)e~ "+ '

H(CB,y) =

Kako je

H(§70>: —2\/56’% 0 )
0 —V2e7 2

—4e >0, [ (@0) — 2273 <0

funkcija f u tocki (72, 0) poprima lokalni maksimum koji je jednak f (\/5 0) 2

2,V =3¢ 2.

N

Nadalje, zbog

1
22”2 0
H (-@,0) - B
0 \@e 2

=4e 1 >0, foo (—@,O) = 2\/56_% >0

funkcija f u tocki (—@, ()) poprima lokalni minimum koji je jednak f(—@, O) = —?e‘ .

ol

b) Gradijent funkcije f u tocki (0,1) jednak je V£(0,1) = f,(0,1)7 + 1(0, 1) 7. Kako je

e

Fo(0,1) = (1—=2.0%) - @+ = !
£,(0,1)=—=2.0-1- @+ —¢

slijedi da je gradijent funkcije f u tocki (0, 1) jednak Vf(0,1) = %Z ili kratko Vf(0,1) = (é, 0)
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Zadatak 61.

Zadana je funkcija f(x,y) = 3ze¥ — 23 — &3V,
a) Odredite lokalne ekstreme i sedlaste tocke funkcije f.
b) Odredite gradijent i diferencijal funkcije f u tocki (0,0).
Rjesenje.
a) Parcijalne derivacije funkcije f jednake su
fe(z,y) =3¢ — 3%, fy(x,y) = 3ve¥ — 3.

Izjednacimo li parcijalne derivacije s nulom, dobivamo sustav

3¢Y — 322 =0

3ze¥ —3e3 =0
odnosno, nakon §to obje jednadzbe podijelimo s brojem 3,

eV —22=0 (7)

ze¥ — eV =0 (8)
Iz jednadzbe (7) slijedi ¥ = 22 pa ako tu relaciju uvrstimo u jednadzbu (8), slijedi
xe¥ — (ey)3 =0
z-z?— (1:2)3:0
z? —2% =0
933(1 - x3) =0

Kako je produkt dva broja jednak nula ako je barem jedan od tih brojeva jednak nula, razlikujemo

dva slucaja.
e 23 =0

U ovom slucaju dobivamo z = 0. Kako je e¥ = 2, slijedi e¥ = 0, §to je nemogucée. Stoga ovaj slucaj

otpada.
o1 —a3=0

U ovom slucaju dobivamo xz = 1. 1z ¥ = z slijedi e¥ = 1 pa je y = 0. Dakle, dobivamo samo jednu

stacionarnu tocku (1,0).

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f jednake su

fea(x,y) = —67, fxy(xay) = 3eY, fyy(l‘>y) = 3we¥ — 9%
pa je Hesseova determinanta jednaka

—6x 3eY
3e¥  3re¥ — 9e3Y

H(xvy) =
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Kako je

o[

6‘ =27>0, fz(1,00=-6<0

slijedi da funkcija f u tocki (1,0) poprima lokalni maksimum koji iznosi f(1,0) =1

b) Gradijent i diferencijal funkcije f u tocki (0,0) racunaju se po formulama

V£(0,0) = f2(0,0) 7+ f,(0,0) 7
df(0,0) = f2(0,0)dz + f,(0,0)dy
Kako je f5(0,0) =31 f,(0,0) = —3, slijedi
V£(0,0) =3i — 37
df(0,0) =3dz — 3dy
Zadatak 62.
Zadana je funkcija f(x,y) = zy? + 23y — zy.
a) Odredite kriti¢ne tocke funkcije f.
b) Klasificirajte kriti¢ne tocke.
Rjesenje.
a) Parcijalne derivacije funkcije f su
fola,y) = v* + 3%y — y,

fy(@,y) =22y + 2% — .
Izjednacimo li parcijalne derivacije s nulom, dobivamo sustav

y2+3x2y—y20

2ey 4+ a3 —x =0
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odnosno nakon izluc¢ivanja
y(y+32°—1)=0 (9)
x(2y—|—a72—1) =0
Iz jednadzbe (9) slijedi da imamo dva slucaja.
e y=20
Uvrstimo li y = 0 u jednadzbu (10), dobivamo

z(2:04+2>-1)=0
x(ac2 — 1) =0
pa imamo tri rjeSenja x1 = 0, x2 = 1, 3 = —1. Stoga smo u ovom slucaju dobili ukupno tri
stacionarne tocke
1 Y T2 Y r3 Y

(0,0), (1,0), (=1,0).
e y+322-1=0
U ovom sluéaju je y = —3z2 + 1. Uvrstimo li y = —322 + 1 u jednadzbu (10), dobivamo
(2 (=302 +1) +2=1) =0
z(—62°+2+2°-1)=0
z(=52°+1) =0
1

pa imamo tri nova rjeSenja x4 =0, x5 = %, T6 =~ - Kako je y = —322 + 1, slijedi

yy=-3-02+1=1

1\?2 2
= -3 —= +1=-
v <\/5> 5

3 ( 1>2+1—2

pa u ovom slucaju dobivamo jo$ tri nove stacionarne tocke

_— z5 Y5 x5 Yo
55 G
) b \/g? 5 ) \/57 5 *
ZakljuCujemo da funkcija f ima ukupno Sest stacionarnih ili kritiénih tocaka.

0,0, (1,0, (1,0, 01, (&%), (-%?

b) Klasifikaciju kriti¢nih to¢aka radimo pomoéu Hesseove determinante. Parcijalne derivacije drugog

(S}

reda funkcije f jednake su
frx(l‘)y)ZGQ:y) fl‘y(xuy) :29"‘3952—1, fyy(xyy) :2$
pa je Hesseova determinanta jednaka

6xy 2y + 322 — 1

H(z,y) =
(@y) 2y + 322 — 1 2z
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Kako je

1 0 2
H(0,0) = =-1<0, HLO)=| ||=-4<0

H(~1,0) =

01
=—-4<0, H(O,l):1 O:—1<0

tocke (0,0), (1,0), (—=1,0), (0,1) su sedlaste tocke funkcije f. Nadalje, kako je

i

.. 1. 1 2
funkcija f u tocki (—, £

[S1] )

_ 4 1 2\ _ 12
_5>07 fmx(ﬁyg)—ﬁ>0

I

Sl

)=
5

a‘w oo

N——

ima lokalni minimum koji je jednak

S

Konacno, kako je
() -

funkcija f u tocki (— L %) ima lokalni maksimum koji je jednak

[S211 %}

a8
SIS a‘s
Il
[SU
V
L
g
|
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o
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|
(@23
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o
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Zadatak 63.
Odredite lokalne ekstreme i sedlaste tocke funkcije f(x,y) =x 4y + %

Rjesenje.

Parcijalne derivacije funkcije f jednake su

2z(z% +y?) — 2?22 229>
fx($ay) + (xQ _|_y2)2 + (xz +y2)2

0- (22 +y?) — 222y 222y
fy(xay) + (I‘Q +y2)2 (332 +y2)2

Izjednacimo li parcijalne derivacije s nulom, dobivamo sustav

22y

14— 2o =0 11
(22 +y?)? )
222y
-2 =0 12
@+ .

Ako od jednadzbe (11) oduzmemo jednadzbu (12), dobivamo

Lokt N () wy
@+ 7P @+ )

22y% + 222y _
(22 +y2)2

20y + 22y =0/:2
zy(x+y)=0
pa razlikujemo tri slucaja:

e z=0

Uvrstimo li = 0 u jednadzbu (11), dobivamo 1 = 0, Sto je nemoguée pa ovaj slucaj otpada.

e y=20

Uvrstimo li y = 0 u jednadzbu (11), dobivamo 1 = 0, $to je nemoguce pa ovaj slucaj otpada.

e x+y=20
U ovom slu¢aju je y = —z pa ako to uvrstimo u jednadzbu (11), dobivamo
2z - (—x)?
T ) S
@7+ (~2)2)
223
1+4—=0
+ 474
14 L _ 0
2r
1
rT=—=
2

Kako je y = —ux, slijedi da mora biti y = % Dobiveno rjesenje x = —5, y = % zadovoljava

1
2
takoder i jednadzbu (12) pa smo dobili jednu stacionarnu tocku (— %, %)

66



Dakle, funkcija f ima samo jednu stacionarnu tocku (— %, %)
Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f jednake su

_ 2y (2% + y?)? — 22y - 2(2? +42) - 22 B (m2 + y2) (2y2(x2 +y?) — 8x2y2)

foe(2, )

(22 +y?)4 (22 + y2)*
2y4 — 6x2y2
f:cx($7y) = W
folany) = S@ Y~ 2ay? 2 y?) 2y (2F 4 ) (et +y7) — Say)
xy\Ls (x2 + y2)4 (1:2 n y2)4
dx3y — dxy?
fxy(ﬂf,y) = W
fo(ay) = @AY - (20%) 2% 19?2 (07 497) (- 20007 + o) + 82%)
yy (T, (2 4+ y2)* (22 + g2)°
622y — 24
fyy(%?/) =

(22 + y2)3
pa je Hesseova determinanta jednaka

2t —622y®  4aPy—4xy’
(22 +12)3 (@2+y?)3

H(z,y) = .
’ 4xly—dxy®  6x2y>—22*
(@2 +2)3 (@2+y2)3

Kako je

Do sada smo trazili lokalne ekstreme funkcije na ¢itavoj domeni. U primjenama je ¢esto potrebno
pronaci ekstreme funkcije na nekom podskupu S domene. Jedan od takvih slucajeva su uvjetni
ekstremi kod kojih je skup S zadan preko jedne ili vise jednadzbi koje zovemo uvjetima. U sljedeéa

dva teorema dani su nuzni uvjeti za postojanje uvjetnih ekstrema uz jedan ili vise zadanih uvjeta.
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Teorem. Neka je Q C R” otvoren skup, neka su f,g: Q — R funkcije klase C', neka je za k € R
zadan skup S = {P €eQ:g(P) = k} te neka vrijedi Vg(P) # 0 za svaki P € S. Ako je Py € S
tocka lokalnog ekstrema za fl|g, tada postoji A € R sa svojstvom V f(Py) = AVg(P).

Teorem. Neka je Q C R"™ otvoren skup i f,g1,...,9m : Q — R funkcije klase C! pri éemu je
m < n. Neka je S = {P € Q: g(P)=0,Vi=1,...,m} te neka je {Vgi(P),...,Vgm(P)}
linearno nezavisan skup za svaki P € S. Ako je Py € S tocka lokalnog ekstrema za f|g, tada postoje
brojevi A1, ..., Am € R takvi da vrijedi V f(Py) = Y"1 \iVgi(Fo).

Napomena. Trazenje ekstrema realne funkcije f = f(z1,...,z,) uz uvjete

gl($17~'-7xn) :07 92($1a"~7$n) :O) ey gm(xla"'a'xn) =0

je ekvivalentno sa trazenjem obi¢nih ekstrema tzv. Lagrangeove funkcije
m
L(ﬂfl,. . 'axnv)\la’ . a>\m) = f(xla"' 72771) +Z)\lgl($1) 7xn)
i=1

Kako é¢emo se mi zadrzati samo na trazenju uvjetnih ekstrema realnih funkcija dvije ili tri varijable,
nama nec¢e spomenuti teoremi trebati u tolikoj opéenitosti. Stoga ¢emo svaki od slucajeva, koje
¢emo koristiti u zadacima, opisati zasebno sa nuznim i dovoljnim uvjetima za postojanje uvjetnih

ekstrema. Na taj na¢in ¢emo izbjeéi preduboko ulazenje u teoriju.

Postupak trazenja uvjetnih ekstrema realne funkcije dvije varijable uz jedan uvjet.
Neka je z = f(x,y) realna funkcija dvije varijable i pretpostavimo da trazimo njezine lokalne eks-

treme uz uvjet g(x,y) = 0.

(i) Najprije formiramo Lagrangeovu funkciju L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) i pronademo njezine

parcijalne derivacije Ly, Ly, L.

(ii) Nakon toga rjesavamo sustav
Lo(x,y,A) =
Ly(z,y,A) =
Ly(z,y,\) =

RjeSenja tog sustava zovemo stacionarnim tockama, a te tocke su upravo kandidati za lokalne

uvjetne ekstreme.

(iii) Pronademo parcijalne derivacije Lyz, Lyy, Lyy, gz, gy 1 formiramo determinantu

0 gx($7y) 9y($ay)
A(«%?Ja)‘) = - gx(x,y) Lxx($ay7 )‘) ny(q,‘,y, )\) .
gy(xvy) La:y(xvya)‘) Lyy(37ay7)\)

(iv) Neka je (zo,yo, o) stacionarna tocka.

e Ako je A(xo,y0,No) > 0, tada funkcija f u tocki (zp,yp) ima lokalni uvjetni minimum.
e Ako je A(xo,y0,No) < 0, tada funkcija f u tocki (zg,yp) ima lokalni uvjetni maksimum.

e Ako je A(xo,y0, No) = 0, tada ovaj postupak ne daje odgovor.
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Postupak trazenja uvjetnih ekstrema realne funkcije tri varijable uz jedan uvjet.

Neka

je u = f(z,y, z) realna funkcija tri varijable i pretpostavimo da trazimo njezine lokalne ekstreme uz

uvjet g(z,y,z) = 0.

(i) Najprije formiramo Lagrangeovu funkciju L(zx,y,z,\) = f(z,y, z) + A\g(z,y, 2) i pronademo

njezine parcijalne derivacije L, Ly, L., Ly.

(ii) Nakon toga rjeSsavamo sustav

Lo(z,y,2,\)
Ly(l‘, Y, z, )‘)
LZ('Z’ y? Z’ A)

(

0
0
0

Lx(z,y,2,A) =0

RjeSenja tog sustava zovemo stacionarnim tockama, a te tocke su upravo kandidati za lokalne

uvjetne ekstreme.

(iii) Pronademo parcijalne derivacije Lys, Lyy, Lyzy Lyy, Lyz, Lzzy 9o, Gy, 9- 1 formiramo determi-

nante

AI(%%Z,)\) - -

A2($7y7 2 A) = -

0
9o (,y, 2)
gy(x7 y7 Z)

0
9o(@, Y, 2)
9y(2,y, 2)
9:(2,y,2)

gx(x, Y, Z)
wa(x7y7 Z, )\)
La:y(%?/a Z, A)

g:v(xa Y, Z)
Lyy(x,y,2,\)
Lyy(x,y,2,A)
Ly.(z,y,2,\)

(iv) Neka je (xo,yo, 20, A\o) stacionarna tocka.

gy(xv yv Z)
Lzy(‘rv Y, z, )‘)
Lyy(xa Y, z, )‘)
gy(x» y7 Z)
ny(l‘, Y, =z, )‘)
Lyy(:c, Y, 2, )‘)
Lyz(l': y7 Za /\)

e Ako je Aa(zo, Yo, 20, o) > 0, tada funkcija f u tocki (zo, yo, 20)

— ima lokalni uvjetni minimum ako je Aj(xg,yo, 20, Ag) > 0

— ima lokalni uvjetni maksimum ako je Aj(zo, Yo, 20, o) < 0

— nema lokalni uvjetni ekstrem ako je A1(xo,yo, 20, \o) = 0

gz(x7 Y, Z)
Ly.(x,y,2,\)
Ly.(z,y,z2,\)
L..(x,y,2,\)

e Ako je As(xo,y0,20, ) < 0, tada funkcija f u tocki (xg,yo,20) nema lokalni uvjetni

ckstrem.

e Ako je As(zo, Yo, 20, \o) = 0, tada ovaj postupak ne daje odgovor.

Postupak trazenja uvjetnih ekstrema realne funkcije tri varijable uz dva uvjeta.

Neka

je u = f(z,y, z) realna funkcija tri varijable i pretpostavimo da trazimo njezine lokalne ekstreme uz

uvjete g(z,y,2) = 0, h(z,y,2) = 0.

(i) Najprije formiramo Lagrangeovu funkciju

L(.Z',y,27 Al,)\Q) = f(wvyaz) + )\lg(xvyvz) + )\Qh(.’L',y,Z)

i pronademo njezine parcijalne derivacije Ly, Ly, L., Ly, L,.
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(ii) Nakon toga rjeSsavamo sustav

Ly(z,y,2,A\1,A2) =0
Ly(z,y,z,A\1,A2) =0
L.(z,y,2,M\1,A2) =0
Ly, (z,y,2,M\1,A2) = 0
Ly, (z,y,2,A1,A2) =0

Rjesenja tog sustava zovemo stacionarnim tockama, a te tocke su upravo kandidati za lokalne

uvjetne ekstreme.

(ili) Pronademo parcijalne derivacije Lys, Loy, Loz, Lyy, Lyzy L2y 2y Gy, 925 ha,y By, b 1 formiramo
determinantu

0 0 92(2,y, 2) 9y(z,y, 2) 9:(,y, 2)

0 0 ha(2,y, 2) hy(,y, 2) h.(z,y,2)

Az, y,2,A1,A2) = |g2(2,9,2)  he(2,9,2)  Laa(x,y,2, A1, X2)  Lay(2,9,2, A1, A2)  Laz (2,9, 2, M1, A2)

gy(z,y,2) hy(z,y,2) Lay(x,y,2, A1, A2)  Lyy(z,9,2, A\, 2) Ly (2,9, 2, A\, A2)

9:(x,y,2) ho(z,y,2) La.(x,y,2,A1,A2) Ly.(x,y,2,A\1,02) L..(z,y,2, A1, A2)

(iv) Neka je (zo, y0, 20, A1, A2) stacionarna tocka.

e Ako je A(xzo,yo,20, 1, 2) > 0, tada funkcija f u tocki (xo,yo,20) ima lokalni uvjetni

minimum.

e Ako je A(xo,y0, 20, \1,A\2) < 0, tada funkcija f u tocki (x,yo, 20) ima lokalni uvjetni

maksimum.

e Ako je A(xo,yo0, 20, A1, A2) = 0, tada ovaj postupak ne daje odgovor.

Definicija. Omeden i zatvoren skup u R™ zovemo kompaktan skup.

Teorem. Neka je K C R™ kompaktan skup. Svaka neprekidna funkcija f : K — R poprima na

skupu K globalni minimum i globalni maksimum.

Napomena. Ukoliko trazimo uvjetne ekstreme na kompaktnom skupu, tada u veéini situacija
nije potrebno ispitivati karakter stacionarnih toc¢aka pomocu gore spomenutih determinanti jer nam
prethodni teorem osigurava postojanje minimuma i maksimuma. Najcesée u takvim situacijama
dobivamo dva kandidata za ekstreme pa prema prethodnom teoremu jedan od tih kandidata mora

biti globalni minimum, a drugi globalni maksimum.

Zadatak 64.

Odredite ekstreme funkcije z = 2z — 3y + 7 na skupu 2 + y? = 1.

Rjesenje.

Radi se zapravo o uvjetnim ekstremima, tj. trazimo ekstreme funkcije z = 2z — 3y + 7 uz uvjet

z? +y? — 1 = 0. Stoga najprije definiramo Lagrangeovu funkciju

L(x,y,\) :2x—3y+7—|—)\(w2+y2—1).
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Parcijalne derivacije Lagrangeove funkcije jednake su

oL oL oL
Y _ 919 T2 = 342y, —— =a2f 1.
oz + 2Ax, oy + 2Ay, X T +y

Izjednacimo 1i parcijalne derivacije s nulom, dobivamo sustav

242X =0
—34+2\y =0
24yt —1=0

Uoc¢imo da mora biti A # 0 jer u protivnom prve dvije jednadzbe nece biti zadovoljene. Stoga iz

prve i druge jednadzbe slijedi

pa uvrstavanjem u treéu jednadzbu dobivamo
2 4+y?—1=0
132 3\2 —
(=x)"+(x) —1=0

19
Stz =1/
JERIVYE A

449 =4)\2
13
= —
4
Stoga je \1 = @, Ao = —@ pa slijedi
1 2 3 3
xrT1T = —— = _——, e —
DY 3 Ty Vi3
1 2 3 3
T = —— = —F/— _ —

Dobili smo ukupno dvije stacionarne tocke

x1 Y1 A1 ) Y2 A2
.2 3 V13 2 _ 3 _¥13
V13’ V137 2 ) V137 V137 2 )

Kako je kruznica 224+y? = 1 kompaktan skup u R?, neprekidna funkcija z poprima globalni minimum
i globalni maksimum na toj kruznici. Kako smo dobili ukupno dva kandidata za ekstreme, u jednom
od tih kandidata funkcija z poprima globalni minimum, a u drugom kandidatu globalni maksimum.
Preciznije, u tockama
x1 Y1 €2 Y2
<_L i) (L _L)
V13’ V13 )? V137 V13

funkcija z poprima globalne uvjetne ekstreme. Racunanjem dobivamo

2 3 4 9 13
z ,— = + +T=—=+7
<\/13 \/13> v13 V13 V13
( 2 3 ) 4 9 L7 13 47
z ——, = = —_—_— - — = —_——
v13 V13 13 13 V13
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pa zakljuéujemo da funkcija z u tocki (—2=,——2=) poprima globalni uvjetni maksimum koji je
NGELRViE ] J1 ]

jednak \}—% + 7, a u tocki (—\/%, \/ifs) poprima globalni uvjetni minimum koji je jednak —\}—% +7.
Uocite da je graf funkcije z = 2x — 3y + 7 zapravo ravnina i stoga je jasno da funkcija z nema
ekstrema na svojoj prirodnoj domeni. Medutim, mi smo zapravo trazili ekstreme ove funkcije samo
na kruznici 22 + y?> = 1. Kada se u zy-ravnini Se¢emo po kruznici 22 + y? = 1, tada se na grafu
funkcije z Se¢emo po crveno oznacenoj krivulji (u ovom sluc¢aju je to elipsa) kako je prikazano na
donjoj slici. Gledajuéi samo donju sliku jasno je da na toj krivulji funkcija z ima najveéu i najmanju
vrijednost, a to smo dobili i egzaktnim ra¢unom. Dakle, uvjetom z2 +1? = 1 smo ogranicili kretanje
po domeni funkcije, tako da funkciju z nismo promatrali na njezinoj prirodnoj domeni, nego smo
promatrali njezino ponaganje samo duz kruznice #2 + y? = 1 i dobili da na toj kruznici funkcija z

poprima globalni minimum i globalni maksimum.

Zadatak 65.
Zadana je funkcija f(z,y) =2 +y iskup D = {(z,y) € R? | z? + y* < 2}.

a) Objasnite zasto funkcija f postize minimum i maksimum na skupu D.
b) Odredite ekstreme funkcije f na skupu D.

Rjesenje.
a) Skup D je zapravo krug polumjera v/2 sa sredistem u ishodistu. Skup D je omeden i zatvoren
pa je kompaktan skup. Kako svaka neprekidna funkcija na kompaktnom skupu postize minimum i

maksimum, slijedi da funkcija f (koja jest neprekidna) postize minimum i maksimum na skupu D.
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b) Prije nego krenemo traziti ekstreme funkcije f na skupu D, objasnimo koja je bitna razlika
izmedu ovog i prethodnog zadatka. U prethodnom zadatku smo trazili ekstreme funkcije na skupu
koji je bio zadan preko jednadzbe pa se to direktno svelo na uvjetne ekstreme. U ovom zadatku
trazimo ekstreme funkcije na skupu koji je zadan preko nejednadzbe pa se to neée odmah direktno
svesti na uvjetne ekstreme. Naime, posebno trazimo ekstreme u interioru skupa D, a posebno onda
jos nakon toga provjeravamo rub skupa D. Ekstreme u interioru skupa D trazimo na isti nacin
kao i obi¢ne ekstreme funkcije s time da iz razmatranja odbacimo sve one stacionarne tocke koje
eventualno ne pripadaju skupu D. Provjeravanje ruba skupa D ¢e se svesti na uvjetne ekstreme.

Krenimo redom. Pogledajmo najprije da li funkcija f ima lokalnih ekstrema u interioru skupa D.

Parcijalne derivacije funkcije f jednake su f.(z,y) = 11 fy(x,y) = 1. Izjednacimo li parcijalne

derivacije s nulom, dobivamo sustav

koji nema rjeSenja. Zaklju¢ujemo da funkcija f nema ekstrema u interioru skupa D pa se ekstremi
postizu na rubu skupa D. Rub skupa D je kruznica z? 4+ y? = 2. Stoga se trazenje ekstrema funkcije
f na rubu skupa D svodi na trazenje ekstrema funkcije f(z,y) = = + y uz uvjet 22 +y%> — 2 = 0.

Definiramo Lagrangeovu funkciju
L(x,y,\) ::U+y+)\(x2 + 92 —2)

i pronademo njezine parcijalne derivacije.

=142 = =142 = = —2
7 + 2z, dy + 2y, oy =7 +y

Izjednacimo li parcijalne derivacije s nulom, dobivamo sustav

142X\ =0
14+2X\y=0
4y’ —2=0
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Uoc¢imo da mora biti A # 0 jer u protivnom prve dvije jednadzbe neée biti zadovoljene. Stoga iz

prve i druge jednadzbe slijedi

402 T 4N2
8A\% =2
1
N ==
4
Stoga je \1 = %, Ao = —% pa slijedi
1 1
x1 Y ) 0 3N
1 1 1 1
xr9 = ———— = = —— =
2 2)\2 ) Y2 2)\2
Dobili smo ukupno dvije stacionarne tocke
1 y1 A1 T2 Y2 A2

(11 ). (L1 -b).

Kako smo veé ranije zakljucili da funkcija f postize ekstreme na rubu skupa D, u jednoj od dobivenih

stacionarnih tocaka funkcija f postize minimum, a u drugoj maksimum. Preciznije, u toc¢kama

x1 Y1 2 Y2

(-1, -1), (1,1).

funkcija f postize globalne ekstreme na skupu D. Ra¢unanjem dobivamo
FEL-D) ==l (- ==2,  f(1,1)=1+1=2

pa zaklju¢ujemo da funkcija f na skupu D u tocki (—1, —1) postize globalni minimum koji je jednak

—2, a u tocki (1, 1) postize globalni maksimum koji je jednak 2.

Uocite da je graf funkcije f(x,y) = x+y ravnina pa je jasno da funkcija f nema ekstrema na svojoj
prirodnoj domeni. Medutim, mi smo trazili ekstreme ove funkcije samo unutar kruga =2 + > < 2.
Kada se u xy-ravnini §e¢emo unutar kruga x?+y* < 2 (unutar plave kruznice na donjoj slici), tada se
na grafu funkcije f Seéemo unutar crvene krivulje (u ovom slucaju je to elipsa) kako je prikazano na
donjoj slici. Gledajuéi samo donju sliku jasno je da na skupu D funkcija f ima najveéu i najmanju
vrijednost i da bi se te vrijednosti trebale postizati na rubu skupa D, a to smo dobili i egzaktnim

racunom.
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Napomena (ekstremi funkcije na kompaktnom skupu). U prethodna dva zadatka smo za-
pravo trazili ekstreme neprekidnih funkcija na kompaktnim skupovima. Opisane metode u rjeSenjima
tih zadataka zapravo se analogno primjenjuju za trazenje ekstrema bilo koje neprekidne funkcije na
bilo kojem kompaktnom skupu. Dakle, kod trazenja ekstrema neprekidne funkcije f : K — R na
kompaktnom skupu K treba provesti sljedeé¢e korake:

(i) Ako skup K ima neprazni interior, treba pronaéi lokalne ekstreme u interioru skupa K. Njih
trazimo na isti nac¢in kao i lokalne ekstreme funkcije f na prirodnoj domeni, jedino §to u obzir
uzimamo samo one stacionarne tocke koje pripadaju skupu K. Ostale stacionarne tocke koje ne
pripadaju skupu K, ukoliko takvih ima, izbacujemo iz daljnjih razmatranja. Naravno, moguce

je da funkcija f nema uopce stacionarnih toc¢aka u interioru skupa K kako se to dogodilo u
zadatku 65.

(ii) Treba ispitati postojanje ekstrema funkcije f na rubu skupa K. To ispitivanje se uglavnom
svodi na ra¢unanje uvjetnih ekstrema funkcije f, a uvjet je u tom slu¢aju jednadzba ruba skupa
K. U prethodna dva zadatka su to bile jednadzbe kruznica. Ako se rub skupa K sastoji od
viSe razlicitih krivulja, tada na svakoj od tih krivulja zasebno provodimo ra¢unanje uvjetnih
ekstrema funkcije f.

(iii) Uzmemo u obzir sve dobivene tocke lokalnih ekstrema funkcije f iz koraka (i) i (ii). Funkcija f
postize globalni maksimum na skupu K u onoj tocki u kojoj ima najveéu vrijednost. Funkcija
f postize globalni minimum na skupu K u onoj tocki u kojoj ima najmanju vrijednost. Moguce

je da funkcija f poprima globalni minimum i maksimum u viSe razli¢itih tocaka skupa K.

Uocite da u zadatku 64. nismo provodili korak (i) jer je u tom zadatku kompaktan skup K bio

kruznica, a kruznica ima prazni interior (intuitivno receno, nema unutrasnjost).
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Zadatak 66.
Odredite ekstreme funkcije z = xy uz uvjet z + 2y = 1.

Rjesenje.
Zadatak ¢emo rijesiti na dva razli¢ita nacina.

1. naéin: Pomoc¢u Lagrangeove funkcije

Trazimo ekstreme funkcije z = xy uz uvjet g(x,y) = x + 2y — 1. Definiramo Lagrangeovu funkciju
L(xz,y,\) = xy + XMa +2y — 1).
Njezine parcijalne derivacije su
L, =y+ ) Ly =2+ 2), Ly=z4+2y—-1.
Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom, dobivamo sustav

y+A=0
z+22=0
r+2y—1=0

Iz prve dvije jednadzbe dobivamo y = —\, x = —2\ pa uvrStavanjem u trec¢u jednadzbu slijedi
z+2y—1=0
—2XA+2- (=N =1

A =1
A=—

PN

11

Stoga je = £ i y = L. Dobili smo samo jednu stacionarnu tocku (3, %, —1). Da bismo saznali da
ga ] 21Y=13 J 2)4> " 4

li funkcija z u tocki (%, i) poprima uvjetni ekstrem, moramo provesti daljnja ispitivanja. Uocite
da jednadzba z + 2y = 1 predstavlja pravac u ravnini, a pravac nije kompaktan skup jer nije

omeden. Stoga se u ovom slucaju ne mozemo pozvati na teorem o ekstremima neprekidne funkcije

na kompaktnom skupu. Kako je

Lyz =0, L:L‘y =1, Lyy =0, g.=1, gy = 2

dobivamo
0 g9 gy 01 2
A(l’,y,)\):— gz Loy Lacy =—11 0 1].
9y Lay Ly 210
Nas zanima vrijednost determinante A u stacionarnoj tocki (%, %, —%). Kako je
01 2
AZ, L -H=-]1 0 1|=-4<0,
2 10

zaklju¢ujemo da funkcija z u tocki (%, i) postize lokalni uvjetni maksimum koji je jednak %.
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2. nacin: Uvrstavanje uvjeta u funkciju
Kako je uvjet © + 2y = 1 jako jednostavan, moguée je iz njega, npr. varijablu z izraziti pomocu
varijable y i taj izraz uvrstiti u funkciju z = xy ¢ije uvjetne ekstreme trazimo. Dakle, iz uvjeta

x + 2y = 1slijedi x =1 — 2y. Uvrstimo li x = 1 — 2y u funkciju z = 2y, dobivamo
z=ay=(1-2yy=y—2y"

Uocavamo da smo dobili funkciju jedne varijable f(y) = y — 2y? i sada trazimo njezine ekstreme
bez ikakvih uvjeta. Derivacija funkcije f jednaka je f’(y) = 1 — 4y. Stacionarne tocke funkcije f
dobivamo rjesavanjem jednadzbe 1 —4y = 0 pajey = % stacionarna tocka funkcije f. Iz f"(y) = —4
4 < 0 pa funkcija f postize lokalni maksimum u tocki y = % koji je jednak

ORSYOR

—1-2.2=—
x 172

slijedi da je f”(3) = —

Nadalje, iz x = 1 — 2y slijedi da je

—_
—_

pa zaklju¢ujemo da funkcija z = xy postize u tocki (%, %) lokalni uvjetni maksimum koji iznosi %.

Ako na donjoj slici pogledamo graf funkcije z = zy, jasno nam je da funkcija z nema ekstrema na
svojoj prirodnoj domeni. Medutim, mi smo trazili ekstreme ove funkcije samo duz pravca x+2y = 1.
Kada se u zy-ravnini Se¢emo po pravcu x + 2y = 1 (plavi pravac na donjoj slici), tada se na grafu
funkcije z Se¢emo po crvenoj krivulji kako je prikazano na donjoj slici. Gledajué¢i samo donju sliku
jasno nam je da na pravcu x + 2y = 1 funkcija z ima najveéu vrijednost, ali nema najmanju

vrijednost. U ovom slu¢aju smo takoder nas zor opravdali egzaktnim rac¢unom c¢ak na dva razlicita

nacina.
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Zadatak 67.
Odredite ekstreme funkcije f(z,y,2) =z +y+ 2z uz uvjete 22 +y> =2, x + 2 = 1.

Rjesenje.

Trazimo ekstreme funkcije f uz dva uvieta g(z,y,2) = 22 + y> — 2i h(z,y,2) = x + z — 1. Uocimo
da u ovom zadatku zapravo trazimo ekstreme neprekidne funkcije f na kompaktnom skupu. Naime,
2 + y?> = 2 je jednadzba kruznog cilindra, a « + 2z = 1 jednadzba ravnine u prostoru. Obje
jednadzbe zajedno tada predstavljaju njihov presjek. Presjek kruznog cilindra i ravnine je opéenito
elipsa (ukoliko je presjek neprazan), a elipsa jest kompaktan skup u R3. Dakle, trazimo ekstreme

funkcije f na elipsi koja je zadana kao presjek dvije plohe.

Najprije definiramo Lagrangeovu funkciju
L(z,y, 2, M%) =z +y+ 2+ M (2° +9° = 2) + do(z+2—-1).
Parcijalne derivacije Lagrangeove funkcije jednake su
Ly=1+2Mx+ X, L,=1+2\y, L.=1+Xy, Ly =2*+y*—2 Ly,=2+z—1.
Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav

14+2Mz+22=0

14+2My =0
1+X=0
2+ -2=0
r+2z—1=0
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Iz trece jednadzbe odmah dobivamo Ay = —1. Uvrstimo li As = —1 u prvu jednadzbu, dobivamo
2 1z = 0 iz Cega slijedi A\; = 0 ili x = 0. Moguénost A\; = 0 otpada jer bi u tom slucaju druga
jednadzba vodila na kontradikciju 1 = 0. Stoga mora biti = 0. Uvrstimo li = 0 u petu

jednadzbu, dobivamo z = 1. Nadalje, ako uvrstimo z = 0 u éetvrtu jednadzbu, dobivamo y = ++/2.
1
2V2°

Konacno, ako uvrstimo y = £+v/2 u drugu jednadzbu, dobivamo \; = F Dobili smo ukupno

dvije stacionarne tocke

<0, \@,1,2_\/15,1> , (0,\@,1,2\1&,1> .

Kako trazimo ekstreme funkcije f na kompaktnom skupu, tada funkcija f mora u tockama (0, V2, 1)

i (0, —V2, 1) poprimati globalne ekstreme. Ra¢unanjem dobivamo
r0v2,1) =va+1, £(0,-v21) = —v2+1

pa zaklju¢ujemo da funkcija f u tocki (O, V2, 1) ima globalni uvjetni maksimum koji iznosi v/2 + 1,
a u tocki (0, -2, l) ima globalni uvjetni minimum koji iznosi —v/2 + 1.

Zadatak 68.

Pozitivni broj a rastavite na tri pozitivna pribrojnika tako da njihov umnozak bude maksimalan.

Rjesenje.
Trazimo zapravo ekstreme funkcije f(x,y,z) = zyz uz uvjet = + y + z = a i pritom uzimamo samo

u obzir pozitivne vrijednosti varijabli x,y, z, tj. x,y,z > 0. Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina.

1. nac¢in: Pomocéu Lagrangeove funkcije

Definiramo Lagrangeovu funkciju
L(z,y,z,\) =zyz+ Max +y+ 2z — a).
Njezine parcijalne derivacije su
Ly=yz+ A, Ly=xz+ A, L, =xy+ A\, Ly=z+y+z—a.

Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom, dobivamo sustav

yz+A=0
zz+A=0
xy+A=0

r+y+z—a=0

Iz prve dvije jednadzbe dobivamo yz = zz pa zbog z # 0 mora biti z = y. Sli¢no, iz druge i trece

jednadzbe slijedi zz = xy pa zbog x # 0 mora biti y = 2. Iz z =y iy = z slijedi z = y = 2.

Uvrstimo li # = y = 2 u Cetvrtu jednadzbu, dobivamo » = g, y = 5, 2 = 5. Nakon toga, npr.

iz prve jednadzbe, slijedi da mora biti A = —%. Dakle, dobili smo samo jednu stacionarnu tocku

(%,%,4, —%). Stavimo li g(x,y,2) = x +y + 2 — a, slijedi

Lyry=0, Lyy=2 Lgz=vy, Lyy=0, Ly,=2 L,.=0, g,=1 g,=1, g.=1.
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Nakon toga formiramo determinante

0 9z 9y 1
Al(a:,y,z,)\) =— |9z Lusx L:):y =—|1

9y Lay Lyy 1 0

0 g 9y gz 01 1 1

9y Lazy Lyy Ly 1 2 0 =z

Odredimo vrijednosti tih determinanti u dobivenoj stacionarnoj toc¢ki pa zbog a > 0 vrijedi

0 1 1 5
Al(%a%a%a_ﬁ):_l 0 % :—§a<0

120

01 1 1

1 0 ¢ ¢ a’®
AZ(%a%a%v_%):_ 503 =->0

120 ¢ 3

1 3 50

a a a
37373
pozitivni broj a rastaviti na tri pozitivna pribrojnika tako da njihov produkt bude maksimalan,

Zaklju¢ujemo da funkcija f u tocki ( ) ima uvjetni maksimum. Drugim rije¢ima, zelimo li

tada to mozemo napraviti samo na jedan nacin a = § + § + 3.

2. nac¢in: Uvrstavanje uvjeta u funkciju
Kako je uvjet z+y+2z = a jednostavan, moguce je iz njega, npr. varijablu z izraziti pomocu varijabli
x 1y pa dobivamo z = a — x — y. Uvrstimo li to u funkciju f(z,y, z) = zyz ¢ije uvjetne ekstreme
trazimo, slijedi

fley,a—x—y) =ayla—x —y) = avy — 2%y — xy”.
Dobili smo realnu funkciju dvije varijable h(x,y) = ary — x?y — xy? i sada trazimo ekstreme funkcije
h bez ikakvih uvjeta (jedino zbog prirode problema mora biti x,y,z > 0). Parcijalne derivacije

funkcije h jednake su

ha(z,y) = ay — 22y — y°

hy () = az — 2?

— 22y
Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav
ay —2xy —y> =0 (13)
ax —2® —2ry =0 (14)
Oduzmemo li od jednadzbe (13) jednadzbu (14), slijedi
aly —x) — (y* —2*) =0
aly —x) = (y—z)(y+2) =0
(y—=z)la—y—z)=0
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Kako je produkt dva realna broja jednak nula akko je barem jedan od tih brojeva jednak nula,

razlikujemo dva slucaja:

e y—xz=0

U ovom slucaju je y = x pa ako to uvrstimo u jednadzbu (14), slijedi

ar — x> — 222 =0
ar — 322 =0

z(a—3x) =0

pa je x = 0 ili z = §. Moguc¢nost z = 0 otpada jer mora biti z > 0. Stoga preostaje jedino

r = 5. Kako je y = x, mora biti y =

wie

eag—y—z=0
U ovom slucaju je x +y = a. Zbog uvjeta x +y+ 2z = a, tada slijedi z = 0 pa taj sluc¢aj otpada

jer mora biti z > 0.

Dakle, dobili smo samo jednu stacionarnu tocku (%, %) funkcije h. Parcijalne derivacije drugog reda

funkcije h jednake su
hxm(myy) = _2y7 hzy(xa y) =a—2r— 2:1/, hyy<337y) =2z

pa je Hesseova determinanta jednaka

h h
H(Cl?,y) — xw(xay) Ty z,y _
hay(z,y)  hyy(z,y) a—2r — 2y -2z
Kako je a > 0, slijedi
_2 _a 2
_ | 734 3|_ 0 _ 2
O A N L
3 73

a

pa funkcija h u tocki ( , ) poprima lokalni maksimum. Iz  +y + z = a slijedi da je z = § pa
a
3

funkcija f u tocki (

z
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Napomena. Uocite da uvjet x + y + 2z = a predstavlja ravninu, ali smo zbog dodatnih uvjeta
x,y,z > 0 trazili ekstreme funkcije samo na onom dijelu te ravnine koji se nalazi unutar prvog

oktanta. Zbog toga smo bili sigurni da je dobiveni lokalni maksimum ujedno i globalni maksimum.

Zadatak 69.

Odredite najvecu i najmanju vrijednost funkcije z = 1 + = + 2y na skupu
S:{(x,y)ERQ:x>O, y =0, x—l—ygl}.
Rjesenje.

Uocimo da trazimo ekstreme funkcije z na kompaktnom skupu koji je prikazan na donjoj slici. Stoga

moramo provjeriti interior skupa S i jo§ posebno moramo ispitati tocke na rubu skupa S.

y
N 2+
\
\
z+y=1>
\
\
13
) -1 1\ 2 x
AN
\
\
_1 4 \\

Ovdje ¢emo takoder zadatak rijesiti na dva nacina.

1. nacin: provjeravanje ruba pomoc¢u Lagrangeove funkcije

Najprije moramo provjeriti da li su mozda neke tocke u interioru skupa S kandidati za ekstreme.
Parcijalne derivacije funkcije z jednake su 2z, = 1, z, = 2. Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s

nulom dobivamo sustav

koji nema niti jedno rjesenje. Zakljucujemo da funkcija z nema ekstrema u interioru skupa S. Kako
je S kompaktan skup, ekstremi se moraju postizati na rubu skupa S. Rub skupa S se sastoji od tri

duzine pa svaku od tih duzina provjeravamo zasebno.
e y=0,z€[01]

Trazimo ekstreme funkcije z = 1 4+ = 4+ 2y uz uvjet y = 0 i pritom imamo na umu da mora biti
x € [0,1]. Definiramo Lagrangeovu funkciju L(z,y,A) = 1 + = 4+ 2y + A\y. Parcijalne derivacije
Lagrangeove funkcije jednake su L, =1, L, =2+ X, Ly =y.
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N 2 T
N
\
\
\
1\> y_l[*f]B
ze€[0,1
rz=0 /
yelo] —
—2 -1 | TN x
y=0 AN
z € [0,1] AN
—1 + \

Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav

1=0
24A=0
y=0

koji nema niti jedno rjesenje. Zaklju¢ujemo da funkcija z nema ekstrema unutar promatrane duzine,
ali kako je duzina kompaktan skup, funkcija z mora postizati ekstreme na toj duzini. Stoga funkcija
z postize ekstreme u rubnim tockama promatrane duzine. Rubne tocke promatrane duzine su (0, 0)
i(1,0). Kako je 2(0,0) = 11 2(1,0) = 2, funkcija z na promatranoj duzini postize minimum u tocki
(0,0), a maksimum u tocki (1,0).

e z=0,y€0,]1]

Trazimo ekstreme funkcije z = 1+xz+2y uz uvjet x = 0 i pritom imamo na umu da mora biti y € [0, 1].
Definiramo Lagrangeovu funkciju L(z,y,A\) = 1 + = + 2y + A\z. Parcijalne derivacije Lagrangeove
funkcije jednake su L, = 1+ X, L, = 2, L\ = z. Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom

dobivamo sustav

1+A=0
2=0
=0

koji nema niti jedno rjeSenje. Zaklju¢ujemo da funkcija z nema ekstrema unutar promatrane duzine,
ali kako je duzina kompaktan skup, funkcija z mora postizati ekstreme na toj duzini. Stoga funkcija
z postize ekstreme u rubnim tockama promatrane duzine. Rubne tocke promatrane duzine su (0, 0)
i(0,1). Kako je 2(0,0) = 11 2(0,1) = 3, funkcija z na promatranoj duzini postize minimum u tocki
(0,0), a maksimum u tocki (0, 1).

ey=1—2z 2€l0,1]

Trazimo ekstreme funkcije z =1 4 x + 2y uz uvjet x +y — 1 = 0 i pritom imamo na umu da mora

biti z € [0, 1]. Definiramo Lagrangeovu funkciju L(z,y,A\) = 1+ x + 2y + Az + y — 1). Parcijalne
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derivacije Lagrangeove funkcije jednake su L, = 1+, L, =2+ X, Ly = v +y—1. Izjednacavanjem

parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav

1+A=0
24+A=0
z+y—1=0

koji nema niti jedno rjesenje. Naime, oduzimanjem prvih dviju jednadzbi dobivamo —1 = 0, Sto
je nemoguce. Zaklju¢ujemo da funkcija z nema ekstrema unutar promatrane duzine, ali kako je
duzina kompaktan skup, funkcija z mora postizati ekstreme na toj duzini. Stoga funkcija z postize
ekstreme u rubnim to¢kama promatrane duzine. Rubne totke promatrane duzine su (1,0) i (0,1).
Kako je 2(1,0) = 21 2(0,1) = 3, funkcija z na promatranoj duzini postize minimum u tocki (1,0),

a maksimum u tocki (0, 1).

Dakle, ispitivanjem ruba skupa S dobili smo, ukupno gledajudi, tri tocke u kojima funkcija z na
pojedinim dijelovima ruba postize ekstreme. To su tocke (0,0), (1,0), (0,1). Kako je z(0,0) = 1,
2(1,0) = 2, 2(0,1) = 3, zaklju¢ujemo da funkcija z na rubu skupa S poprima globalni minimum u
tocki (0,0) i globalni maksimum u tocki (0,1). Nadalje, u unutrasnjosti skupa S funkcija z nema
ekstrema pa zakljuc¢ujemo da funkcija z na skupu S postize globalni minimum u toc¢ki (0, 0) koji je

jednak z(0,0) = 1, a u tocki (0, 1) postize globalni maksimum koji je jednak z(0,1) = 3.

2. nacin: provjeravanje ruba bez Lagrangeove funkcije

Najprije moramo provjeriti da li su mozda neke tocke u interioru skupa S kandidati za ekstreme.
Parcijalne derivacije funkcije z jednake su z, = 1, z, = 2. Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s

nulom dobivamo sustav

koji nema niti jedno rjesenje. Zakljucujemo da funkcija z nema ekstrema u interioru skupa S. Kako
je S kompaktan skup, ekstremi se moraju postizati na rubu skupa S. Rub skupa .S se sastoji od tri

duzine pa svaku od tih duzina provjeravamo zasebno.

y
N 2+
\
\
\
\
S R
x € |0,
- /
yelo,1]
-9 —1 AN 9 z
y=0 \\
x € [0,1] \\
_1 4 N
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e y=0,2€[0,1]

Trazimo ekstreme funkcije z = 1 4+ = 4+ 2y uz uvjet y = 0 i pritom imamo na umu da mora biti

x € [0,1]. Kako je uvjet jednostavan, mozemo ga direktno uvrstiti u funkciju pa slijedi
z=1+2+2y=1424+2-0=14zx.

Dobili smo funkciju f(z) = 14« jedne varijable x i sada trazimo njezine ekstreme na segmentu [0, 1]
po pravilima za trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Medutim, kako je graf funkcije f pravac,
jasno je da funkcija f postize ekstreme u rubnim tockama segmenta [0,1]. Iz f(0) = 11 f(1) = 2
zaklju¢ujemo da funkcija f na segmentu [0, 1] postize minimum jednak 1 za z = 0 i maksimum
jednak 2 za x = 1. Kako je y = 0, slijedi da funkcija z na ovom dijelu ruba postize minimum jednak
1 u tocki (0,0), a maksimum jednak 2 u tocki (1,0).

e z=0,y€0,1]

Trazimo ekstreme funkcije z = 1 4+ = + 2y uz uvjet x = 0 i pritom imamo na umu da mora biti

y € [0,1]. Kako je uvjet jednostavan, mozemo ga direktno uvrstiti u funkciju pa slijedi
z=14+2+2y=14+04+2y =1+ 2y.

Dobili smo funkciju g(y) = 1 + 2y jedne varijable y i sada trazimo njezine ekstreme na segmentu
[0,1] po pravilima za trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Medutim, kako je graf funkcije
g pravac, jasno je da funkcija g postize ekstreme u rubnim tockama segmenta [0,1]. Iz ¢g(0) = 1
i g(1) = 3 zakljucujemo da funkcija g na segmentu [0, 1] postize minimum jednak 1 za y = 0 i
maksimum jednak 3 za y = 1. Kako je x = 0, slijedi da funkcija z na ovom dijelu ruba postize

minimum jednak 1 u tocki (0,0), a maksimum jednak 3 u tocki (0, 1).
ey=1—2z 2€l0,1]

Trazimo ekstreme funkcije z = 1 + z + 2y uz uvjet y = 1 — x i pritom imamo na umu da mora biti

y € [0, 1]. Kako je uvjet jednostavan, mozemo ga direktno uvrstiti u funkciju pa slijedi
z=1+24+2y=1+2+2(1-2)=3—=z.

Dobili smo funkciju h(z) = 3—x jedne varijable x i sada trazimo njezine ekstreme na segmentu [0, 1]
po pravilima za trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Medutim, kako je graf funkcije h pravac,
jasno je da funkcija h postize ekstreme u rubnim tockama segmenta [0,1]. Iz h(0) = 31 h(1) = 2
zakljucujemo da funkcija h na segmentu [0, 1] postize minimum jednak 2 za z = 1 i maksimum
jednak 3 za x = 0. Kako je y = 1 — z, slijedi da funkcija z na ovom dijelu ruba postize minimum
jednak 2 u tocki (1,0), a maksimum jednak 3 u tocki (0, 1).

Dakle, ispitivanjem ruba skupa S dobili smo, ukupno gledajuéi, tri tocke u kojima funkcija z na
pojedinim dijelovima ruba postize ekstreme. To su tocke (0,0), (1,0), (0,1). Kako je z(0,0) = 1,
2(1,0) = 2, 2(0,1) = 3, zakljuéujemo da funkcija z na rubu skupa S poprima globalni minimum u
tocki (0,0) i globalni maksimum u tocki (0,1). Nadalje, u unutrasnjosti skupa S funkcija z nema
ekstrema pa zaklju¢ujemo da funkcija z na skupu S postize globalni minimum u tocki (0, 0) koji je

jednak z(0,0) = 1, a u tocki (0,1) postize globalni maksimum koji je jednak z(0,1) = 3.
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Napomena. Uocite da je graf funkcije z = 1 + & + 2y zapravo ravnina koja nema ekstrema na
svojoj prirodnoj domeni. Medutim, na skupu S funkcija z ima ekstreme i sa donje slike je jasno da
se ti ekstremi moraju postizati u nekim od vrhova trokuta. Nadalje, u ovom zadatku smo trazili
ekstreme linearne funkcije na skupu zadanom s linearnim uvjetima. To je tzv. problem linearnog
programiranja, a iz teorije je poznato da se u tom sluc¢aju ekstremi postizu u nekim od vrsnih tocaka
zadanog skupa kako smo i mi dobili. Dakle, u ovom bi slu¢aju bilo dovoljno provjeriti samo vrsne
tocke skupa .S, no kako se mi ovdje ne bavimo linearnim programiranjem nismo htjeli koristiti taj

teorem u ovom zadatku.

Zadatak 70.
Odredite ekstreme funkcije F(z,y) = 22 + y? — y na skupu

D:{($,y)€R2:—1<x<1, xzéygl}.
Rjesenje.

Trazimo ekstreme funkcije F' na kompaktnom skupu koji je prikazan na donjoj slici. Stoga moramo

provjeriti interior skupa D i jo§ posebno moramo ispitati tocke na rubu skupa D.
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Ovdje ¢emo takoder zadatak rijesiti na dva nacina.

1. nacin: provjeravanje ruba pomoc¢u Lagrangeove funkcije

Najprije moramo provjeriti da li su mozda neke tocke u interioru skupa D kandidati za ekstreme.
Parcijalne derivacije funkcije F' jednake su F, = 2z, F,, = 2y — 1. Izjednacavanjem parcijalnih

derivacija s nulom dobivamo sustav
2z =0
2gy—1=0
koji ima jedno rjesenje z = 0, y = % Dakle, funkcija F' ima jednu stacionarnu tocku (0, %) Kako ta

stacionarna tocka pripada skupu D, ispitujemo dalje njezin karakter pomoc¢u Hesseove determinante.

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije F' jednake su F,, = 2, F,, =0, Fy, =2 pa je

Kako je

0

Ho.h) =2

=4>0, Fp(0,5)=2>0

zaklju¢ujemo da funkcija F u tocki (0, 3) ima lokalni minimum koji je jednak F(0,3) = —1.

PN

Sada nam jos preostaje da provjerimo tocke na rubu skupa D. Rub skupa D se sastoji od duzine i

jednog dijela parabole pa provodimo zasebna razmatranja na svakom od tih dijelova.

)
\ /
\
\ 2 y = /I
\ zel-1,1],
\ /
\ 1 l /
— Y= z?
z € [-1,1]
| | | |
-2 -1 1 2 X

o y=1z¢€[-1,1]

Trazimo ekstreme funkcije F(x,y) = 22 +y? —y uz uvjet y — 1 = 0 i pritom imamo na umu da mora
biti z € [~1,1]. Definiramo Lagrangeovu funkciju L(z,y,\) = 22 + y? — y + AM(y — 1). Parcijalne

derivacije Lagrangeove funkcije jednake su L, = 2z, L, =2y —1+ A\, Ly =y — 1. Izjednacavanjem
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parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav

20 =0
2y—1+2=0
y—1=0

koji ima jedno rjesenje x = 0, y = 1, A = —1. Stoga je tocka (0,1) kandidat za uvjetni ekstrem
funkcije F'. Kako je duzina kompaktan skup, funkcija F' sigurno postize ekstreme na promatranoj
duzini, jedino jo§ moramo uzeti u obzir i njezine rubne tocke (—1,1) i (1,1). Dakle, tocke (0,1),
(—=1,1) i (1,1) su kandidati za ekstreme funkcije F' na promatranoj duzini. Kako je F(0,1) = 0,
F(-1,1) =1, F(1,1) = 1, zaklju¢ujemo da funkcija F' na ovom dijelu ruba postize globalni minimum
u tocki (0,1), a globalni maksimum u tot¢kama (—1,1) i (1,1).

o y=2o? x€[-1,1]

Trazimo ekstreme funkcije F(z,y) = x> + y> — y uz uvjet y — 22 = 0 i pritom imamo na umu
da mora biti « € [—1,1]. Definiramo Lagrangeovu funkciju L(z,y,\) = 2% + y* — y + A(y — 2?).
Parcijalne derivacije Lagrangeove funkcije jednake su L, = 2x — 2z, Ly, =2y —1+\, Ly =y — z2.

Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav

20— 2 r =0
20—14+A=0
y—x2=O

koji ima samo jedno rjesenje x = 0, y = 0, A = 1. Dakle, tocka (0,0) je kandidat za ekstrem.
Medutim, u obzir moramo uzeti i krajnje tocke (—1,1) i (1,1) na ovom dijelu ruba. Kako je
F(0,0) =0, F(—-1,1) = 1, F(1,1) = 1, zakljucujemo da funkcija F' na ovom dijelu ruba postize

globalni minimum u tocki (0,0), a globalni maksimum u tockama (—1,1) i (1,1).

Konacno, uzmemo u obzir sve tocke u kojima smo dobili da funkcija F' postize ekstreme. To su

tocke
(07%)7 (O?O)v (07 1)7 (_171)7 (171)‘

Vrijednosti funkcije F' u tim tockama su
F(0,1) =—1, F(0,0)=0, F(0,1) =0, F(-1,1)=1, F(1,1) =1

pa zaklju¢ujemo da funkcija F' na skupu D postize globalni minimum jednak —% u tocki (O, %), a

globalni maksimum jednak 1 postize u tockama (—1,1) i (1,1).

2. nacin: provjeravanje ruba bez Lagrangeove funkcije

Najprije moramo provjeriti da li su mozda neke tocke u interioru skupa D kandidati za ekstreme.
Parcijalne derivacije funkcije F' jednake su F, = 2z, Fy, = 2y — 1. Izjednacavanjem parcijalnih

derivacija s nulom dobivamo sustav

20 =0
2gy—1=0
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koji ima jedno rjeSenje x = 0, y = % Dakle, funkcija F' ima jednu stacionarnu tocku (O, %) Kako ta
stacionarna tocka pripada skupu D, ispitujemo dalje njezin karakter pomoc¢u Hesseove determinante.

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije F' jednake su Fy, = 2, Fyy, =0, F,, = 2 pa je

F F 2 0
H(z,y) = R :
Fzy($7y) Fyy(xay) 0 2
Kako je
1 0 1
H(0,3) = 0 o =4>0, F.2(0,5) =2>0

Ll

zaklju¢ujemo da funkcija F' u tocki (O, %) ima lokalni minimum koji je jednak F(O, %) = —z.

Sada nam jos preostaje da provjerimo tocke na rubu skupa D. Rub skupa D se sastoji od duzine i

jednog dijela parabole pa provodimo zasebna razmatranja na svakom od tih dijelova.

Y
\ /
\ /
\ 2 y=1 /
\ zel-1,1,
\ /
\ 1 l /
— Y= z?
z € [—1,1]
| | } |
-2 -1 1 2 x

e y=1z¢€[-1,1]

Trazimo ekstreme funkcije F(x,y) = 22 + y?> — y uz uvjet y = 1 i pritom imamo na umu da mora

biti z € [—1,1]. Kako je uvjet jednostavan, mozemo ga direktno uvrstiti u funkciju pa slijedi
F(z,1) =2*+1% - 1= 2"
f(x)

fz) =a?
1 4+

|
|
|
|
|
f

,_.4_____
8

-1

Dobili smo funkciju f(z) = 22 jedne varijable z i sada trazimo njezine ekstreme na segmentu [—1, 1]
po pravilima za trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Medutim, parabola nam je dobro poz-

nata funkcija pa odmah zaklju¢ujemo da funkcija f na segmentu [—1, 1] postize globalni minimum
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jednak 0 u tocki x = 0, a globalni maksimum jednak 1 postize u tockama x = —1 i z = 1. Kako je
y = 1, slijedi da funkcija F' na ovom dijelu ruba postize globalni minimum jednak 0 u tocki (0,1),
a globalni maksimum jednak 1 postize u tockama (—1,1) i (1,1).

o y=2a2 xc[-1,1]

Trazimo ekstreme funkcije F(z,y) = 2 + y? — y uz uvjet y = 22 i pritom imamo na umu da mora

biti z € [—1,1]. Kako je uvjet jednostavan, mozemo ga direktno uvrstiti u funkciju pa slijedi
F(z,2%) = 2% + (a*) — 2 = 2.

Dobili smo funkciju g(x) = z* jedne varijable z i sada trazimo njezine ekstreme na segmentu [—1, 1]

po pravilima za trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Medutim, ova funkcija je takoder toliko

jednostavna da odmah mozemo zakljuciti da na segmentu [—1,1] ona postize globalni minimum

jednak 0 u tocki z = 0, a globalni maksimum jednak 1 postize u tockama r = —-1iz = 1.

9(x)

gla) =

-1 1 x

Kako je y = 22, slijedi da funkcija F na ovom dijelu ruba postize globalni minimum jednak 0 u tocki

(0,0), a globalni maksimum jednak 1 postize u tockama (—1,1) i (1,1).

Konaé¢no, uzmemo u obzir sve tocke u kojima smo dobili da funkcija F' postize ekstreme. To su
tocke

(0, %)’ (070)3 (07 ]-)7 (_17 1)7 (17 1)
Vrijednosti funkcije F' u tim tockama su

F(O’%) = _%7 F(070) =0, F(O,l) =0, F(_lal) =1, F(lvl) =1
pa zakljucujemo da funkcija F' na skupu D postize globalni minimum jednak —% u tocki (O, %), a

globalni maksimum jednak 1 postize u tockama (—1,1) 1 (1,1).




Zadatak T71.
Na plohi 22 + y? — 22 = 18 odredite tocku koja je najbliza tocki (1,0,0). Da li na zadanoj plohi
postoji tocka koja je najdalje od tocke (1,0,0)? Objasnite svoj odgovor.

Rjesenje.

Udaljenost bilo koje tocke (z,y, z) od tocke (1,0,0) se ra¢una po formuli

d=+/(z—1)24y2 + 22.

Pitamo se kada ¢e udaljenost d biti minimalna, odnosno maksimalna. Dakle, trazimo ekstreme

funkcije f(z,y,2) = v/(x — 1)2 + y2 + 22. Medutim, nas ne zanimaju sve tocke (z,vy, z) u prostoru,

nego nas zanimaju samo one tocke koje leze na plohi z24y%—2? = 18. Stoga konaé¢no zakljucujemo da

zapravo trazimo ekstreme funkcije f(z,y, 2) = \/(z — 1)2 + y2 + 22 uz uvjet 22 +y2 — 2% = 18. Kako

je drugi korijen minimalan (maksimalan) ako i samo ako je izraz pod drugim korijenom minimalan

(maksimalan), radi lakseg deriviranja mozemo umjesto funkecije f(x,y,2) = /(z — 1)2 +y2 + 22

traziti ekstreme funkcije g(x,y,2) = (z — 1) + y? + 22 uz uvjet 2% +y? — 22 = 18.

Dakle, trazimo ekstreme funkcije g(z,y,2) = (z — 1)2 + y? + 22 uz uvjet 22 + 3> — 22 — 18 = 0.

Definiramo Lagrangeovu funkciju
L(z,y,z,\) = (x = 1)* + 9> + 22 + X (2 + ¢y* — 2* — 18) .
Parcijalne derivacije Lagrangeove funkcije jednake su
Ly=2x—1)+2\z, L,=2y+2\y, L,=2z-2)\z, Ly=2"+y>—2>-18.
Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav

2 —1)+2X\x =0
2y+ 2 y =0
2z —2Xz =10

2 +y?—22-18=0

kojeg mozemo zapisati u obliku

(I+Nz=1

1+MNy=0

(I1-=X)z=0

2?4+t —22—18=0
Iz druge jednadzbe dobivamo dvije moguénosti, A = —1 ili y = 0. Ako A = —1 uvrstimo u prvu
jednadzbu, dobivamo 0 = 1, §to je nemoguce. Stoga moguénost A = —1 otpada pa mora biti y = 0.

Iz treée jednadzbe takoder dobivamo dvije moguénosti, A = 1 ili z = 0. Ako A = 1 uvrstimo u
prvu jednadzbu, dobivamo z = % Ako x = % iy =0 (to ve¢ znamo od prije) uvrstimo u cetvrtu

jednadzbu, dobivamo 22 = —%. Medutim, jednadzba 2% = —% nema realnih rjesenja pa moguénost
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A =1 otpada. Stoga mora biti z = 0.

Dakle, do sada smo dobili da mora biti y = 0, z = 0. Ako y = 01 z = 0 uvrstimo u ¢etvrtu

jednadzbu, dobivamo z? = 18 iz ¢ega slijedi 1 = V18, 29 = —+/18. Tada iz prve jednadzbe

2—6 —V2-6
V26 ), = V26,

dobivamo A\ =

Dobili smo ukupno dvije stacionarne tocke

(x/ﬁ,o,o, ﬁgﬁ> , (—\/E,o,o, #) .

Ako stavimo h(z,y, z) = 2% + y? — 22 — 18, tada je

Lyw =242\, Lpy=0, Ly, =0, Lyy=2+2\, L,,=0, L,, =2-2),
hy =2x, hy =2y, h,= -2z

Nakon toga formiramo determinante

0 he hy 0 2z 2y
Ar(z,y,2,\) = — |hg Lzy Lgy| = — |22 2+ 2X 0
hy Lgy Ly, 2y 0 24+ 2A
0 hy hy h 0 2x 2y —2z
Aoz, \) = — hy Lgz Lgy Ly, _ 2 242\ 0 0
hy Lgy Ly, Ly 2y 0 242X 0
hy Lz, Ly, L, —2z 0 0 2 —2)\

Sada izracunamo vrijednosti tih determinanti u stacionarnim tockama. Kako je

0 6v2 0
A1 (V18,0,0,Y58) = — 63 2 0|=24v2>0
0o 0 £
0 6v2 0 0
6vV2 2 0 0
A2<\/E,0,0, “56*6) — S = 96v/2 — 16 > 0
0 0 ¥ 0
0 0 0 4-¥2

0 —6vV2 0
A (~V18,0,0, ) =~ |6v2 —2 0 |=-24v2<0
/3
0 0o ¥
0 —6v2 0 0
—6v2 -¥2 0
Ag(—\/ﬁ, 0,0, *\/65*6) —_ 3 — —96v2 — 16 < 0
0 0 -2 0
0 0 0 4+




funkcija g u tocki (—\/18, 0, O) ne postize uvjetne ekstreme. Konacno zaklju¢ujemo da funkcija f
postize uvjetni minimum u tocki (\/ 18,0, 0) i taj minimum je jednak f (\/1_8, 0, O) = V18 —1. Dakle,
tocka (\/ﬁ, 0,0) je totka na plohi 22 + y* — 2% = 18 koja je najbliza tocki (1,0,0).

Na donjoj slici su prikazane dvije plave tocke na plohi 2% 4+ y? — 22 = 18 koje su gornjim racunom
dobivene kao kandidati za najblize i najudaljenije toc¢ke od tocke (1,0,0). Iz same slike vidimo da
jedna od tih tocaka otpada, Sto smo dobili i egzaktnim matematickim postupkom. Takoder je sa
slike jasno da na zadanoj plohi ne postoji tocka koja bi bila najudaljenija od tocke (1,0,0) jer je

zadana ploha neomeden skup u R3.

Zadatak 72.
Odredite ekstreme funkcije f(z,y) = 2% + y? na hiperboli zy = 1.

Rjesenje.
Trazimo ekstreme funkcije f(z,y) = 22 + y? uz uvijet g(x,y) = xy — 1. Definiramo Lagrangeovu
funkciju L(x,y, \) = 22 + y? + M(zy — 1). Njezine parcijalne derivacije jednake su

L,=2x+4+ Xy, Ly=2y+Xr, Ly=uzy—1

Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav

204+ Ay =0 (15)
2y+ Az =0 (16)
zy—1=0 (17)

Uocimo najprije da zbog jednadzbe (17) mora biti z # 01y # 0. Iz (15) i (16) dobivamo

N

Yy Zz



pa slijedi

—2x =2
y oz
22 = ¢
y==xx
Ako y = —z uvrstimo u (17), dobivamo x? = —1. Medutim, jednadzba 22 = —1 nema realnih

rjeSenja pa slucaj y = —x otpada.
Ako y = x uvrstimo u (17), dobivamo 22 = 1 pajex; = 1i 29 = —1. Zbogy =z je yy = 1 i
y2 = —1.

Kona¢no, ako 1 = 11iy; = 1 uvrstimo u (15), dobivamo A; = —2. Isto tako, ako 9 = —11iys = —1

uvrstimo u (15), dobivamo A = —2.

Dobili smo ukupno dvije stacionarne tocke

T Y1 A T2 Y2 )

(1,1,-2), (-1,-1,-2).

Uocite da obje tocke zaista zadovoljavaju sve tri jednadzbe (15), (16) i (17). Sada trebamo ispitati

karakter dobivenih stacionarnih tocaka. Kako je
Lyz =2, L:vy:>\7 Lyy:27 gz =Y, Gy =72,

slijedi da je

0 9= gy 0y =z
A(‘Tmyv )‘) =—1|9z Lz L:vy =—ly 2 A
9y Lazy Lyy r N 2
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Kako je

0 1 1 0 -1 -1
A(1,1,-2)=—|1 2 —2/=8>0, A(-1,-1,-2)=—|-1 2 —2/=8>0
1 -2 2 -1 -2 2

zakljucujemo da funkcija f u obje tocke (1,1) i (—1, —1) postize minimume na hiperboli xzy = 1. U

obje tocke minimumi su jednaki 2.

Zadatak 73.
Odredite globalne ekstreme funkcije f(x,y) = sinz+siny+sin (z + y) na skupu S = [0, 27| x [0, 27].

Rjesenje.
Trazimo ekstreme funkcije f na kompaktnom skupu koji je prikazan na donjoj slici. Stoga moramo

provjeriti interior skupa .S i jo§ posebno moramo ispitati tocke na rubu skupa S.

21

U ovom zadatku neé¢emo rub skupa S provjeravati na dva razli¢ita na¢ina. Ovdje ¢emo rub skupa S
provjeriti bez koristenja Lagrangeove funkcije, tj. direktnim uvrStavanjem uvjeta u funkciju f. Za

vjezbu mozete sami provesti ispitivanje ruba skupa S pomoc¢u Lagrangeove funkcije.

Krenimo redom. Najprije moramo provjeriti da li su mozda neke tocke u interioru skupa S kandidati

za ekstreme. Parcijalne derivacije funkcije f jednake su
fz =cosxz+cos(x+y), fy=-cosy+cos(z+y).
Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav
cosxz+cos(z+y)=0 (18)
cosy +cos(x+y)=0 (19)
Ako od jednadzbe (18) oduzmemo jednadzbu (19), dobivamo

cosx —cosy =0

rT—y . Tty
S1n B =

0

—2sin
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Kako je produkt realnih brojeva jednak 0 ako i samo ako je barem jedan od brojeva jednak nula,
razlikujemo dva slucaja.

5 Y

e sin

U ovom slucaju slijedi da mora biti % =km, tj. x =y + 2kw pri ¢emu je k € Z. Ako x = y + 2k«

uvrstimo u (19), dobivamo

cosy + cos (2y + 2k:7r) =0
cosy + cos2y =0

3
2COS%COS?y =0

pa razlikujemo dva podslucaja:

Yy
7_0
.COS2

U ovom podsluc¢aju mora biti % = 2l+17r tj. y = (2l + 1)m pri ¢emu je | € Z. Medutim, nas
zanimaju samo tocke koje pripadaju skupu S pa mora biti y € [0, 27]. To je mogucée jedino za
l=0pajey=m. Iz z=y+ 2kn slijedi x = 7 + 2kw. Kako nas zanimaju samo tocke koje
pripadaju skupu S, mora biti = € [0, 27]. To je moguce jedino za k = 0 pa je x = w. Dakle, u

ovom podsluc¢aju smo dobili jednu stacionarnu toc¢ku (7, 7).

3y
=9
® cos
U ovom podslucaju mora biti 3731 = 2l+17r tj. y = 2l+17r pri cemu je [ € Z. Medutim, nas

zanimaju samo tocke koje pripadaju skupu S pa mora biti y € [0,27]. To je moguée jedino
Zal:O,l:1il:2pajey1:%,:yg:ﬂ',ygzgﬂ'. Iz x = y + 2k7 slijedi x1 = § + 2km,
o =T+ 2km, 3 = %ﬂ' + 2k7w. Kako nas zanimaju samo tocke koje pripadaju skupu S, mora

biti z € [0,27]. To je mogucée jedino za k = 0 pa je x1 = &, x9 = 7, 3 = 37r Dakle, u ovom

37

podslucaju smo dobili tri stacionarne tocke (%, %), (m,7), (%7‘(, gﬂ)

+y

e sin

U ovom slucaju slijedi da mora biti $+y =km, tj. x = —y+2kmw pricemu je k € Z. Akox = —y+2km

uvrstimo u (19), dobivamo

cosy+cos(—y—|—2k7r—|—y) =0
cosy + cos2km =0

cosy = —1

pajey = (2l + 1)m, | € Z. Medutim, nas zanimaju samo tocke koje pripadaju skupu S pa mora
biti y € [0,27]. To je moguce jedino za l = 0 pa je y = m. Iz x = —y + 2k7 slijedi z = —7 + 2km.
Kako nas zanimaju samo tocke koje pripadaju skupu S, mora biti « € [0, 27]. To je moguée jedino

za k =1 pa je z = w. Dakle, u ovom sluc¢aju smo dobili jednu stacionarnu tocku (7, 7).
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Sve zajedno, dobili smo ukupno tri stacionarne tocke (%, %), (m, ), (%7?, %77) funkcije f koje pripa-

daju skupu S. Karakter dobivenih stacionarnih toc¢aka ispitujemo pomoc¢u Hesseove determinante.

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije f jednake su
fro = —sinx —sin(z +y), foy=-—sin(z+y), fyy=—siny—sin(z+y).
Stoga je Hesseova determinanta jednaka

fex(7,9y) fxy(x’y)

Himy) = foy(@,y)  fyy(z,9)

_|—sinz —sin (z +y) —sin(z +y)
- —sin (z +y) —siny — sin (z + y)

Kako je

V3| - 9
H(Q’é) *1=170 fu(§5) =-V3<0
- -3

4
zakljuc¢ujemo da funkcija f u tocki (g, %) ima lokalni maksimum koji je jednak f(%, %) = %
Kako je
V3| 2l 9
H(3m, 3m) = 21==>0, fuirin)=V3>0
) 3 4 9 rr\3'"1" 3
5 v
zaklju¢ujemo da funkcija f u tocki (%71', %77) ima lokalni minimum koji je jednak f(%w, %77) = —#.
Kako je
00
H(m,m) = =
(mm =1 o

za tocku (7, 7) moramo provesti daljnja razmatranja. Najprije uoc¢imo da je f(m,7) = 0. Ako smo

jako blizu tocke (7, 7) na pravcu y = z, tada je
f(z,x) =sinz + sinz + sin 2z = 2sinz + 2sinz cosz = 2sinz - (1 + cosz).

Izraz 1 + cosx je uvijek vedéi ili jednak od nule. Ako je x jako blizu 7w s lijeve strane, tada je
sinz > 0 pa je 2sinz - (1 + cosz) > 0. Ako je = jako blizu 7 s desne strane, tada je sinz < 0 pa je
2sinx - (1 + cosz) < 0. Zakljuéujemo da u svakoj okolini tocke (m, ) funkcija f poprima pozitivne

i negativne vrijednosti pa zbog f(m,7) = 0 slijedi da je (m, 7) sedlasta tocka funkcije f.
Sada nam jo$ preostaje da provjerimo tocke na rubu skupa S. Rub skupa S se sastoji od cetiri
duzine pa provodimo zasebna razmatranja na svakoj od tih duzina.

e y=0,x€0,2n]

Trazimo ekstreme funkcije f(z,y) = sinz + siny + sin (x 4+ y) uz uvjet y = 0 i pritom imamo na
umu da mora biti z € [0, 27]. Kako je uvjet jednostavan, mozemo ga direktno uvrstiti u funkciju pa
slijedi

f(z,0) =sinz + sin0 + sin (z 4+ 0) = 2sinz.
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y=2m
x € [0, 2]
2m <
— — = 2
y € [0, 27]
T =
y € [0, 27]
| |
1 1 T °
—2m —T T s 2 z
y =
z € [0, 2]
—7 4+

Dobili smo funkciju fi(x) = 2sinz jedne varijable x i sada trazimo njezine ekstreme na segmentu
[0, 27] po pravilima za trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Medutim, to nam je dobro poz-
nata funkcija pa odmah zaklju¢ujemo da funkcija f; na segmentu [0, 27] postize globalni minimum

jednak —2 u tocki x = %7’[’, a globalni maksimum jednak 2 postize u tocki x = 7.

fi(z)
2 .
fi(z) =2sinz
1 4
1 1 — X
5 T 37” 27
14
_9 1

Kako je y = 0, slijedi da funkcija f na ovom dijelu ruba postize globalni minimum jednak —2 u

tocki (%ﬂ', 0), a globalni maksimum jednak 2 postize u tocki (g, O).
o y=2m x € [0,2n]

Trazimo ekstreme funkcije f(z,y) = sinz + siny + sin (z + y) uz uvjet y = 27 i pritom imamo na
umu da mora biti x € [0, 27]. Kako je uvjet jednostavan, mozemo ga direktno uvrstiti u funkciju pa
slijedi

f(z,27) =sinz + sin 27 + sin (v 4 27) = 2sinz.
Dobili smo funkciju fo(x) = 2sinz jedne varijable x i sada trazimo njezine ekstreme na segmentu
[0, 27r] po pravilima za trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Medutim, to nam je dobro poz-
nata funkcija pa odmah zaklju¢ujemo da funkcija fo na segmentu [0, 27] postize globalni minimum

jednak —2 u tocki x = %77, a globalni maksimum jednak 2 postize u tocki x = §. Kako je y = 27,
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slijedi da funkcija f na ovom dijelu ruba postize globalni minimum jednak —2 u tocki (%w, 27r), a

globalni maksimum jednak 2 postize u tocki (g, 277).

fa(z)
2 .
fa(z) =2sinx
1 .
1 1 — X
o T 37” 21
14
91

e z=0,y€[0,2n]

Trazimo ekstreme funkcije f(z,y) = sinz + siny + sin (x + y) uz uvjet z = 0 i pritom imamo na
umu da mora biti y € [0, 27]. Kako je uvjet jednostavan, mozemo ga direktno uvrstiti u funkciju pa
slijedi

f(0,y) =sin0+siny + sin (0 + y) = 2siny.
Dobili smo funkeiju f3(y) = 2siny jedne varijable y i sada trazimo njezine ekstreme na segmentu
[0, 27r] po pravilima za trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Medutim, to nam je dobro poz-
nata funkcija pa odmah zaklju¢ujemo da funkcija f3 na segmentu [0, 27] postize globalni minimum

jednak —2 u tocki y = %7’[’, a globalni maksimum jednak 2 postize u tocki y = 7.

f3(y)
2 .
f3(y) = 2siny
1 .
| 1 — Y
% T 37” 27
14
_9 1

Kako je x = 0, slijedi da funkcija f na ovom dijelu ruba postize globalni minimum jednak —2 u

tocki (O, %71‘), a globalni maksimum jednak 2 postize u tocki (0, %)

99



e r =27, y€[0,2n]

Trazimo ekstreme funkcije f(x,y) = sinx + siny + sin (z 4+ y) uz uvjet * = 27 i pritom imamo na
umu da mora biti y € [0, 27]. Kako je uvjet jednostavan, mozemo ga direktno uvrstiti u funkciju pa
slijedi

f(2m,y) = sin 27w + siny + sin (27 + y) = 2siny.
Dobili smo funkciju f4(y) = 2siny jedne varijable y i sada trazimo njezine ekstreme na segmentu
[0,27] po pravilima za trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Medutim, to nam je dobro poz-
nata funkcija pa odmah zaklju¢ujemo da funkcija f; na segmentu [0, 27] postize globalni minimum

jednak —2 u tocki y = %W, a globalni maksimum jednak 2 postize u tocki y = 7.

fa(y)
2 €1
faly) = 2siny
1 €1
1 1 Y
g T 37” 21
14+
_9 L

Kako je © = 2m, slijedi da funkcija f na ovom dijelu ruba postize globalni minimum jednak —2 u

tocki (27r, %77), a globalni maksimum jednak 2 postize u tocki (27?, %)

Kona¢no, uzmemo u razmatranje sve tocke u kojima je funkcija f postizala ekstreme. To su tocke

(5:5) (

(5m0), (0,37), (
Kako je

3
f(Bm,0)==-2, f(0,37)=-2, f(Em2m)=-2, f(2m37m)=-2,
f(3.0)=2 f(0.3)=2 [(52m)=2 [f0m3)=2

zakljuéujemo da funkcija f na skupu S postize globalni minimum jednak —% u tocki (%77, %ﬂ),

a globalni maksimum jednak % postize u tocki (%, %) Ako pogledamo donju sliku, zapravo smo

trazili ekstreme funkcije f samo na zuto oznacenom dijelu plohe.
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Zadatak 74.
Odredite ekstreme funkcije f(z,y, 2) = 57, +y uz uvjete 22 —2=01i22—y=0.

Rjesenje.

Trazimo ekstreme funkcije f uz dva uvjeta g(z,y,z) = 2% — z i h(z,y,2) = 22 —y. Uocimo da
zadani uvjeti predstavljaju dvije plohe u prostoru, a oba uvjeta zajedno predstavljaju krivulju koja
je presjek zadanih ploha. Dakle, trazimo ekstreme funkcije f na krivulji koja je zadana kao presjek
dvije plohe. Uo¢imo da dobivena krivulja nije kompaktan skup u R? jer nije omedena (na donjoj

slici je prikazan crvenom bojom samo jedan dio te krivulje).

Najprije definiramo Lagrangeovu funkciju

L(z,y, 2,1, \2) = 2% +y+M(a® —2) + A (2% —y).
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Parcijalne derivacije Lagrangeove funkcije jednake su

1
Lx ﬁ"‘?))\l.r Lyzl—)\Q, Lz W_A1+2)\22 L)\l 211,3_2:7 L)\z :ZZ—y,

Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav

1
1—X=0 (21)

—X
57z~ M T2z =0 (22)
2 —2=0 (23)
2 —y=0 (24)

Iz jednadzbe (21) odmah dobivamo Ay = 1, a iz jednadzbe (23) slijedi z = 23. Ako z = 23 uvrstimo
u (20), dobivamo
1
273
1+81Maz° =0

3022 = 0/ 272°

81\ z° = —1
-1

A= ——
1™ 8145

3

Ako A\ = Ao =11z = z° uvrstimo u (22), slijedi

81 57

IS SR B
2746 " 8110 @’ =
_9
81x°

8 1

ZE:871

= —273

1
=4 =

! 81
paje x; = %, To = \_/—% Zbog z = 3 slijedi z; = #, Zo = % Nadalje, zbog A1 = ¢, —L slijedi

(M)1 = %, (A1)2 = ﬁ Konacno, iz (24) slijedi y = 22 pa mora biti y; = 2—7, Yo = 2% Dobili

smo ukupno dvije stacionarne tocke

< 1 1 1 -1 1> <—1 1 -1 1 1)
\/g? 277 3\/37 3\/37 9y \/g? 277 3\/37 3\/37 N
Sada trebamo ispitati karakter stacionarnih tocaka. Kako je

-1 2z

Lyy = 6\, Lmy =0, Lz = ﬁa Lyy =0, Lyz =0, L..= 7=

g =32% g,=0, g.=-1, hy=0, hy=-1, h,=2z
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slijedi da je

0 0 9z 9y 9z 0 0 32 0 -1
0 0 ha hy h, 0 0 0 —1 2z
A(%ya%)\l,&): 9z he  Lgx ny Ly, = 32 0 61z 0 _ﬁ
9y hy Lay Lyy Ly 0o -1 0 0 0
9z hz sz Lyz LZZ -1 2z —27% 0 % + 2)\2
Kako je
0 0 1 0 -1
0 0 -1 2
A<1 S 1)—1 0 -2 0 3\/1§—16>0
\/g? 277 3\/§7 3\/37 _g - 3 bl
0 -1 0 0 0
2
-1 33 -1 0 8

zaklju¢ujemo da funkcija f u tocki (%, 2—17, L) ima uvjetni lokalni minimum koji je jednak

f( Lol 1 ) = %. Nadalje, zbog

VB I 53
0 1 0 -1
0 0 -1 —2
-1 1 -1 1 ) V3l 16
0 -1 0 0 0
2
-1 33 1 0 8

-1 -1

IO .. o1 - 1 . . . . o oo
zaklju¢ujemo da funkcija f u tocki ( N ﬁ) takoder ima uvjetni lokalni minimum koji je

s -1 1 —1 4
Jednak f(%, 2579 ﬁ) = 57+

Napomena. U prethodnom zadatku smo imali dva jednostavna uvjeta 2 — 2 = 01i 22 —y = 0
koji zapravo predstavljaju nelinerani sustav dvije jednadzbe s tri nepoznanice. Taj sustav ima
beskona¢no mnogo rjesenja, a sva njegova rjeSenja leze na crvenoj krivulji koja je prikazana na
prethodnoj slici. Ako varijablu x uzmemo za parametar, tj. stavimo z = t, tada dobivamo da mora

3_2=0,22—-y=0danasusz=t, y=1t5 =1

biti y = 5, 2 = 3. Dakle, sva rjesenja sustava x
pri cemu je t € R. Dobiveno rjeSenje predstavlja parametarske jednadzbe krivulje koja je zadana
kao presjek ploha 23 — 2z = 01 22 — y = 0. Sjetite se analiticke geometrije prostora gdje smo trazili
parametarske jednadzbe pravca koji je bio zadan kao presjek dvije ravnine. Tamo smo takoder imali
sustav dvije jednadzbe s tri nepoznanice, samo §to je taj sustav bio linearan pa smo mogli na njega
primijeniti Gaussov postupak, a opcée rjeSenje tog linearnog sustava je predstavljalo parametarske
jednadzbe pravca. Ako opée riesenje x = t, y = t%, z = ¢3 uvrstimo u funkciju f(x,y,z) = 575 T Y
dobivamo funkciju jedne varijable F(t) = 27% + 5. Sada, umjesto da trazimo ekstreme funkcije
f(z,y,2) = 57, +y uz uvjete 23 —2=0122—y =0, trazimo ekstreme funkcije F(t) = 27% + 6

bez ikakvih uvjeta. Koriste¢i se poznatim pravilima za trazenje ekstrema realnih funkcija jedne
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varijable lagano se dobiva da funkcija F' u tockama t = \_/—% it= % ima lokalne minimume koji su
u obje tocke jednaki . Iz z = t, y = t%, z = 3 slijedi da funkcija f u tockama <_1 L =

1 .
27 37 27 3\/5) 1

Sl

(%, 2—17, ﬁ) postize uvjetne lokalne minimume koji su jednaki %.

Zadatak 75.

Medu svim trokutima koji imaju opseg jednak 42, pronadite onog koji ima najveéu povrsinu.

Rjesenje.

Povrsina trokuta kojemu su duljine stranica jednake a, b, ¢ racuna se po Heronovoj formuli

P=+/s(s—a)(s—b)(s —c)

pri éemu je s poluopseg trokuta. Kako nas zanimaju samo trokuti koji imaju opseg jednak 42, mora
biti a + b+ ¢ =42 i s = 21. Dakle, trazimo ekstreme funkcije

P(a,b,c) = /21(21 — a)(21 — b)(21 — ¢)

uz uvjet a + b + ¢ = 42. Kako je povrsina trokuta maksimalna ako i samo ako je izraz pod drugim

korijenom maksimalan, mozemo radi jednostavnosti promatrati funkciju
fla,b,¢) =21(21 — a)(21 — b)(21 — ¢)
i traziti njezine ekstreme uz uvjet g(a,b,c) = a + b+ ¢ — 42. Definiramo Lagrangeovu funkciju
L(a,b,c, \) = 21(21 — a)(21 — b)(21 — ¢) + A(a + b + ¢ — 42).

Parcijalne derivacije Lagrangeove funkcije jednake su

oL oL
S =A-22I-DEI-d, FI=A-2121-a)21-0),
oL oL

Izjednacavanjem parcijalnih derivacija s nulom dobivamo sustav

A—21(21-0)(21—¢) =0
A—21(21—a)(21 —¢) =0
A—21(21—a)(21=b) =0

a+b+c—42=0

Iz (25) i (26) dobivamo
A=21(21-b)(21 —¢), A=21(21 —a)(21 —¢)
pa zaklju¢ujemo da mora biti

21(21 — b)(21 — ¢) = 21(21 — a)(21 — ¢).
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Zbog nejednakosti trokuta je ¢ < 21 jer u protivnom ne bi vrijedilo a + b > ¢ (Sto mora vrijediti u
svakom trokutu). Stoga je 21 — ¢ # 0 pa dijeljenjem prethodne jednadzbe s 21(21 — ¢) dobivamo
21 — b =21 — a iz ¢ega slijedi a = b. Analogno, iz (26) i (27) dobivamo

A=21(21—-a)(21 —¢), A=21(21 —a)(21—0)
pa zaklju¢ujemo da mora biti
21(21 —a)(21 — ¢) = 21(21 — a)(21 — b).

Zbog nejednakosti trokuta je a < 21 jer u protivnom ne bi vrijedilo b + ¢ > a (Sto mora vrijediti u
svakom trokutu). Stoga je 21 — a # 0 pa dijeljenjem prethodne jednadzbe s 21(21 — a) dobivamo
21 — ¢ =21 — b iz cega slijedi b = c.

Iza="bib=cslijedi a =b=c. Uvrstimo li a = b = ¢ u jednadzbu (28), dobivamo a = 14, b = 14,
¢ =14. Uvrstimo li b = 14 i ¢ = 14 u (25), dobivamo A = 1029. Dakle, dobili smo samo jednu

stacionarnu tocku (14, 14,14, 1029). Sada trebamo ispitati karakter dobivene stacionarne tocke.

Loo=0, Lay=21(21—¢), Lae=21(21—b), Ly =0, Ly =21(21 —a), Le =0,
ga:L gb:17 gC:l

Nakon toga formiramo determinante

0 9. & 0 1 1
Al(a, b, c, )\) =—19c Lqa Lg|=—]1 0 21(21 — C)
9 Lap Ly 1 21(21 —¢) 0
0 9% B G 0 1 1 1
L L L 1 0 21(21 — 21(21 —b
AQ(CL, b, e, )\) _ Ya aa ab ac| _ ( C) ( )
9b Lab Lbb Lbc 1 21(21 — C) 0 21(21 — CL)
ge Laec Lpe Lee 1 21(21 — b) 21(21 — a) 0
Kako je
0 1 1
A1(14, 14,14, 1029) =—|1 0 147| = —294 < 0,
1 147 O
0 1 1 1
1 0 147 147
A2(14, 14,14, 1029) = — =64827 >0
1 147 0 147
1 147 147 0

zakljucujemo da funkcija f u tocki (14, 14, 14) postize uvjetni maksimum. Stoga i funkcija P u tocki
(14,14,14) postize maksimum uz uvjet a + b + ¢ = 42. Dakle, od svih trokuta koji imaju opseg

jednak 42, najveéu povrsinu ima jednakostrani¢ni trokut sa stranicom duljine 14.
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Vazna napomena. Pogledamo li teoreme na stranici 68. koji daju nuzne uvjete za postojanje
uvjetnih lokalnih ekstrema, mozemo uociti da smo u svim zadacima u kojima smo koristili Lagran-
geovu funkciju izostavili provjeravanje jednog vaznog uvjeta koji se nalazi u pretpostavkama tih
teorema. To smo napravili namjerno kako ne bismo previse komplicirali samo rjeSavanje zadataka.
Naravno da to nije matematicki ispravno i pedantne osobe bi nam na tome mogle zamjeriti i pomis-
liti ¢ak da niti nismo svjesni svoje pogreske. No, bez brige, svega smo svjesni i znamo sto radimo.
Iskreno, mi smo taj uvjet preSutno provjeravali, samo nismo nigdje to posebno napomenuli. Stoga
¢emo sada sve objasniti. O kojoj se to pretpostavci radi? Naime, niti u jednom zadatku nismo
provjeravali da li je skup {Vgl(P), e ng(P)} linearno nezavisan u svakoj tocki P skupa S na
kojemu smo trazili uvjetne ekstreme funkcije. Jednostavno re¢eno, nismo provjeravali da li su gra-
dijenti svih uvjeta linearno nezavisni vektori u svakoj tocki skupa S na kojemu smo trazili uvjetne
ekstreme funkcije. To je jedna od vaznih pretpostavki u teoremima na stranici 68. Medutim, ta
pretpostavka u nekim standardnim zadacima uglavnom uvijek i vrijedi pa je i to bio jedan od raz-
loga zasto nismo posebno spominjali provjeravanje tog uvjeta. Provjerimo ovdje da ta pretpostavka

zaista vrijedi na barem dva zadatka u kojima smo koristili Lagrangeovu funkciju.

e U 64. zadatku smo trazili ekstreme funkcije z = 22 — 3y + 7 na kruznici 22 + y?> = 1. U tom
sluéaju smo imali uvijet g(x,y) = 22 + y? — 1 i trebali smo provjeriti da je Vg(x,y) # (0,0)
u svim tockama kruznice x? + 32 = 1. Kako je Vg(z,y) = (22,2y), zaklju¢ujemo da je
Vg(z,y) = (0,0) jedino u tocki (0,0). Medutim, tocka (0,0) ne pripada kruznici 2% + y2 = 1
pa je Vg(z,y) # (0,0) u svim tockama kruznice 22 + 3% = 1.

e U 67. zadatku smo trazili ekstreme funkcije f(z,y,2) = = 4+ y + 2z na skupu zadanom jed-
nadzbama 22 +y% = 2, x+2z = 1. U tom slucaju smo imali dva uvijeta g(z,y, z) = 22 +y* -2,
h(z,y,z) = x + z — 1 1 trebali smo provjeriti da su vektori Vg(z,y,z) i Vh(z,y,z) line-
arno nezavisni u svim tockama skupa zadanog jednadzbama z? + y? = 2, 4+ z = 1. Kako
je Vyg(z,y,2) = (22,2y,0) i Vh(x,y,2) = (1,0,1), zakljucujemo da su vektori Vg(z,y,z2) i
Vh(z,y,z) linearno zavisni jedino u tockama oblika (0,0, z) za svaki z € R. Medutim, tocke
oblika (0,0, z) ne zadovoljavaju istovremeno obje jednadzbe 22+ y? = 2, '+ z = 1 pa su vek-
tori Vg(z,y,z) i Vh(z,y,z) linearno nezavisni u svim tockama skupa zadanog jednadzbama
24y’ =2 x+z2=1.

Za vjezbu provjerite da je i u svim ostalim zadacima u kojima smo koristili Lagrangeovu funkciju

ispunjena gore spomenuta pretpostavka iz teorema na stranici 68.
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