Polinomi
— primjeri rijeSenih zadataka —

(xn’yn) ($n+1,yn+1) tako da
n takav da je P(x;) = vy,

Teorem. Ako je zadano n + 1 razlicitih toéaka (z1,y1), (z2,y2), -
je v # x; za i # j, tada postoji jedinstveni polinom P stupnja <
1=1,2,...,n,n+ 1.

Taj polinom pronalazimo na sljedeé¢i nac¢in. Neka je L; polinom n-tog stupnja za koji je

Li(w1) = Li(z2) = -+ = Li(zi—1) = Li(ziy1) = -+ - = Li(vpy1) =0,  Li(w;) = 1.
e (¢ =)@ = 2) (@ = 71)(& = 531) - (¢ = Tnpn)
() = T—0 )T —22) (T —Tj—1 )\ — Tj41) (T — Tnt1 ‘
Li(z) (zi — 21) (2 — 2) -+ (25 — Ti1) (@5 — Tig1) - (T — Tpy1)

Trazeni polinom P je oblika

=1

i kazemo da je interpolacijski polinom P zapisan u Lagrangeovom obliku.

Zadatak 1.
Odredite Lagrangeov interpolacijski polinom koji prolazi totkama (1,3), (2,16), (—1,1) i (3, 45).
Rjesenje.
(1.3), (2,16, (C1,71), (3,45)
Najprije pronademo polinome Ly, Lo, L3 i La.
far) = éf = fj))((fl__?;féff 1)4) Falr) = uf - ;3)&_—?3))(@; - >>
L) = ) B0 = T
Ly(z) = 3(e — 2)(x + 1)(z ~3) Lo(w) = —3 (o~ D + 1)z -3
Ll(a:):ix?’ x2+ix+; Lg(a:):—%a:3+x2+%x—1
Ly(x) = (gf — ;1))&__2;&; - 2)4) Latw) = (x(j - 511))&_—2))(&; = ?;)3>
SRR A e
Ly(x) =~ (e~ )z~ 2)(z ~ 3) Li(w) = S~ )z~ D(a + 1)
L3(z) = NI SR QLS L4(a:)—1x3—fx2—}x+l

24 4 24 4



Konacno, trazeni polinom P je oblika
P(z) = y1L1(x) + y2La(x) + y3Ls(x) + yaLa(x)

1 13 1 1
P(fr)=3-<4x3—x2+4x+2>+16-<—3x3+x2+3x—1)+

1 1 11 1 1 1 1 1
1. (23 tp2 22 a5 (28 22 2.2
+ < 51" +4:c 24x+4>+ 5 (836 1” 8w+4

P(x) = 2® 4 22°

Zadatak 2.
Uocite na grafu funkcije y = 3% tocke (— 1, %), (0,1) i (1,3). Nadite polinom P najmanjeg stupnja
koji prolazi tim to¢kama i pomoéu njega priblizno odredite v/3. Kolika je stvarna greska kod ove

aproksimacije?

Rjesenje.
Trebamo odrediti Lagrangeov interpolacijski polinom P koji prolazi kroz tocke
CLY), 6.0 1%,
»3)> 1) 5
Najprije moramo pronaci polinome Lj, Lo i Ls.

(x — z2)(x — x3) (x —z1)(x — 3) (x —z1)(x — 22)

Lafe) = (21 — 22)(21 — 73) La(z) = (z2 — 21)(22 — 73) La(z) = (23 — 21)(23 — 72)
 (z-0)(z—1) (z+1)(x—1) (x+1)(x—0)
Lol =z 2@=orno-n Ls@) = 5@ —o)
Li(z) = %xQ - %x Ly(z) =1 — 2? = %xZ + %x
Al
_35C 3l
— P(x)

Trazeni polinom P je

P(z) = y1L1(x) + y2La(7) + y3L3(z)

1 (1, 1 ) 1, 1
P(x)—g (230 2x)+1 (1-2%)+3 (21: —|—2x>



Ako u funkciju y = 3% uvrstimo x = %, dobivamo da je v/3 ~ 1.316074013. Ako u dobiveni polinom
uvrstimo x = %, dobivamo v/3 ~ P(%) = % . 1—16 + % . % +1= 18—1 = 1.375. Stvarna greska je jednaka

‘1.316074013 — 1.375} = 0.058926, tj. greska se javlja na drugoj decimali.

Teorem (Teorem o nulpolinomu). Polinom f(x) = apaz™ + an_12" ' + -+ 4+ a1z + ag s realnim ili

kompleksnim koeficijentima je nulfunkcija ako i samo ako je a; =0 za svaki i =0,1,...,n.

Teorem (Teorem o jednakosti polinoma). Polinomi f(x) = anz™ + ap_ 12" ' + -+ a1z + ag i
() = bpa™ + by 1™+ -+ b1z + b, an # 0, by, # 0 su jednaki ako i samo ako vrijedi m = n

ta; =b; za svakit=0,1,...,n.

Zadatak 3.
Odredite polinom f(x) ako je f(2x + 1) = 4z% + 2z + 3.

Rjesenje.
Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina.
1. nacin: pomocu supstitucije

Stavimo y = 2z + 1. Tada je z = nyl pa dobivamo

f@r+1) =422 +22 43
—1\? -1
s =1 (L) e

2
y*—2y+1
fl) =1 L= ey 1

fy)=v*—y+3
Nezavisnu varijablu mozemo nazvati po zelji, odnosno ako opet stavimo novu supstituciju y = =,
dobivamo da je f(z) = 2% — x + 3.
2. nacin: pomocu teorema o jednakosti dva polinoma

Kako je na desnoj strani jednakosti f(2z + 1) = 422 4 2z + 3 polinom drugog stupnja, iz teorema
o jednakosti dva polinoma slijedi da na lijevoj strani takoder mora biti polinom drugog stupnja, tj.
mora biti f(z) = Ax? + Bz + C za neke A, B,C € R. Stoga dobivamo

f@r+1)=42® +22+3
A2z +1)> 4+ B2z +1) + C =42* + 22 + 3
A(4r® + 4z +1)+ B2z +1) + C =42% + 22+ 3
(4A)2* + (4A+2B)z + (A+ B+ C) = 42> + 22 + 3



Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce potencije od x dobivamo sustav linearnih jednadzbi

4A =14
4A 4 2B =2
A+B+C=3

koji ima jedinstveno rjesenje A =1, B = —1, C = 3. Stoga je f(r) = 2?> —x + 3.

Zadatak 4.
S5x + 4 A B

Odredite koeficijente A i B tako da vrijedi =—+ .
2+2r x x+2

Rjesenje.

Svodenjem desne strane na zajednicki nazivnik dobivamo

22+2x x T+2
5v+4  A(x+2)+ Bx

Sxr +4 A B
+

r2+2x z(z+2)
5r+4 Az +2)+ Bz 9

= : 2
z? + 2z x? + 2z / (27 +22)

Sr+4=A(x+2)+ Bz
br+4=(A+B)x+24

Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajucée potencije od x dobivamo sustav linearnih jednadzbi

A+B=5
2A=14

koji ima jedinstveno rjesenje A =2, B = 3.

Zadatak 5.
Polinom f(x) = z* + 22 4+ ax? 4+ 22 + b je "kvadrat” nekog polinoma. Odredite a, b i taj polinom.

Rjesenje.
Prema pretpostavci zadatka mora postojati polinom g(z) takav da je f(z) = g(x)?. Iz teorema o

jednakosti dva polinoma slijedi da je polinom g(x) drugog stupnja, tj. g(z) = Az?+ Bx + C za neke
A, B,C eR.

2t 203 + az? + 22+ b = (Az? + Bz + C)?
2t + 203 + az? + 20+ b= A%t + B%2? + C? + 2ABa® + 2AC2? + 2BCx
2 4 223 4 ax? + 2z + b = A% + 24Ba2® + (B? + 2AC)2” + 2BCx + C?

Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce potencije od x dobivamo sustav jednadzbi

A% =1, 24B=2, B?+24C=a, 2BC=2, C?=hb.



Iz prve jednadzbe slijedi A = 1 ili A = —1. Pogledajmo prvo slucaj A = 1. Tada iz druge i Cetvrte
jednadzbe dobivamo B =11 C = 1. Iz pete jednadzbe slijedi b = 1 i konacno iz trece jednadzbe
a = 3. Stoga je jedno rjeSenje promatranog sustava jednadzbi
A=1, B=1, C=1, a=3, b=1
Na isti nacin u slucaju A = —1 dobivamo jo$ jedno rjeSenje
A=-1, B=-1, C=-1, a=3, b=1.

Dakle, u svakom sluc¢aju je a = 3i b = 1, a za polinom g(x) dobivamo dva rjesenja g(z) = 22 +x+1

2

ili g(x) = —2* —x — 1.

Zadatak 6.
Za linearni polinom f(z) = 2x + 3 odredite sve linearne polinome g(z) za koje vrijedi
(fog)(x)=(gof))
Rjesenje.
Prema uvjetu zadatka mora biti g(z) = ax + b za neke a,b € R, a # 0. Nadalje,
(fog)(@)= (g0 f)(x)
flg(x)) = g(f(x))
flax +b) = g(2x + 3)
2(ax+b)+3=a(2x+3)+b
2ax + (2b+ 3) = 2ax + (3a + b)
Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuée potencije od x dobivamo sustav linearnih jednadzbi
2a = 2a
2b+3=3a+0b.
Zapravo imamo samo jednu linearnu jednadzbu 2b + 3 = 3a + b iz koje dobivamo b = 3a — 3. Stoga
je g(x) = ax + 3a — 3, gdje je a € R\ {0}. Zaklju¢ujemo da postoji beskona¢no mnogo linearnih
polinoma g(x) za koje vrijedi (f o g)(x) = (g o f)(x).

Zadatak 7.
Odredite polinom treéeg stupnja kojemu je slobodni ¢lan jednak nula i koji zadovoljava uvjet
f(x) — f(xr — 1) = 22 za svaki x € R.

Rjesenje.
Kako je f(x) polinom treéeg stupnja sa slobodnim ¢lanom jednakim nuli, slijedi da je
f(x) = Az + Ba? + Cx za neke A, B,C € R, A # 0. Nadalje,

fla) = flz —1) =2”
Az® + Bx? 4+ Cx — [A(x—1)3+B(:U—1)2+C(:L‘—1) = z?
A2® + B 4+ Cx — A(z® =322 + 32— 1) = B(a® — 22+ 1) — Oz — 1) = *
(34)2% + (=3A+2B)x + (A — B+ C) = z*



Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce potencije od x dobivamo sustav linearnih jednadzbi

3A=1
—-3A+2B=0
A-B+C=0
koji ima jedinstveno rjesenje A = %, B = %, C= %. Stoga je f(x) = %3:3 + %SUQ + %ZL’.

Zadatak 8.
Za polinom f(r) = 2% — 2 odredite polinom f(z — 1) + f(z) + f(x + 1).

Rjesenje.
fe=D+f@)+fa+l)=|@-1" - @-1]+|2* —a| + [@+ 1)~ @+1)] =

=3 -3 4+3z—-1—-2+ 1)+ @ —2)+ @3 +322+3z+1—2—-1)=32°+ 32

Zadatak 9.

Odredite zbroj koeficijenata polinoma P(x) = (:U5 + 7zt — 2% — 11z + 5)2005 (332 —x+ 2) 2001

Rjesenje.
Ako je zadan polinom P(z) = apz™ + a,_12" ! + --- 4+ a12 + ag, tada za = 1 dobivamo da je
P(1) =an+ apn—1+ -+ a1 + ap. Zakljuéujemo da je zbroj koeficijenata polinoma P(x) jednak

vrijednosti tog polinoma u tocki z = 1. U naSem slucaju je
P(l) — (1 L7-1—-11+ 5)2005 i (1 14 2)2004 — 12005 i 22004 — 22004

pa je zbroj koeficijenata zadanog polinoma jednak 22004,

Zadatak 10.

Odredite razliku zbroja koeficijenata polinoma P(z) = (5:1:5 + 72— 23— 11z + 9) 2005 (xQ —z+ 3) 2004
s parnim indeksima i zbroja koeficijenata s neparnim indeksima.

Rjesenje.

Ako je zadan polinom P(z) = apz™ + ap_12™ 1 + -+ + a12 + ag, tada za * = —1 dobivamo da

je P(=1) = (=1)"-ap, + (=1D)" 1t -ap_q+ -+ (=1) - a1 + ag. Zakljuéujemo da je razlika zbroja
koeficijenata polinoma P(x) s parnim indeksima i zbroja koeficijenata s neparnim indeksima jednaka

vrijednosti tog polinoma u toc¢ki x = —1. U naSem slucaju je

P(—l) — (_5 + 7 _|_ 1 + 11 + 9)2005 . (1 _|_ 1 + 3)2004 — 232005 . 52004‘



Zadatak 11.

Dokazite da ne postoji polinom s cjelobrojnim koeficijentima za koji je f(5) =61 f(2) = 1.
Rjesenje.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji polinom f(z) € Z[z] za koji je f(5) =61 f(2) = 1. Neka je
f(@)=apz" +apn 12" '+ +ar+ag, a; €%, i=0,1,...,n, a, #0. Tada je

f(5) =an-5"+an_1-5""1+ - +ar-5+ag

f2)=an-2" +an1-2"" 4+ +a1-2+ag
pa oduzimanjem dobivamo

fB) = f2)=an- (5" —2") +an_1- (5" =2""Y) + - tay- (5 —2%) +as -3
Prema pretpostavci je f(5) — f(2) =6 — 1 =5 iz ¢ega slijedi
S5=an (5" —2") 4+ ap_1- (6" —2" )+ +ay- (5° —2%) +a1-3. (%)

Tvrdimo da 3 | 5" — 2" za svaki n € N. Ovu tvrdnju éemo dokazati matematickom indukcijom.

Za n = 1 tvrdnja je oCigledna. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n, tj. da je
5" — 2™ = 3k za neki k € Z. Tada je

sl _ontl — 5. 57 2.9 =2.(5" —2") +3.5" =2-3k+3-5" =3 (2k +5")
——
€z
iz cega slijedi da 3 | 5"t — 2"+, Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki
n € N. Medutim, u tom slucaju je desna strana od (%) djeljiva s 3, dok lijeva oc¢ito nije, sto je
kontradikcija. Dakle, ne postoji polinom f s cjelobrojnim koeficijentima za koji bi bilo f(5) = 6 i

F2) =1.

Zadatak 12.

Neka je f(z) polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Dokazite da je za svaki a € N i b € N broj

f(a + \[b) + f(a — \@) uvijek cijeli broj.

Rjesenje.

Neka je f(7) = apa™ + ap_12" '+ -+ a1z +ag, a; €Z, i=0,1,...,n, a, # 0. Tada je
Fla+vb) =an(a+Vh)" +an1(a+vh)" "+ - +a(a+Vh) +ag
f(a— \/l;) = an(a— \/5)n+an,1(a— \/l;)n_l +---—|—a1(a— \/5) + ap

pa zbrajanjem dobivamo

fla+ Vo) + fla=Vb) =an [(a+vB)" + (a=VB)"| +++ a1 |(a+Vb) + (a = Vb)]| + 2a0.

Tvrdimo da je (a + \/B)n + (a — \/B)n € N za svaki n € N. Ako to pokazemo, tada slijedi tvrdnja

zadatka. Prema binomnom poucku je

(o= = 8 () (- -

k=0

k=0

(1) (5" (-0



Ako je k neparan broj, tada je \@k + (— \/l;)k = 0. Ako je k paran broj, tada je k = 2l za neki
l € Nyp. U tom slucaju je

VB (VB = VBT 1 (- vB) =2l e .

Nadalje, (Z) € Nzak,neN,k<n. Isto tako, a”* € Nza a,n,k € N, k < n. Iz ovih razmatranja
slijedi da je (a+ \/B)n + (a — \/l;)n € N za sve a,b,n € N.

Zadatak 13.

Dokazite da u kanonskom zapisu produkta f(z)g(x) polinoma

f@)=1—z+a2— a4 . — o 4 5100

g@)=1+a+a2>+2°+ - +2% + 2
nema ¢lanova s neparnim potencijama od x.
Rjesenje.
Grupiramo li kod oba polinoma posebno parne, a posebno neparne potencije i iskoristimo 1i formulu
za razliku kvadrata, dobivamo
flx)g(x) = (1—x+x2—$3+-~—x99+x100)(1+x+x2+x3+-‘-+x99+x100) =
= [(1+x2+...+x100) —m(1—|—$2+~-—|—m98)} . [(14—%24—-'-—{—%100) +a:(1+372+'~—|-1’98)} =
_ (1+m2+x4+‘..+x98+m100)2_x2(1_|_l,2_‘_$4+”._|_m98)2'

1z posljednjeg zapisa je jasno da ¢e nakon izvrsenih operacija polinom f(z)g(z) u kanonskom zapisu

imati samo parne potencije od .

Zadatak 14.
Odredite kvocijent i ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) = 2® — 32® — 52 s polinomom g(x) =

2 —x+1.

Rjesenje.
(2P — 323 — 5z i@ —z+1)=2+2%2 -3z —4
— 2% 4+ 2t — 23
xt — 423 — b
—axt 4 2 — 2?

— 323 — 22 — 5z

+ 32% — 322 + 3z

— 422 — 21
+ 422 — 4z + 4
— 6x + 4

Kvocijent je jednak q(x) = 23 + 22 — 3z — 4, a ostatak r(z) = —6z + 4.



Teorem (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za svaka dva polinoma f,g € Rlz], g # 0, postoje
jedinstveni polinomi q,r € Rlz| takvi da vrijedi f(x) = g(z)q(z) +r(x) i str <stg.

Zadatak 15.

Koliki je ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = 2987

— 22 + 5 s polinomom g(z) =z — 17

Rjesenje.
Klasi¢no dijeljenje bi ru¢no predugo trajalo. Medutim, nas samo zanima ostatak kojeg ¢emo lagano
odrediti pomocu teorema o dijeljenju s ostatkom. Prema tom teoremu postoje jedinstveni polinomi
q ir takvi da je

f(z) =g(x)q(z) +r(x), str<stg.

Uvrstimo li poznate podatke, dobivamo
197 22 45 = (2 — 1)g(x) +r(z), str<l1.
Kako je st < 1, polinom r je zapravo konstanta, tj. r(x) = C za neki C' € R pa je
2197 20 4+ 5 = (z — 1)q(z) + C. (%)

Jednakost (x) mora vrijediti za svaki z € R pa specijalno mora vrijediti za = 1. Uvrstimo li z =1
u (%), dobivamo
11987 _2.145=0-¢(1)+C

iz Cega slijedi da je C' = 4. Dakle, ostatak pri dijeljenju polinoma f s polinomom g jednak je

r(z) = 4.

Napomena. U prethodnom zadatku, kada smo uvrstavali x = 1, cilj nam je bio da nestane ¢lan
koji sadrzi kvocijent g(z) jer o tom kvocijentu nista konkretno ne mozemo saznati iz teorema o
dijeljenju s ostatkom, ali njegovim ”uklanjanjem” mozemo saznati koliki je ostatak. Opcenito, u
zadacima ovog tipa uvijek je ideja da umjesto varijable & uvrstavamo one vrijednosti za koje ¢ée ¢lan

koji sadrzi kvocijent g(x) nestati, jer ¢emo na taj nac¢in dobiti informaciju o ostatku.

Zadatak 16.
Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) = 277 +2°° +2%3 4+ 21 +1 s polinomom g(z) = 22— 1.

Rjesenje.

Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoje jedinstveni polinomi ¢ i r takvi da je
f(x) =g(z)q(z) +r(x), str<stg.
Uvrstimo li poznate podatke, dobivamo
T4 4B et 41 = (2% — Dg(z) +r(z), str<2.
Kako je st < 2, ostatak r je najvise prvog stupnja, tj. 7(z) = Az + B za neke A, B € R pa je

2T+ 2P 4 2Bt 1= (2? — 1)q(z) + Az + B.



Kako prethodna jednakost mora vrijediti za svaki « € R, specijalno mora vrijeditizax =1iz = —1

pa imamo

1T+ 1% 1 1= (12 -1)g(1)+A-1+B
(D)7 + (=1)% + (1B + ()" +1=((-1)* - 1)g(-1) + A- (1) + B

Sredivanjem dobivamo sustav linearnih jednadzbi

A+B=5
—A+B=-3

koji ima jedinstveno rjesenje A =4, B = 1. Stoga je ostatak pri dijeljenju polinoma f s polinomom
g jednak r(x) = 4z + 1.

Zadatak 17.
Nadite ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) = z'9°+32% +22—32+49 s polinomom g(z) = x?+22—3.

Rjesenje.

Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoje jedinstveni polinomi ¢ i r takvi da je
f(z) =g(x)q(x) +r(z), str<stg.
Uvrstimo li poznate podatke, dobivamo
2100 43299 4 2% — 32 +9 = (22 + 22 — 3)q(x) +r(z), str<2.
Kako je st < 2, ostatak r je najvise prvog stupnja, tj. 7(z) = Az + B za neke A, B € R pa je
2190 4329 422 — 3249 = (22 + 22 — 3)q(x) + Az + B.
Prethodna jednakost mora vrijediti za svaki x € R pa specijalno mora vrijediti za x =11z = —3.

11004319412 -3.149=(12+2-1-3)¢(1)+A-1+B
(=3)1 +3-(=3)7 +(=3)* =3 (-3)+9=((-3)>+2-(-3) —3)qg(-3) + A- (-3)+ B

Sredivanjem dobivamo sustav linearnih jednadzbi

A+B=11
—3A+ B =27
koji ima jedinstveno rjeSenje A = —4, B = 15. Dakle, ostatak pri dijeljenju polinoma f s polinomom

g jednak je r(x) = —4x + 15.

Zadatak 18.
Koliki je ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) = 2% +2%+... 422 +2+1 s polinomom g(x) = z+1?

10



Rjesenje.

Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoje jedinstveni polinomi ¢ i 7 takvi da je
f(x) =g(x)q(z) +r(x), str<stg.
Uvrstimo li poznate podatke, dobivamo
042 241 = (x4 Dg(z) +r(x), str< 1.

Kako je st < 1, ostatak r je konstanta, tj. r(z) = C za neki C' € R pa je

20 42 2 1= (x+ 1)g(x) + C.
Prethodna jednakost mora vrijediti za svaki x € R pa specijalno vrijedi i za x = —1.

(D) ()P o (1) (D) F 1= (-1 + Dg(—-1) +C

Dobivamo C' = 1 pa je ostatak pri dijeljenju polinoma f s polinomom g jednak r(x) = 1.

Zadatak 19.
Odredite a,b € R tako da polinom f(z) = 22° + az? — 5z + b bude djeljiv s g(z) = 2% — x — 2.

Rjesenje.

Ako je polinom f djeljiv s polinomom g, tada je ostatak jednak 0.

f(z) = g(z)q(z) + 0
223 + ax® — 5z + b= (:L‘2 -z —2)q(x)

Uvrstimo li redom z = —1 i x = 2 u posljednju jednakost, slijedi

2. (-1’ +a- (-1 =5 (1) +b=((-1)* = (-1) = 2)q(~1)
2.2 40a-22-5-2+4b=(2°-2-2)q(2)

Sredivanjem dobivamo sustav linearnih jednadzbi

a+b=-3
4da+b=—6
koji ima jedinstveno rjeSenje a = —1, b = —2.
Zadatak 20.
Ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) s polinomom g;(z) = z — 2 jednak je 2, a s polinomom

g2(x) = = — 3 polinom f(x) je djeljiv. Koliki je ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) s polinomom
g(z) = 2% — 52 + 67
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Rjesenje.
Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, za polinome f i g postoje jedinstveni polinomi ¢ i r takvi

da vrijedi
f(x) =g(x)q(x) +r(x), str<stg.
Uvrstimo li poznate podatke, dobivamo
f(z) = (2* — bz +6)q(z) + r(z), str<2.
Kako je st < 2, ostatak r je najvise prvog stupnja, tj. r(z) = Az + B za neke A, B € R pa je
f(z) = (2% — 5z + 6)q(z) + Az + B. ()
Uvrstimo li u (&) redom = =2 i x = 3, dobivamo
f(2)=(22-5-24+6)q(2) +A-2+B

f(3)=(3*-5-34+6)¢(3)+A-3+B

odnosno

ﬂm:2A+B} ©)

f(3) =3A+B

Nadalje, prema pretpostavci zadatka polinom f(x) pri dijeljenju s polinomom g;(z) = = — 2 daje

ostatak 2 pa prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoji jedinstveni polinom ¢; takav da je

f(x) = (z =2)qu(x) + 2. ()

Isto tako, prema pretpostavci zadatka je polinom f(x) djeljiv s polinomom gs(x) = x — 3 pa prema

teoremu o dijeljenju s ostatkom postoji jedinstveni polinom ¢y takav da je

f(@) = (2 = 3)q2(). (®)

Uvrstimo li z =2 u (¢) i x = 3 u (M), dobivamo

iz cega slijedi da je f(2) =21 f(3) = 0. Uvrstimo li ove vrijednosti u (¥), dobivamo sustav linearnih
jednadzbi

2A+B =2
3A+B=0

koji ima jedinstveno rjesenje A = —2, B = 6. Trazeni ostatak jednak je r(z) = —2z + 6.

Zadatak 21.

Polinom f(z) pri dijeljenju s polinomom g;(z) = = + 1 daje ostatak 4, a pri dijeljenju s polinomom
go(z) = 22 4 1 ostatak 2z + 3. Koliki je ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) s polinomom g(z) =
(z+1)(2® +1)?
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Rjesenje.
Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, za polinome f i g postoje jedinstveni polinomi ¢ i r takvi

da vrijedi
f(x) =g(x)q(x) +r(x), str<stg.
Uvrstimo li poznate podatke, dobivamo

f(z) = (z 4 1) (2? + Dg(z) +r(z), str<3.

Kako je str < 3, ostatak r je najvise drugog stupnja, tj. 7(z) = Az + Bz + C zaneke A, B,C € R
pa je
f(z) = (z+1)(2® + 1)g(z) + Az + Bz + C. (%)

Polinom x? + 1 se ne moze ponistiti s realnim vrijednostima od x pa é¢emo u (*) umjesto varijable

x morati uvrstavati i kompleksne vrijednosti. Ako u (%) uvrstimo z = —1 i x = 4, dobivamo
f-1) =1+ D)((-1)*+Dg(-1) + A- (-1)*+B- (-1) +C
f@)=@G+DGE2+1)q()+A-2+B-i+C
odnosno

(%)

f(-1)=A-B+C
f(i)=—-A+Bi+C

Prema pretpostavcei zadatka polinom f(z) pri dijeljenju s polinomom g;(x) = x + 1 daje ostatak 4

pa prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoji jedinstveni polinom ¢; takav da je

f(@) = (z+ Dai(e) + 4. ()

Nadalje, po pretpostavei polinom f(z) pri dijeljenju s polinomom go(x) = 22+ 1 daje ostatak 2z + 3

pa prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoji jedinstveni polinom ¢o takav da je
f(z) = (z° + 1)g2(x) + 22 + 3. (o)
Uvrstimo li z = —1 u (o) i =i u (e), dobivamo

f(=1)=(-1+1q(-1)+4
(@) = (i* +1)go(i) +2i + 3

iz Cega slijedi da je f(—1) =41 f(i) = 2i + 3. Uvrstimo li ove vrijednosti u (x), dobivamo sustav
jednadzbi

A-B+C=4
(C—A)+Bi=3+2i

Kako su A, B,C € R, izjednacavanjem realnih i imaginarnih dijelova iz druge jednadzbe slijedi

C—-—A=3
B =2

13



Uvrstimo B = 2 u jednadzbu A — B 4+ C =4 i dobivamo A + C' = 6. Sada iz

C—-—A=3
A+C=6
dobivamo A = %, C = %. Stoga je ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) s polinomom

g(z) = (x + 1) (2% + 1) jednak je r(z) = 322 + 22 + 3.

Teorem (Descartesov teorem). Broj x = a je nultoéka polinoma f(x) ako i samo ako je f(x) djeljiv

ST —a.

Zadatak 22.
Da li je polinom f(x) = (332 +z— 1)2n + (x2 —z+ 1)2n — 2 djeljiv s polinomom g(z) = z? — ?

Rjesenje.
Iz Descartesovog teorema slijedi da je polinom f djeljiv s polinomom g ako i samo ako je svaka
nultocka polinoma g ujedno i nulto¢ka polinoma f. Jasno je da polinom g ima dvije nultocke z1 = 0

i x9 = 1. Provjerimo da su to ujedno i nultocke polinoma f.
fFO)=0+0-1D)"+0-04+1)"—2=(-1)"4+1-2=0
f(l):(1+1—1)2n+(1—1+1)2n—2:1+1_2:O

Dakle, svaka nultocka polinoma g je ujedno i nultocka polinoma f iz ¢ega slijedi da je polinom f

djeljiv s polinomom g.

Hornerov algoritam. Ako polinom f(z) = a,2"+a,_ 12" '+ - -+a1x+ag dijelimo s normiranim
polinomom prvog stupnja g(z) = x —a, tada je kvocijent g(x) = ¢, 12" 1 4+c,_ 22" 24 -+ 124 o
polinom n — 1 stupnja, a ostatak r(z) = r je konstantni polinom koji je jednak vrijednosti polinoma
futockia, tj. r = f(a). Klasi¢no ra¢unanje vrijednosti polinoma u nekoj to¢ki ima slozenost O(n?),
dok Hornerov algoritam ima slozenost O(n). Koeficijente kvocijenta i ostatak pomoéu Hornerovog

algoritma dobivamo na sljedeéi nacin.

Cn—1 = Aan
Cn—2 = Gp—1 + acCp—1

Cpn—3 = Ap—2 + GCp—2

co = aj +acy

r=ap+ acy
Kod rjesavanja zadataka sve kratko zapisujemo u obliku tablice

Gnp, pn—1 | Gp—2 | ** - | Q1 | Q0

allCp—1|Cp—2 | Cp-3 | " |C | T




Zadatak 23.

Pomoéu Hornerovog algoritma podijelite polinom f(x) = 22° — 23 +2 +8 s polinomom g(x) = = — 2.

Rjesenje.
Kod polinoma f se ne javljaju potencije od z* i 22, ali njih isto moramo ukljuéiti u igru jer u tablici

moraju pisati sve potencije od najveée do najmanje. Zapravo smo polinom f mogli napisati kao
flx)y=2254+0-2" =23+ 0-22 + 2 +38,
ali nije obi¢aj da piSemo potencije uz koje stoji 0, tj. one kojih zapravo i nema.

2/0{-110 1] 8
2|24 7 |14]29| 66

Dakle, kada polinom f podijelimo s polinomom g dobijemo kvocijent () = 2% +423 +72%+142+29
i ostatak r(z) = 66.

Zadatak 24.

Pomoéu Hornerovog algoritma podijelite polinom f(z) = 323 + 222 s polinomom g(x) = = + 2.

Rjesenje.

Ako napiSemo sve potencije od najveée do najmanje u polinomu f, tada je
f(z) =32 +222 +0-2+0,

a polinom g je zapravo g(z) = x — (—2) jer u opcenitoj formuli imamo = — a, tj. ”varijabla minus

slobodni ¢lan”.

31210 O
—213|—-4|8|—-16
Kada polinom f podijelimo s polinomom ¢ dobijemo kvocijent g(z) = 322 — 42 + 8 i ostatak
r(z) = —16.

Napomena. Hornerov algoritam mozemo primijeniti na dijeljenje polinoma jedino u slu¢aju ako
polinom dijelimo s normiranim polinomom prvog stupnja. U ostalim slucajevima moramo koristiti

klasi¢no dijeljenje koje je pokazano u zadatku 14.

Zadatak 25.

Izracunajte vrijednost polinoma f(z) = 4x* 4 222 + 1 u tocki 2 pomoéu Hornerovog algoritma.
Rjesenje.

Vrijednost polinoma f u tocki 2 jednaka je ostatku pri dijeljenju polinoma f s polinomom g(x) =
T —2.

Zakljucujemo da je f(2) = 73.
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Zadatak 26.
Broj (1101001)2 napisite u dekadskom sustavu.

Rjesenje.

Sjetimo se binarnog zapisa.
(ananil---a1a0)2 :an-2n+an,1 -2”_1—1—-~-—|—a1 '2—|-(1(], a; € {0,1}, i:O,l,...,n
Ako je f(x) = apz™ + an_12" L + - + a1x + ag, tada je (anan_l e a1a0)2 = f(2).

1{1j0(1 70|01
2113|613 |26]52]|105

Stoga je (1101001)s = 105.

Zadatak 27.
Razvijte polinom P(z) = z* — 823 + 522 + 2z — 7 po potencijama od z + 2.

Rjesenje.

1. nacin: pomoc¢u Hornerovog algoritma

U svakom koraku, pocevsi s polinomom P, dijelimo dobiveni kvocijent s x + 2 dok ne dodemo do
konstantnog polinoma. Ostaci kod tih dijeljenja predstavljaju koeficijente polinoma P raspisanog

po potencijama od x + 2.
1 -8 5 2 -7

2| 1| —10 | 25 | —48
—2| 1| —12 | 49
—21 1| —14

-2 1 ||-16

Razvoj polinoma P po potencijama od = + 2 je
P(z) = (x +2)* — 16(z + 2)® + 77(x + 2)? — 146(x + 2) + 89.

2. nacin: pomoc¢u derivacija

Znamo da vrijedi formula

P™(a) n, P" V() n-1 P’ (a) 2, Pla)
P(m)—T(x—a) +m(m—a) +- 51 (r—a)*+ 1 (x —a)+ P(a)
za svaki polinom P i svaki a € R. U naSem slucaju je a = —2 i n = 4 pa slijedi
PW (-2 PB)(—2 P" (-2 P'(-2
P(a:)zll(')(a:+2)4+3(')(x+2)3+ é, )(x+2)2+ (1' )(:c+2)+P(—2)
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Dalje racunamo derivacije i vrijednosti derivacija u tocki x = —2.

P(z) = o* — 82 + 5a? + 20 — 7 P(—2) = 89
P'(z) = 42 — 242% + 10z + 2 P'(—2) = —146
P'(z) = 122% — 48z + 10 P"(—2) = 154
PO (z) = 242 — 48 PB)(—2) = —96
PW(z) =24 PW(—2) =24
Stoga je
Plr) = 2o+ 2+ S0+ 24 o (w42 + 0 +2) 489
odnosno

P(z) = (z +2)* — 16(x + 2)> + 77(x + 2)* — 146(x + 2) + 89.

Euklidov algoritam. Najveca zajednicka mjera dva polinoma A i B je normirani polinom M (A, B)
najvecéeg stupnja s kojim su djeljiva oba polinoma A i B. Za odredivanje najvece zajednicke mjere
dva polinoma koristimo Euklidov algoritam. Taj algoritam u svakom novom koraku dijeli polinom
s kojim se dijelilo u prethodnom koraku s dobivenim ostatkom iz tog koraka. Opisani postupak
traje tako dugo dok kod dijeljenja ne dobijemo ostatak nula. U tom slucaju je normirani prethodni
ostatak najveca zajednicka mjera zadanih polinoma. Euklidov algoritam mozemo pregledno zapisati

na sljedeéi nacin.

A=DBQ,+ Ry, st Ry <stB
B = R1Q2 + R, st Ry < st Ry
Ri1 = ReQ3 + R3, st Ry < st Ry

Rp—4=Rp 3Qr—2+ B2,  stRy o <stRp_3
Ri_3 = Rp_2Qr—1 + Ri—1, st Rp—1 < st Rp_o
Ry_9 = Ri_1Qx

U tom slucaju je M (A, B) = n(Ri_1), gdje smo s n(Ry_1) naglasili da ostatak Rj_1 treba normirati

ukoliko nije normiran.

Teorem. M(A, B) je polinom minimalnog stupnja koji nije nulpolinom i za koji postoje polinomi

P i Q takvi da vrijedi AP + BQ = M (A, B).

Zadatak 28.
Za polinome A(x) = 2* 4 623 + 1722 + 24z + 12 i B(x) = 2® — 222 — 132 — 10 odredite polinome P
i Q takve da vrijedi AP + BQ = M (A, B).
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Rjesenje.
Najprije trebamo pomoc¢u Euklidovog algoritma odrediti najveéu zajednicku mjeru M (A, B) poli-

noma A i B. U prvom koraku dijelimo polinom A s polinomom B.

(2% + 623 + 1722 + 242 +12) : (2% - 222 — 132 - 10) =2+ 8 <+ @
—a* + 223 + 1322 + 102

83 + 3022 + 34z + 12 A=DBQ+ Ry
— 82 + 1622 + 104z + 80 Qi(x) =x+8
4622 + 1387 + 92 < Ry Ri(z) = 4622 + 1382 + 92

Kako je dobiveni ostatak R; razli¢it od nule, prelazimo na drugi korak. U drugom koraku dijelimo
polinom B (onaj polinom s kojim smo dijelili u prethodnom koraku) s ostatkom R; (dobiveni ostatak

u prethodnom koraku).

(23 — 222 — 132 — 10) : (4622 + 13824+ 92) = Lo — & «+ Q2

—23 — 322 — 2%

— 522 — 152 — 10 B =RiQ2+ Ry
+ 52% 4 15z + 10 Qa(z) = o — 2
0 (—Rz RQ(I‘) =0

Kako je dobiveni ostatak Ry = 0, Euklidov algoritam zavrSava. Najveca zajednicka mjera polinoma
A i B je normirani prethodni ostatak, tj. M(A, B) = n(R;). Dakle,

1
M(A, B) = n(462* 4 138z 4 92) = o

odnosno (nakon sto podijelimo svaki koeficijent s 46)
M(A,B) = 2* + 3z + 2.

Preostaje nam da jo$ odredimo polinome P i @ takve da vrijedi AP + BQ = M (A, B). U tu svrhu

ispisimo sve korake Euklidovog algoritma. U naSem slucaju smo imali samo dva koraka.

A=BQ1+ R
B = R1Q2

Uoc¢imo predzadnju jednadzbu (u ovom slucaju je to bas prva jednadzba) jer je u njoj do na konstantu

sadrzana najvec¢a zajednicka mjera.
A=BQ1+ R
A-BQi =R/ 4
A — 5@Q1B = 5R
+A— j=(x+8)B=M(A,B)
6A+ (—42 — 55) B=M(A,B)

Stoga je



Zadatak 29.
Za polinome A(z) = 23 —11i B(z) = x
AP+ BQ = M (A, B).

3 — 22 + 2 — 1 odredite polinome P i @ takve da vrijedi

Rjesenje.
Najprije trebamo pomoc¢u Euklidovog algoritma odrediti najveéu zajednicku mjeru M (A, B) poli-

noma A i B. U prvom koraku dijelimo polinom A s polinomom B.

(23 —1): (@ —2t4+z-1)=1 + @
—3+ 22—z +1
" — R A=BQ1+ R
Qi(r) =1, Ri(z)=2%-2

Kako je dobiveni ostatak R; razlic¢it od nule, prelazimo na drugi korak. U drugom koraku dijelimo
polinom B (onaj polinom s kojim smo dijelili u prethodnom koraku) s ostatkom R; (dobiveni ostatak

u prethodnom koraku).

(22 —22+a2—-1):(@®>—2)=0 < Qo
— a3 + 2?

r—1 %RQ B:R1Q2+R2
Q2(z) =2, Ro(x)=xz-1
Kako je dobiveni ostatak Rs razli¢it od nule, prelazimo na treéi korak. U treéem koraku dijelimo
polinom R; (onaj polinom s kojim smo dijelili u prethodnom koraku) s ostatkom Ry (dobiveni

ostatak u prethodnom koraku).
(22 —z):(z—1)=2 < Q3
e
0 <R3 Ri = R2Q3 + R3
Q3(z) =z, Rs(x)=0
Kako je dobiveni ostatak R3 = 0, Euklidov algoritam zavrSava. Najveca zajednicka mjera polinoma
A1 B je normirani prethodni ostatak, tj. M (A, B) = n(R2). Dakle,

M(A,B)=n(z—1) =z — 1.

Preostaje nam da jos odredimo polinome P i @ takve da vrijedi AP + BQ = M (A, B). U tu svrhu

ispiSimo sve korake Euklidovog algoritma. U naSem slucaju smo imali tri koraka.

A= BQ1+ Ry
B = R1Q2+ Ry
R = R2Qs

Krenemo od predzadnje jednadzbe B = R1Q2 + R jer je u njoj do na konstantu sadrzana najveca
zajednicka mjera.
B=RQ:+ Ry
B —RiQ2=Rs
B - Ri1Q2=M(A,B)
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Sada iz A = BQ1 + Ry slijedi R = A— B@Q1 pa ako to uvrstimo u B — R1Q2 = M (A, B), dobivamo

B—(A—BQ1)Q2=M(A,B)
B — AQ2 + BQ1Q2 = M(A, B)
—Q2A+ (1 +Q1Q2)B = M(A, B)

Iz Euklidovog algoritma znamo da je Q1(x) = 11 Q2(x) = = pa slijedi
—xA+ (x+1)B = M(A, B).

Stoga je P(z) = —x1Q(x) =z + 1.

Napomena. Kada zelimo pronaéi polinome P i @ za koje vrijedi AP + BQ = M(A, B), tada
najprije pomocéu Euklidovog algoritma pronademo najveéu zajednicku mjeru M (A, B) polinoma A
i B. Zatim u Euklidovom algoritmu krenemo od predzadnje jednakosti jer je u njoj do na konstantu
sadrzana najveca zajednicka mjera i korak po korak iz prethodnih jednakosti u Euklidovom algo-
ritmu izrazimo ostatke R; koje postepeno uvrstavamo u predzadnju jednakost tako dugo dok u njoj
eksplicitno ne nestanu svi ostaci R;. Usput, kako nestaju pojedini ostaci, u predzadnjoj jednakosti
javljaju se kvocijenti (J; umjesto kojih uvrstavamo konkretne polinome koji su dobiveni Euklidovim
algoritmom. Nakon kona¢no mnogo koraka dobivamo jednakost u kojoj se nalaze polinomi A, B i

M (A, B) iz koje onda lagano o¢itamo trazene polinome P i Q).

Zadatak 30.

9 3 _ 2 o
Skratite razlomak x bz” + 9z — 9

2 —x+3

Rjesenje.
Najprije trebamo pronaéi najveéu zajednicku mjeru polinoma A(z) = 223 — 522 + 92 — 9 i
B(z) = 22 — x + 3, a nakon toga ¢emo razlomak skratiti s tom najveéom zajednickom mjerom.

U prvom koraku Euklidovog algoritma dijelimo polinom A s polinomom B.

(223 =522 4+ 92 —9): (22 —2+3) =22 -3 + Q
— 223 + 222 — 6z

— 322 +3z -9
+322 -3+ 9
0 %R1

Kako Euklidov algoritam zavrSava veé¢ nakon prvog koraka, slijedi da je polinom A djeljiv s polino-

mom B pa je M (A, B) jednaka normiranom polinomu B, tj.
M(A,B)=n(B) =n(2? —z+3) =2 —z+3.

Stoga je
223 — 522 4+ 92— 9

= 2x — 3.
2 —x+3 v
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Zadatak 31.

R 100 —
Skratite razlomak 32" —a° — 3z° + 10z — 3

425 — 2% — 423 + 1322 — 3z

Rjesenje.
Najprije trebamo pronaéi najveéu zajednicku mjeru polinoma A(z) = 425 — z* — 423 + 1322 — 3z i
B(z) = 32* — 23 — 322 4+ 10z — 3, a nakon toga ¢emo razlomak skratiti s tom najveéom zajednickom

mjerom. U prvom koraku Euklidovog algoritma dijelimo polinom A s polinomom B.

(4a® — 2% — 42® + 1322 — 3z )i (Bt —2® - 322+ 10z —3) =2z + % + Q)
—43:5+§:L‘4+4m3—4—£m2—|— 4z
st - 327 + 2
—%x4+%x3+%x2—1@0x+%
éxS - %aj —1—% — Ry

Kako je ostatak R; razli¢it od nule, prelazimo na drugi korak. U drugom koraku dijelimo polinom
B (onaj polinom s kojim smo dijelili u prethodnom koraku) s ostatkom R; (dobiveni ostatak u
prethodnom koraku).

(32* —2® — 322 + 102 — 3): (32° —do+3)=272-9 « @,

— 324 + 322 — 9z
— 23 + z =3
+ a3 -z +3

0 (—RQ

Kako je dobiveni ostatak Ry = 0, Euklidov algoritam zavrSava. Najveca zajednicka mjera polinoma
A i B je normirani prethodni ostatak, tj. M(A, B) = n(R;). Dakle,

M(A,B) = n(%x3 —tr+1) = 23—z 43
Zadani razlomak mozemo najvise skratiti s 3 — 2 + 3. Stoga brojnik i nazivnik dijelimo s 2% —x + 3.

(3% — 2% — 322 + 102 —3) : (23 —2+3)=3x—1

— 32 + 322 — 9z
— 23 + =z —3
+ a3 - x +3

0

(425 — 2% — 423 + 1322 — 32) : (23 —2+3) =42? — 1

— 4P + 423 — 1222
— 2t + 22 — 3z
+ 2t - 22 4+ 3z

0

Konaéno, nakon kraéenja dobivamo

3zt — 23 — 322 4+ 102 — 3 3z —1

A5 — g4 —4a3 + 1322 — 3z 42?2 — 1
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Zadatak 32.
a3+ 1

Da li se razlomak ————— moze skratiti? Objasnite.
+r+1

Rjesenje.
Najprije trebamo pronaéi najveéu zajednicku mjeru polinoma A(z) = 2% +2z+11 B(z) = * + 23+ 1.
U prvom koraku Euklidovog algoritma dijelimo polinom A s polinomom B.
(2° trx+ 1)@+ +)=2—-1 <@
—2® -zt —x
-zt + 1
+ a2t + a3 +1
a3 +2 R

Kako je ostatak R; razli¢it od nule, prelazimo na drugi korak. U drugom koraku dijelimo polinom
B (onaj polinom s kojim smo dijelili u prethodnom koraku) s ostatkom R; (dobiveni ostatak u

prethodnom koraku).

(2t +23 +1): (@ +2)=2+1 + Qo
— gt — 2z
x> — 2+ 1
— 3 — 2
—2r —1 + Ry

Kako je ostatak R razlic¢it od nule, prelazimo na tre¢i korak. U treéem koraku dijelimo polinom
R; (onaj polinom s kojim smo dijelili u prethodnom koraku) s ostatkom Ry (dobiveni ostatak u

prethodnom koraku).

(23 +2):(-22-1)=—-222+1x -1 Qs
_$3_%x2
%xQ + 2
+%£L’2+%ZC
%x—k 2
1 1
I
18é (—R3

Kako je ostatak Rj3 razli¢it od nule, prelazimo na ¢etvrti korak. U ¢etvrtom koraku dijelimo polinom
Ry (onaj polinom s kojim smo dijelili u prethodnom koraku) s ostatkom Rj3 (dobiveni ostatak u

prethodnom koraku).

(22 —1): 2 =-1z-E& «Q
+ 2z

-1

+1

0 < Ry

Kako je dobiveni ostatak R4 = 0, Euklidov algoritam zavrSava. Najveca zajednicka mjera polinoma
A i B je normirani prethodni ostatak, tj. M(A, B) = n(R3). Dakle,

M(A,B)=n(%¥) =1.
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Kako je M (A, B) = 1, zadani razlomak se ne moze vise skratiti, tj. on je ve¢ do kraja skracen.

Zadatak 33.
Zadan je polinom P(z) = 22° + ax* + bx? — 7.

a) Da li postoje a,b € R tako da su —1 i 1 nultocke polinoma P(z)?

b) Odredite a,b € R tako da polinom P(x) pri dijeljenju s  — 1 daje ostatak 2, a pri dijeljenju s
x — 2 daje ostatak 61.

Rjesenje.
a) Prema uvjetu zadatka zelimo da je P(—1) =01 P(1) = 0.

P(-1)=0 = 2-(-1)°+a-(-1)*4+b-(-1)>-7=0
Pl)=0 = 2-1°+a-1*+0-12-7=0
Dobivamo sustav linearnih jednazbi

a+b=9
a+b=>5

koji o¢ito nema rjesenja. Dakle, ne postoje a,b € R za koje bi —1 i 1 istovremeno bile nultocke

polinoma P(x).

b) Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom i uvjetima zadatka mora vrijediti

za neke polinome ¢ i ¢o. 1z toga slijedi

225 +az + ba® — 7= (z — D (z) + 2
22° + axt + ba® — 7 = (z — 2)qa(z) + 61

Uvrstimo li « = 1 u prvu jednakost i * = 2 u drugu jednakost, dobivamo

2- 1P 4a-1"+0-12-7=(1-1)q:(1) +2
2-224+a-24b-22 - 7=(2-2)g(2) +61

odnosno
a+b="17
da+b=1
Gornji sustav ima jedinstveno rjeSenje a = —2, b = 9.
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Zadatak 34.
Rijesite jednadzbu 52% — 922 — 2 — 2 = 0.

Rjesenje.
Ako jednadzba ima cjelobrojnih rjesenja, tada ta rjeSenja moraju biti djelitelji slobodnog ¢lana. U
nasem slucaju je slobodni ¢lan jednak —2 pa su kandidati za cjelobrojna rjeSenja brojevi

1,-1,2,—2.

Pomocu Hornerovog algoritma dobivamo da je 1 = 2 jedno rjeSenje.

Stoga se pocetna jednadzba moze faktorizirati kao
(x—2)5-22+1-z+1)=0,

odnosno
(z—2)(5z® + 2+ 1) = 0.

Preostaje nam da rijesimo jos kvadratnu jednadzbu 522 + 2 + 1 = 0 iz koje dobivamo preostala dva

rjeSenja.
5x2 42 +1=0
—14++v1-20
23 = ———
10
—14+14v19
To3 = ——"71—"—+
23 10

Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su

~ —144V/19

_ —1-iV19
10 B '

3 10

T =2, X9

Zadatak 35.
Rijesite jednadzbu 2z* + 1323 + 2522 + 152 + 9 = 0.

Rjesenje.

Kandidati za cjelobrojna rjesenja su djelitelji slobodnog ¢lana. U ovom slucaju su to brojevi

1,-1,3,-3,9,-9.

Hornerovim algoritmom dobivamo da je z; = —3 jedno rjesenje.
(2] 13]25[15 ]9
szl 743 o
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Stoga se pocetna jednadzba moze faktorizirati kao
(z — (=3)) (223 + 72® + 42 + 3) = 0,

odnosno
(z+3)(22° 4+ 72 + 42+ 3) = 0.

Dalje nastavljamo s rjeSavanjem jednadzbe
20% 4+ 72® +4x +3 =0, (1)

Cija rjeSenja su ujedno i rjeSenja od pocetne jednadzbe. Kandidati za cjelobrojna rjeSenja su brojevi

1,—1,3,—3. Hornerovim algoritmom dobivamo da je zo = —3 rjesenje jednadzbe (1).

Iz dobivenog slijedi da se jednadzba (1) moze faktorizirati kao
(z—(=3)) (22 + 2+ 1) =0,

odnosno
(x+3)(22% + 2+ 1) = 0.

Stoga se pocetna jednadzba moze dalje faktorizirati kao
(x+3)%(22% +2+1)=0.

Konaéno, preostaje nam da jos rijesimo kvadratnu jednadzbu 222 + x + 1 = 0, a njezina rjesenja su

T3 = #ﬁ ixy= %ﬁ. Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su
—1+14V7 —1—1iV7
1 =—3, x92=—3, Tg=——f W=

Uocavamo da je —3 dvostruko rjeSenje, tj. dvostruka nultocka pripadnog polinoma.

Kada imamo puno kandidata za cjelobrojna rjeSenja, tada nam sljede¢i teorem pomaze da elimini-

ramo brzo ¢im viSe kandidata.

Teorem. Ako je f(x) = apz™ + apn_12" 1 + - + a1 + ag polinom s cjelobrojnim koeficijentima i
a € Z korijen jednadzbe f(x) =0, tada je za svaki k € Z broj f(k) djeljiv s a — k.

U zadacima ¢emo zapravo koristiti kontrapoziciju tog teorema, tj. ako za neki k € Z broj f(k)
nece biti djeljiv s a — k, tada ¢emo zakljuciti da kandidat a € Z nije cjelobrojni korijen promatrane

jednadzbe.
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Zadatak 36.
Rijesite jednadzbu 23 + 322 — 9z — 20 = 0.
Rjesenje.

Kandidati za cjelobrojna rjeSenja su djelitelji broja —20, tj. brojevi
1,-1,2,-2,4,—4,5,—5,10, —10, 20, —20.

Iskoristimo sada prethodni teorem da brzo eliminiramo iz razmatranja neke kandidate. Ako uzmemo
k=1, tada je f(k) = f(1) = —25. Za svaki od cjelobrojnih kandidata « ispod njega napisemo broj

a — k, tj. u naSem slu¢aju a — 1 pa dobivamo

a: 1, —1, 2, -2, 4, —4, 5, —5, 10, —10, 20, —20
a—1: 0, -2, 1, -3, 3, =5, 4, —6, 9, —11, 19, —21

Sada pogledamo s kojima od brojeva o — 1 broj f(1) = —25 nije djeljiv. Ti brojevi su dolje oznaceni

crvenom bojom.

a: 1, -1, 2, -2, 4, —4, 5, -5, 10, —10, 20, —20
a—1: 0, -2, 1, -3, 3, =5, 4, —6, 9, —11, 19, —21

Za svaki od crvenih brojeva o — 1, eliminiramo njegov pripadni broj a. Eliminirani brojevi a@ su

dolje oznaceni plavom bojom.

a: 1, -1, 2, -2, 4, —4, 5, —5, 10, —10, 20, —20
a—1: 0, -2, 1, -3, 3, =5, 4, —6, 9, —11, 19, —21

Nakon ovog postupka nam preostaju brojevi 2 i —4 kao jedini kandidati za cjelobrojna rjeSenja

zadane jednadzbe. Hornerovim algoritmom lagano nalazimo da je 1 = —4 jedno rjeSenje.

(1] 3 |-9]-20
—4[1][-1]-5] 0

Stoga se pocetna jednadzba moze faktorizirati kao
(x—(—4))(2* -z -5)=0,

odnosno
(z+4)(z2—z—5)=0.

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe 22 — x — 5 = 0 dobivamo preostala dva rjeSenja xo = 5 1

T3 = 1_7@ Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su

14421 1421

1 =—4, 2 5 T3 = 5

Napomena. U prethodnom zadatku smo uzeli £k = 1. Mozemo odabrati bilo koji cijeli broj k, a
ideja je da (ukoliko je to moguée) uzmemo onaj k tako da broj f(k) ima ¢im manje djelitelja jer
¢emo na taj nacin u jednom koraku eliminirati puno kandidata. Isto tako, taj postupak mozemo

ponavljati vise puta za razlicite odabire k € Z.
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Zadatak 37.
Rijesite jednadzbu z# — 1223 — 4422 — 122 — 45 = 0.

Rjesenje.
Kandidati za cjelobrojna rjeSenja su djelitelji broja —45, tj. brojevi

1,—1,3,-3,5,—5,9, -9, 15, —15,45, —45.

Ako uzmemo k = 1, tada je f(k) = f(1) = —112. Za svaki od cjelobrojnih kandidata « ispod njega

napiSsemo broj a — k, tj. u naSem slucaju a — 1 pa dobivamo

a: 1, —1, 3, =3, 5, —5, 9, -9, 15, —15, 45, —45
a—1: 0, -2, 2, —4, 4, —6, 8, —10, 14, —16, 44, —46

Sada pogledamo s kojima od brojeva a—1 broj f(1) = —112 nije djeljiv. Ti brojevi su dolje oznaceni

crvenom bojom.

a: 1, —1, 3, =3, 5, —5, 9, —9, 15, —15, 45, —45
a—1: 0, -2, 2, —4, 4, —6, 8, —10, 14, —16, 44, —46

Za svaki od crvenih brojeva « — 1, eliminiramo njegov pripadni broj «. Eliminirani brojevi a su

dolje oznaceni plavom bojom.

a: 1, —1, 3, -3, 5, —5, 9, —9, 15, —15, 45, —45
a—1: 0, -2, 2, —4, 4, —6, 8, —10, 14, —16, 44, —46

Nakon ovog postupka nam preostanu sljededeéi kandidati za cjelobrojna rjesenja:
-1,3,-3,5,9,15, —15.

Nastavimo dalje postupak eliminacije preostalih kandidata. Odaberimo, npr. k = —2. Tada je
f(k) = f(=2) = —85. Za svaki od preostalih cjelobrojnih kandidata « ispod njega napisemo broj

a — k, tj. u nasem sluc¢aju a + 2 pa dobivamo

a: -1, 3, =3, 5, 9, 15, —15
a+2: 1, 5 -1, 7, 11, 17, —13

Sada pogledamo s kojima od brojeva « + 2 broj f(—2) = —85 nije djeljiv. Ti brojevi su dolje

oznaceni crvenom bojom.

a: -1, 3, =3, 5, 9, 15, —15
a+2: 1, 5 -1, 7, 11, 17, —13

Za svaki od crvenih brojeva o + 2, eliminiramo njegov pripadni broj a. Eliminirani brojevi a su

dolje oznaceni plavom bojom.

a: -1, 3, =3, 5, 9, 15, —15
a+2: 1, 5 -1, 7, 11, 17, —13

Nakon ovog koraka nam preostanu jos samo c¢etiri kandidata za cjelobrojna rjeSenja: —1,3, —3,15.

Mogli bismo dalje nastaviti postupak eliminacije tako da odaberemo neki k € Z\ {1, —2}. Medutim,
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kako nemamo viSe tako puno kandidata, mozemo zavrsiti s tim postupkom. Hornerovim algoritmom

lagano dobivamo da je 1 = —3 jedno rjeSenje zadane jednadzbe.

Stoga se pocetna jednadzba moze faktorizirati kao
(x4 3)(z® — 1522 + 2 — 15) = 0.
Dalje rjesavamo jednadzbu
2® —152% + 2 — 15 = 0. (2)

Kandidati za cjelobrojna rjesenja su djelitelji slobodnog ¢lana —15, tj. brojevi
1,-1,3,-3,5,—5,15,—15.

Kako brojevi 1,5, —5, —15 nisu rjeSenja pocetne jednadzbe (veé¢ smo ih ranije eliminirali iz razmatra-
nja), tada ovi brojevi sigurno nisu rjesenja jednadzbe (2) jer je svako rjesenje jednadzbe (2) ujedno
i rjesenje pocetne jednadzbe (jednadzba (2) je ”sadrzana” unutar pocetne jednadzbe). Stoga preos-
taje da su jedini kandidati za cjelobrojna rjesenja jednadzbe (2) brojevi —1,3,—3,15. Hornerovim

algoritmom se lagano dobiva da je zo = 15 rjeSenje od (2), a onda i od pocetne jednadzbe.

(1] -15]1]-15
1501 0 [1] 0

Stoga se (2) moze faktorizirati u obliku
(x —15)(z* 4+ 1) =0,
a pocetna jednadzba
(z 4+ 3)(x — 15)(x* +1) = 0.
Konaéno, rjesavanjem kvadratne jednadzbe 2% 4+ 1 = 0 dobivamo preostala dva rjeSenja x3 = i i

x4 = —1i. Dakle, sva rjesenja pocetne jednadzbe su

r1=-3, x2=15, x3=1, X4= —t.

Zadatak 38.
Rijesite jednadzbu 223 — 22 4+ 10z — 5 = 0.

Rjesenje.

Kandidati za cjelobrojna rjesenja su djelitelji slobodnog ¢lana —5, tj. brojevi —1,1,5, —5. Medutim,
lagano se provjeri da niti jedan od tih kandidata nije rjeSenje. Stoga zadana jednadzba nema
cjelobrojnih rjesenja. Prelazimo na trazenje racionalnih rjeSenja. Sjetimo se, ako je % racionalno

rjeSenje, tada je p djelitelj slobodnog koeficijenta, a ¢ je djelitelj vodeceg koeficijenta.

djelitelji slobodnog koeficijenta: 1,—1,5, -5
djelitelji vodeéeg koeficijenta: 1, —1,2, —2
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Stoga je p € {1,—1,5,—5}, ¢ € {1,2}. Dovoljno je uzeti samo pozitivne kandidate za ¢ jer se svaki
racionalni broj uvijek moze napisati s pozitivnim nazivnikom. Nakon svih mogué¢ih kombinacija

dobivamo sljedec¢e kandidate za racionalna rjeSenja:
1 -1 5 =51 -1 5 =5

17 171 172 272 2°

Q3

Medutim, prva cetiri kandidata su cijeli brojevi, a za njih smo ve¢ vidjeli da nisu rjeSenja pa nam

preostanu jos samo cetiri kandidata za racionalna rjeSenja:

15

1
27 272 27

Hornerovim algoritmom dobivamo da je z; = % jedno rjeSenje pocetne jednadzbe.

Stoga se pocetna jednadzba moze faktorizirati u obliku
(z — 3)(22° + 10) = 0.

Kona¢no, rjesavanjem kvadratne jednadzbe 222 4+ 10 = 0 dobivamo preostala dva rjesenja xo = iv/5

i z3 = —iy/5. Dakle, sva rjesenja pocetne jednadzbe su

1
T = 5, Tro = i\/g, r3 = —i\/g.

Kada imamo puno kandidata za racionalna rjeSenja, tada nam sljedeci teorem pomaze da eliminiramo

brzo ¢im vise kandidata.

Teorem. Ako je f(x) = apz™ + ap_12" 1 + - + a12 + ag polinom s cjelobrojnim koeficijentima i

o= g racionalni korijen jednadzbe f(x) =0, tada je za svaki k € Z broj f(k) djeljiv s p — kq.

U zadacima ¢emo zapravo koristiti kontrapoziciju tog teorema, tj. ako za neki k € Z broj f(k)
nece biti djeljiv s p — kq, tada ¢emo zakljuciti da kandidat o = % nije racionalni korijen promatrane

jednadzbe.

Zadatak 39.

Rijesite jednadzbu 8x° — 42* + 223 — 722 + 52 — 1 = 0.

Rjesenje.

Ako je L racionalno rjesenje, tada je p djelitelj slobodnog koeficijenta, a g je djelitelj vodeéeg

q
koeficijenta.

djelitelji slobodnog koeficijenta: 1, —1
djelitelji vodeceg koeficijenta: 1,—1,2, —2,4, —4,8, —8
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Stoga je p € {1,—1}, ¢ € {1,2,4,8}. Dovoljno je uzeti samo pozitivne kandidate za ¢ jer se svaki
racionalni broj uvijek moze napisati s pozitivnim nazivnikom. Nakon svih mogué¢ih kombinacija

dobivamo sljedec¢e kandidate za racionalna rjeSenja:

p 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
g 17 172 24 4°8 8

Ako uzmemo k = 1, tada je f(k) = f(1) = 3. Za svaki od racionalnih kandidata % ispod njega

napiSemo broj p — kg, tj. u naSem sluc¢aju p — ¢ pa dobivamo
1 1 1 1
117 27 27 4 47 8 8
0

Sada pogledamo s kojima od brojeva p — ¢ broj f(1) = 3 nije djeljiv. Ti brojevi su dolje oznaceni
crvenom bojom.
1 1 1 1
qg 17 17 2 27 4 47 8 8
p—q: 0
Za svaki od crvenih brojeva p — ¢, eliminiramo njegov pripadni broj g. Eliminirani brojevi % su

dolje oznaceni plavom bojom.

Stoga se pocetna jednadzba moze faktorizirati u obliku

(z—1) (82" +0-2° +22° —62+2) =0
0

(z — %) (82" + 22% — 62 + 2)

2(z - §)(4at +2* =32 +1) =0

(22— 1) (42" +2* — 3z 4+ 1) = 0.
Dalje nastavljamo s rjeSavanjem jednadzbe
4t + 2% -3z +1=0. (3)

Kandidati za racionalna rjeSenja su brojevi



11
21
kao kandidati za racionalna rjesenja od (3). Hornerovim algoritmom dobivamo da je xo = % rjesenje

Vel smo ranije iz razmatranja eliminirali brojeve 1, —1, _Tl pa nam preostanu samo brojevi %,

od (3), a to je takoder rjesenje i od pocetne jednadzbe.

Stoga se jednadzba (3) moze faktorizirati u obliku

(1:—%)(4x3+2x2+2x—2) =0
2(33—%)(2x3+x2+$—1) =0

(22— 1)(22° +2° + 2 —1) = 0.
Pocetna jednadzba se u ovom trenutku moze faktorizirati kao
(22— 1)°(22° + 2% +2-1) =0
pa dalje nastavljamo s rjeSavanjem jednadzbe
20° + 2 +2—1=0. (4)

Kandidati za racionalna rjeSenja su brojevi

1 -1
1a _17 a5 o
2° 2

Kako smo brojeve 1 i —1 ve¢ ranije eliminirali iz razmatranja, ostaju nam samo kandidati % i _71

Hornerovim algoritmom dobivamo da je x3 = % rjeSenje od (4), a to je ujedno i rjesenje od pocetne
jednadzbe.
2]
l2]2[2] 0

Stoga se jednadzba (4) moze faktorizirati u obliku
(z—3)(22° +22+2) =0
Q(x— %)(12—1—:6—&—1) =0
(2:U—1)(:c2+:n—|—1) =0.

Pocetnu jednadzbu zbog toga mozemo faktorizirati u obliku

(20 —1)* (2 + 2 +1) =0.

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe x? + o + 1 = 0 dobivamo preostala dva rjeSenja x4 = *HT“/g i
T5 = 71%“/5 Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su
1 1 1 —1+iV3 —1—1iv3
TI=5, Tp=g, T3=5, T4=——(s——, Tp= (5.
1=5 255 TW=5, T4 5 y  T5 5

Uocite da je % trostruko rjesenje, odnosno trostruka nultocka pripadnog polinoma.
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Zadatak 40.
Dokazite da je v/7 iracionalni broj.

Rjesenje.

Iz definicije drugog korijena slijedi da je /7 rjeSenje jednadzbe 22 —7 = 0. Ako bi v/7 bio racionalni
broj, tada bi se on morao nalaziti medu kandidatima za racionalna rjesenja jednadzbe z2 — 7 = 0.
Medutim, jedini kandidati za racionalna rjesenja su brojevi 1, —1,7, —=7. O¢ito je da /7 nije jednak

niti jednom od tih kandidata pa je stoga /7 iracionalni broj.

Zadatak 41.
Bez upotrebe kalkulatora i racunala izracunajte io’/ 9+ 45 + {’/ 9 — 4+/5.

Rjesenje.
Neka je x = \3/9 + 45 + %/9 — 44/5. Tada slijedi

x:{‘/9+4x/5+ i’/9—4x/5/3

2° =9+ 4v5 +3{/ (9 +4V5)’ €/9—4\/5+3€/9+4\/5€/(9—4\/5)2+9—4\/5

x3=18+3{’/9+4\/5§°’/9—4\/5. ({’/9+4\/S+ {’/9—4\/5>

z® =18 +3V/81 —80 - <§’/9+4\/5+ {’/9—4\/5>

T

2> =18 + 3z

Dakle, dobili smo da je broj %/9 + 45+ {’/9 — 44/5 rjesenje jednadzbe 23 — 3z — 18 = 0. Pronadimo
sva rjeSenja ove jednadzbe. Hornerovim algoritmom lagano dobivamo da je x1 = 3 jedno rjeSenje.
(10| -3|-18
3[1]3] 6| 0

Stoga jednadzbu 2 — 3z —18 = 0 mozemo faktorizirati u obliku (z—3)(2243x+6) = 0. RjeSavanjem
kvadratne jednadzbe 22 + 3z +6 = 0 dobivamo preostala dva rjesenja xo = _3%“/% ixy= _3%"/6

Dakle, sva rjesenja jednadzbe z3 — 3z — 18 = 0 su

_ =3+iV/15
- ==,

_ —3-iV/15

Tr1 = 3, T2 9

T3

Kako je &3/ 9+ 45+ \3/ 9 — 44/5 takoder rjesenje promatrane jednadzbe, on mora biti jednak nekom
od gornja tri rjeSenja. Jasno je da je 3/9 + 45 + {3/9 — 4+/5 realni broj pa slijedi da je

{’/9+4\/5+ f/9—4¢5:3.
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Zadatak 42.

Izracunajte (z - \/5)13.

Rjesenje.

Koristit éemo Moivreovu formulu za potenciranje kompleksnih brojeva. Ako je z = r(cosp +
isinp), tada je 2™ = r"™(cosng+isinny). Da bismo mogli upotrijebiti tu formulu, moramo najprije

kompleksni broj z = —v/3 + i pretvoriti u trigonometrijski oblik.

r= (—\/§)2+12:\/41:2
LT N >

= = arctg —— s = T
— 5 2 ) V3 =5

Koristenjem Moivreove formule dobivamo

tgp =

8] |

. 13 5 .0 13_
(z—\/g) —[2(00567r+zsm67r)} =

- 213<cos (13 : %w) tisin (13 : 2@) _

65 )
COS —7T+zsm gw =

5
213<cos -+ 107?) + ¢sin (67r + 10%)) =
2%{ oo+ i)
cos 7T—{—zsm67r =

3 1
:213<_ \2f+2i> _ 912, /34 912

Napomena. U prethodnom zadatku smo iz jednakosti tgp = \_/—:1; zakljucili da je ¢ = arctg \_/—:1; 4.

Objasnimo zasto je bilo potrebno dodati broj m. Poznato nam je da funkcija tangens nije bijekcija
na svojoj prirodnoj domeni pa zbog toga nema inverznu funkciju. Medutim, pogledamo li restrikciju

funkcije tangens na interval <— 5 g>, tada je funkcija

mw T
t :<—7,—>—>R
& 272

bijekcija pa ima inverznu funkciju koju zovemo arkustangens i ozna¢avamo s arctg. Dakle, funkcija
T
arctg : R — <— 5 §>
svaki realni broj preslikava u neki broj unutar intervala <— L 5> tj. vraca samo kutove izmedu —3
i § radijana. U zadatku smo imali kompleksni broj z = —/3 4 koji se nalazi u drugom kvadrantu
pa mora biti ¢ € <g,ﬂ'>. Medutim, arctg \_/—% je kut u ¢etvrtom kvadrantu, tj. arctg \_/—% € <— %,0>,
pa kad njemu dodamo 7 radijana dobivamo kut ¢ u drugom kvadrantu za koji isto vrijedi da je

tgp = \7—% jer je temeljni period funkcije tangens jednak .
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Zadatak 43.
Rijesite jednadzbu 23 + i = 0.

Rjesenje.

U ovom zadatku ¢e nam trebati Moivreova formula za korjenovanje kompleksnih brojeva.

z =r(cosp + isingp), tada je

2k 2k
Yz = c/;<cosw+ismw), k=0,1,...,n—1
n

n
Iz 23 4 i = 0 slijedi da je 22 = —i pa je z = /—i. Kako je

—i:cos§w+isin§7r, r=1, go:iﬂ',

prema Moivreovoj formuli za korjenovanje slijedi

3 3
S+ 2k s+ 2k
Zk:%<cosw+i51n2’]r?),]r>v k:07172
odnosno 3 Ak 3 Ak
2k :cos$+isin$, k=0,1,2.

Konaéno, uvrstavanjem pojedinih k-ova dobivamo

7r+, .
Zp = cos — + ¢sin —
2 2

Z1 = COS 67r—|—isin67r
11 Lisi 11
Z9 = COS — 18in —
9 5 s 6 s
odnosno

Zoz’i

V3 o1,

2= —— — =1
2

2

&
N =

2y = ~2 — 2
2

Ako je

Uocite da se u prethodnom zadatku kompleksna rjeSenja ne pojavljuju u konjugiranim parovima

zato jer nemamo algebarsku jednadzbu s realnim koeficijentima (slobodni ¢lan 4 nije realni broj,

dok ostali koeficijenti u toj jednadzbi jesu realni brojevi). Medutim, ukoliko se radi o algebarskoj

jednadzbi s realnim koeficijentima, tada se kompleksna rjeSenja pojavljuju u konjugiranim parovima.

Teorem. Ako je xyo = a + bi, a,b € R, b # 0 korijen algebarske jednadzbe f(x) = 0 s realnim

koeficijentima, tada je To = a — bi takoder korijen te jednadzbe.
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Zadatak 44.
Odredite sve nultocke polinoma f(z) = 2% + 223 — 222 + 22 — 3 ako se zna da je f(i) = 0.

Rjesenje.

Zapravo treba rijesiti algebarsku jednadzbu z# + 223 — 222 + 22 — 3 = 0. Kako se radi o algebarskoj
jednadzbi s realnim koeficijentima i kako znamo da je x1 = i jedno njezino rjeSenje, tada prema
prethodnom teoremu mozemo zakljuciti da je xo = —i takoder rjeSenje promatrane jednadzbe. Da
bismo dobili preostala dva rjesenja moramo polinom f(z) podijeliti s polinomom (z — i)(x + 1) =
22 +1. Prema Descartesovom teoremu znamo da moramo dobiti ostatak nula, no ne smijemo koristiti
Hornerov algoritam jer se taj algoritam koristi samo u slucaju da polinom dijelimo s normiranim

polinomom prvog stupnja, Sto ovdje nije slucaj.

(2t +22° — 222 + 22 — 3) : (2?2 + 1) =22+ 22 -3

—334 — .%'2
223 — 322 + 22 — 3
— 223 — 2z
— 322 -3
+ 3a2 + 3

0

Isto tako, umjesto da polinom f(z) dijelimo s polinomom z? + 1, mozemo najprije polinom f(z)
podijeliti s polinomom z — %, a zatim dobiveni kvocijent dalje podijeliti s polinomom x +i. U
oba slucaja dijelimo s normiranim polinomom prvog stupnja pa smijemo u oba dijeljenja koristiti

Hornerov algoritam. Kratko taj postupak mozemo zapisati pomocu tablice

1 2 —2 2 13
v |1 24¢ | -3+2¢| 31| O
—i |1 2 -3 0

Kojim god nac¢inom dijelili, dobivamo da se pocetna jednadzba moze faktorizirati u obliku
(2® +1)(2* +22 - 3) =0.

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe 22 +2x — 3 = 0 dobivamo preostala dva rjesenja 3 = 1i 24 = —3.

Dakle, nultocke polinoma f su brojevi ¢, —i, 1, —3.

Zadatak 45.
Odredite sve nultocke polinoma f(z) = (=1 +i)x* + (1 +14)z® + iz + 1 ako je poznato da je x = i

jedna njegova nultocka, pri ¢emu je i = /—1.

Rjesenje.
Zapravo trebamo rijesiti algebarsku jednadzbu (—1 + i)z* + (1 + i)23 + iz + 1 = 0. Znamo da je
x = ¢ jedno rjeSenje. Kako nemamo algebarsku jednadzbu s realnim koeficijentima, tada ne mozemo
zakljuciti da je x = —i takoder rjesenje. Kod algebarske jednadzbe s kompleksnim koeficijentima
kompleksna rjesenja se ne pojavljuju u konjugiranim parovima. Hornerovim algoritmom dobivamo
| —1+if1+io0]i|1
i|-1+i| o |oli|o
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iz ¢ega slijedi da se pocetna jednadzba moze faktorizirati u obliku
(z — i) ((=1+4)z® +1i) =0.
Preostala tri rjesenja dobit éemo rjesavanjem jednadzbe (—1 + )z +i = 0.

(-1+i)z*+i=0
(=1 +d)ad = —i

3 —1
Tr =
-1+
; 1
5 i . i
147 —1—1
1 1
3 .
0 =—=+4+ =1
2 + 2
1 1
3
T = 5 + =1
Sada trebamo pomocé¢u Moivreove formule izra¢unati treéi korijen iz kompleksnog broja z = —% + %z

Najprije moramo taj broj pretvoriti u trigonometrijski oblik (uocite, opet trebamo kod rac¢unanja

kuta dodati 7 jer se promatrani kompleksni broj nalazi u drugom kvadrantu).

SISO RICE

1
1 3
tgtp—*:i:_l = p=arctg(—-1)+7 = p=yT
2
Stoga je
T ¥ 2(00 ‘m;’ﬂjLismﬂr—gTr), k=0,1,2.

Nakon uvrstavanja pojedinih k-ova dobivamo

(7o)

TR\ 2 T
1 (EUR b
= — — in —
X1 % COS 127T 18 127T
1 19 19
Xr9 = —= COS — T 18in —
S 12 12

Dakle, sve nultocke polinoma f(z) su

1 <\/§ ﬁ) 1 ( 11 11>
rg=-—|—+—7—1]|, 1 COS — T 44 8in —m T =

19 a1 .
= —= COS 771' i8in —m , £z = 1.
2] 12 12

7 12
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Teorem. Ako je a+ f3i cjelobrojni kompleksni korijen (o, B € Z) jednadzbe anz™ + ay 12" 14+

a1z + ag = 0 s cjelobrojnim koeficijentima, tada je o + % djelitelj slobodnog ¢lana ay.

Zadatak 46.
Rijesite jednadzbu 2* — 423 + 1122 — 142 + 10 = 0.

Rjesenje.

Kandidati za cjelobrojna rjesenja su djelitelji slobodnog ¢lana 10, tj. brojevi
1,-1,2,-2,5,—5,10,—10.

Ako uzmemo k = 2, tada je f(k) = f(2) = 10. Za svaki od cjelobrojnih kandidata « ispod njega

napiSemo broj o — k, tj. u naSem slucaju a — 2 pa dobivamo

o: 1, -1, 2, -2, 5 -5, 10, —10
a—2: —1, =3, 0, —4, 3, -7, 8, —12

Sada pogledamo s kojima od brojeva o« — 2 broj f(2) = 10 nije djeljiv. Ti brojevi su dolje oznaceni
crvenom bojom.
a: 1, -1, 2, =2, 5, =5, 10, —10
a—2: -1, -3, 0, —4, 3, -7, 8, —12
Za svaki od crvenih brojeva a — 2, eliminiramo njegov pripadni broj «. Eliminirani brojevi a su

dolje oznaceni plavom bojom.

a: 1, -1, 2, —2, 5, —5, 10, —10
a—2: -1, -3, 0, —4, 3, -7, 8 —12

Nakon ovog postupka nam preostane samo broj 1 kao kandidat za cjelobrojno rjesenje. Medutim,
lagano se provjeri da niti on nije rjeSenje. Dakle, zadana jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.
Kako je vodedi koeficijent jednak 1, jednadzba nema niti racionalnih rjesenja (jer u nazivniku mogu
biti samo djelitelji vodeceg koeficijenta, a to je u ovom sluc¢aju samo broj 1 pa bismo s njime opet
za kandidate dobili samo cijele brojeve). U ovom slu¢aju nam jedino jo§ preostane da potrazimo
cjelobrojna kompleksna rjeSenja. Pozitivne djelitelje 1,2,5,10 od slobodnog ¢lana moramo najprije
napisati kao sumu kvadrata cijelih brojeva na sve moguée nacine (moze se dogoditi da neki od
djelitelja nije moguce napisati kao sumu kvadrata cijelih brojeva, ali u ovom zadatku to neée biti

slucaj).
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Od napisanih suma kvadrata o + 32 formiramo cjelobrojne kompleksne kandidate a 4 i pa dobi-

vamo ukupno 22 kandidata za cjelobrojna kompleksna rjesenja.
i, =i, 144, 1—4, =144, =1 —4, 1+2i, 1 =2, —14+2i, —1—24, 2414, 2 —1,
—2+4, —2—4, 1+3i, 1 -3¢, —1+3¢, =1 -3¢, 3+, 3—4, —3+14, —3—1
Hornerovim algoritmom dobivamo da je x1 = 1414 jedno rjeSenje. Kako imamo jednadzbu s realnim

koeficijentima, tada je zo = 1 —1i takoder rjesenje (kompleksna rjesenja se pojavljuju u konjugiranim

parovima kod jednadzbe s realnim koeficijentima).

1 —4 11 —14 10
1+4|1|-3+47|7—2¢|-5+5:| 0
1—-211 -2 5) 0

Stoga se pocetna jednadzba moze faktorizirati u obliku
(2 — (1+4)(z — (1—1)) (2> — 22 +5) =0.

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe 22 — 2z + 5 = 0 dobivamo preostala dva rjeSenja x3 = 1 + 27 i

x4 = 1 — 2¢. Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su

=144 xzo=1—14, x3=14+21, x4=1-—21.

Zadatak 47.
Jednadzba 8z* — 7623 4 27022 — 4252 + 250 = 0 ima jedan trostruki korijen. Odredite sva rjesenja

ove jednadzbe.

Rjesenje.
Neka je
f(x) = 8z — 7623 + 27022 — 425z + 250.

Ako je x¢ trostruka nultocka polinoma f(x), tada vrijedi

f(x()) =0, f/(flf(]) =0, f”(.%'()) =0, f/”(.%'()> 7é 0.
Deriviranjem dobivamo

f'(z) = 3223 — 22822 + 540z — 425
f"(x) = 962% — 4562 + 540
" (x) = 1922 — 456

Kako je u zadatku navedeno da polinom f(z) ima trostruku nultocku, tada ta nultocka mora biti
i nultocka od prve i druge derivacije tog polinoma. Najlakse nam je pronaéi nultocke od f”(z), a
tada jedna od tih nultocki mora biti ujedno i nultocka od f(z) i f/'(z) jer u protivnom zadatak ne
bi bio dobro zadan. Rjesavanjem kvadratne jednadzbe 96x? — 4562 + 540 = 0 dobivamo z; = % i

To = % Direktnom provjerom dobivamo

(@) 1) r(E)n (D)



paje % trostruki korijen zadane jednadzbe, tj. 1 = x9 = 23 = % Sada moramo faktorizirati polinom
f(x), a to mozemo napraviti na dva nac¢ina. Prvi nac¢in je da polinom f(x) klasi¢no podijelimo s
polinomom (x - %)3, ili pak mozemo uzastopce tri puta Hornerovim algoritmom dijeliti s polinomom

T — g Pokazat éemo oba nac¢ina. Kako je

5\ 152 T 12
T—=] =27 ——zx —T— —
2 4 8

dobivamo

( 8zt — 7623 + 2702% — 425z + 250) : (2% — L22% + Dz — 125) =82 — 16
— 8z% + 6023 — 15022 + 125z
— 1623 + 12022 — 300z + 250
+ 1623 — 12022 + 300z — 250
0

Drugi nacin, preko Hornerovog algoritma

8 | =76 | 270 | —425 | 250
218]—56|130| —100| 0
5181-36| 40| O
518|161 0

Kojim god nac¢inom radili, dobivamo da se pocetna jednadzba moze faktorizirati u obliku

<a:— ;)3(833— 16) = 0.

Rjesavanjem linearne jednadzbe 8x — 16 = 0 dobivamo preostalo rjeSenje x4 = 2. Dakle, sva rjeSenja

pocetne jednadzbe su

x—§ x—§ x—§ Ty =2
1*27 2*27 3*27 4 = 4.

Teorem (Vieteove formule). Neka je f(x) = apz™+a,_12" ' +---+aiz+ag polinom s kompleksnim

koeficijentima, a x1,To, ..., T, njegove nultocke. Tada vrijedi
Gp—1
Ty tre+ -+ x, = —
an
ap—2
T1x2 + X1T3 + - + Tp—1Tn =
Qn
ao

ceeg, = (=P 22
T1x Ty = ( )an
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Zadatak 48.
Odredite a,b € R tako da jednadzba 3 + az? + 4z + b = 0 ima jedno rjeSenje 2, a razlika preostalih

dvaju rjeSenja jest 2.

Rjesenje.

Neka su 1, T2, 23 rjeSenja jednadzbe x® + ax? + 42 + b = 0. Prema uvjetu zadatka mora biti
xTr = 2, Tro — T3 = 2. (5)
Prema Vieteovim formulama vrijedi

r1t+x2t+23=—a
T1T2 + 1173 + w273 = 4.

T1X2X3 = -b
Uvrstimo li (5) u prethodni sustav jednadzbi, dobivamo

2429+ (2 —2) = —a
2x9 + 2(x2 — 2) + x2(x2 — 2) =4,
2.%'2($2 — 2) =-b

odnosno nakon sredivanja

a= —2x9
0=a3 + 21y — 8. (6)
b= —21‘2(%2 — 2)

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe 23+2x2—8 = 0 dobivamo (z2); = 2 i (72)2 = —4 pa uvritavanjem

u prvu i tre¢u jednadzbu od (6) dobivamo dva moguca rjeSenja za brojeve a i b:

ayp = —4, b1 =0 ili ag = 8, bg = —48.

Zadatak 49.
Jednadzba 20 — 325 + 122* — 2123 4 4722 — 362 + 60 = 0 ima dva para &isto imaginarnih rjesenja.

Odredite sva rjesenja zadane jednadzbe.

Rjesenje.
Za kompleksni broj z kazemo da je ¢isto imaginarni ako vrijedi Rez = 01 Im z # 0, tj. ako je oblika
z = ai zaneki a € R\ {0}. Znamo da zadana jednadzba ima ¢isto imaginarnih rjesenja pa uvrstimo

li x = ai u pocetnu jednadzbu, dobivamo

a%i® — 3a%i® + 12a%* — 213 + 47a%% — 36ai + 60 = 0
—ab — 3a% +12a* + 21a%i — 47a® — 36ai + 60 = 0
(—a®+12a* — 470® 4 60) + ( — 3a® + 21a® — 36a)i = 0
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Kako je a € R, iz definicije jednakosti kompleksnih brojeva slijedi

—a% +12a* — 474> + 60 =0 (7)
—3a° + 21a® — 36a = 0 (8)

Pogledajmo jednadzbu (8). Kako je a # 0, smijemo tu jednadzbu podijeliti s —3a pa dobivamo
bikvadratnu jednadzbu
a* —7a* +12 = 0.

Uvodenjem supstitucije > = ¢ dobivamo kvadratnu jednadzbu ¢ — 7t + 12 = 0, ¢ija rjeSenja su

ty =4 ity = 3. Iz toga slijedi da je a®> = 4 ili a®> = 3 pa dobivamo
ay = 2, as = —2, asz = \/§7 a4 = —\/g.

Lagano se provjeri da ta rjeSenja takoder zadovoljavaju i jednadzbu (7). Moramo na ovom mjestu
biti oprezni jer mi zapravo rjeSavamo sustav koji se sastoji od jednadzbi (7) i (8), a do sada smo samo
gledali jednadzbu (8) pa smo duzni provjeriti da li sva dobivena rjesenja za a-ove zadovoljavaju i
jednadzbu (7). Mogli bismo lukavo taj korak provjeravanja i izbjeéi pozivajuéi se na navedene uvjete
u zadatku. Naime, u zadatku piSe da jednadzba ima dva para Cisto imaginarnih rjeSenja, a mi smo
upravo dobili ¢etiri moguénosti za a-ove koje ¢e nam dati dva para ¢isto imaginarnih rjesenja. Kada
neki od dobivenih a-ova ne bi zadovoljavao jednadzbu (7), tada zadatak ne bi bio dobro zadan.
Ovdje nam navedena informacija o ukupnom broju ¢isto imaginarnih rjeSenja zapravo omogucéuje
da izbjegnemo provjeravanje jednadzbe (7), ali moramo biti svjesni tih ¢injenica. Da smo dobili
viSe od Cetiri moguénosti za a-ove ili da nije pisalo koliko zapravo imamo ¢isto imaginarnih rjesenja,
tada bismo morali provjeravati da li dobivena rjesenja zadovoljavaju jednadzbu (7). Ona rjesenja
od (8) koja eventualno ne bi zadovoljavala jednadzbu (7), otpala bi iz daljnjeg razmatranja. Dakle,

u ovom trenutku smo dobili ¢etiri rjeSenja
1 =20, xo=-20, x3=+3i, x4=—V3i.
Sada polinom f(z) = 2% — 32° + 122* — 2122 + 4722 — 362 + 60 trebamo podijeliti s polinomom
(z — 2i)(z + 20) (z — V3i) (z + V3i) = (2® + 4) (2 + 3) = 2* + T2? + 12.

To mozemo provesti na dva na¢ina. Prvi naé¢in je da klasi¢no podijelimo polinom f(x) s polinomom
x* + 722412, a drugi naéin je da uzastopce éetiri puta zaredom dijelimo s polinomima = — 2i, x + 2i,

x — /31,  + v/3i pomoéu Hornerovog algoritma. Pokazat ¢emo oba nacina.

(2% — 32% + 122 — 2123 + 4722 — 362 + 60) : (x* +72® +12) =22 — 32+ 5

— 25 — Tzt — 1222
— 32 + 52t — 2123 + 3522 — 362 + 60
+ 32° + 2128 + 36z
5zt + 3522 + 60
— 5zt — 3522 — 60

0
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Drugi na¢in, pomoc¢u Hornerovog algoritma

1 -3 12 —21 47 —36 | 60
21| —=3+2i | 8—6i |—94+16i|15—18i| 30i | 0
-2 |1 -3 8 -9 15 0
V3i| 1] =3+ivV3|5-3ivV3| 5iV3 0
—V3i |1 -3 5 0

Kojim god nac¢inom radili, dobivamo da se pocetna jednadzba moze faktorizirati u obliku

(2% +4) (2% + 3)(z* — 32+ 5) = 0.

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe x? — 3z + 5 = 0 dobivamo preostala dva rjeSenja x5 = % + @z i

T = % — @z Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su

3 V11
T =—V3i, w5=-+4——"i, ¢

T =20, x9=—2i, x3=/3i, 5 5

DO o
wﬁ
—_

Zadatak 50.
Rijesite jednadzbu (1 +i)z* — (1 — i)z = 0.

Rjesenje.

Izluc¢imo li x, dobivamo

pa je jedno rjesenje x = 0. Preostala rjeSenja dobivamo rjesavanjem jednadzbe (1+44)z3 — (1 —1)

(1+i)z® —(1—4)=0
(1+i)a®=1—1

1—1
3 _
Tt
x3:1_l..1_z

1+7 1—1

N2
xs:(l i)

2

Kako je —i=1- (cos s+ isin 37r) prema Moivreovoj formuli je tada

3
s+ 2k 2k
Ty = %(cosW—i—iSangW), k=0,1,2.
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Nakon uvrstavanja pojedinih k-ova dobivamo

T .. m .
Tp =COS— +1Sln — =1

2 2
x cos7 + 2sin v3 11’
= —T+1 T = —— — —
! 6 6 2 2
.11 V31
Lo = COS —T + 181N —T7T = — — =1
6 6 2 2

Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su

. V3 o1 V3
=0 = mm ok 2 E

’L', r3 = 0.

| =

Zadatak 51.
Rijesite jednadzbu z® — 162* — 3023 — 1622 +1 = 0.

Rjesenje.
Ovdje se radi o simetri¢noj jednadzbi parnog stupnja.

20 4+0-2° —162* — 3022 — 1622 4+0-24+1=0

ag=ag=1, as=a1 =0, a4 =az =—16

Simetri¢nu jednadzbu stupnja 2k rjesavamo tako da najprije jednadzbu podijelimo s z*, a nakon

toga uvodimo supstituciju t = = + % Pogledajmo na ovom zadatku kako to funkcionira.
2%~ 162 — 300* — 1622 +1=0 /1 0”

16,1 _
r 3

<:p3+x13>—16(x+i>—30—0 (9)

Sada uvodimo supstituciju z + % = t. No, moramo jos i 23 + z—g izraziti pomocu t.

1 3
:c—i—f:t/
T

3 1
34+ 5 =t
x X

1 1
x3+3:t3—3<x+)
X

T

2% — 162 — 30 — 0

1
a2t + — =t* -3t
X
Iz (9) dalje slijedi
(> —3t) — 16t —30 =0

3 —19t — 30 =0.
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Dalje nastavljamo s rjesavanjem jednadzbe t3 — 19t — 30 = 0. Kandidati za cjelobrojna rjesenja su

1, -1, 2, -2, 3, =3, 5, =5, 6, —6, 10, —10, 15, —15, 30, —30

) Y

Ako uzmemo k = —1, tada je f(k) = f(—1) = —12. Za svaki od cjelobrojnih kandidata « ispod

njega napisemo broj a — k, tj. u nasem sluc¢aju o + 1 pa dobivamo

a: 1, =1, 2, =2, 3, =3, 5 =5 6, —6, 10, —10, 15, —15, 30, —30
a+1: 2 0, 3, -1, 4, -2, 6, —4, 7, —5, 11, -9, 16, —14, 31, —29

Sada pogledamo s kojima od brojeva a + 1 broj f(—1) = —12 nije djeljiv. Ti brojevi su dolje

oznaceni crvenom bojom.

a: 1, -1, 2, -2, 3, -3, 5, —5, 6, —6, 10, —10, 15, —15, 30, —30
a+1: 2 0, 3, -1, 4, -2, 6, —4, 7. —5, 11, -9, 16, —14, 31, —29

Za svaki od crvenih brojeva « + 1, eliminiramo njegov pripadni broj «. Eliminirani brojevi a su

dolje oznaceni plavom bojom.

a: 1, —1, 2, =2, 3, =3, 5 =5 6, —6, 10, —10, 15, —15, 30, —30
a+1: 2 0, 3, -1, 4, -2, 6, —4, 7. —5 11, -9, 16, —14, 31, —29

Nakon ovog koraka nam preostanu sljedeé¢i kandidati za cjelobrojna rjesenja:
1, 2, =2, 3, =3, 5, —b.

Hornerovim algoritmom dobivamo da je t; = —2 jedno rjesenje jednadzbe t3 — 19t — 30 = 0.

Stoga se jednadzba t3 — 19t — 30 = 0 moze faktorizirati u obliku
(t+2)(t* — 2t —15) = 0.

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe t? — 2t — 15 = 0 dobivamo preostala dva rjeSenja ty = —3 i t3 = 5.

Sada se za svaki od dobivenih t-ova vracamo na uvedenu supstituciju x + % =t.

r+—=1
T
1
x+—=—2/‘:1:
T
22 4+204+1=0
—2++4—-4
Tl =—""47"—
2
1’1:—1, 372:—1
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x
1
T+ —= —3/ X
x
2> +3r+1=0
-3++v9-4
T34 =——F
2
_ -3+V5 _ -3-V6
xr3 = 2 y L4 = 2
1
T+ — =13
x
1
T+ - = 5/ T
x
2 —
r°—=5x+1=0
525 -4
T56 == 5
2
5+ +v21 5—+v21
Ty = —FH > Te=——(H —
2 2
Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su
-3++5 -3-5 54 /21 5—+/21
r1=-1, mo=-1, ®3=—_-—, y=—-"—"", Ts=—71—, T6=—F .
2 2 2 2
Zadatak 52.
Rijesite jednadzbu 22° + 52 — 1323 — 132% 4+ 5z + 2 = 0.
Rjesenje.
Ovo je simetri¢na jednadzba neparnog stupnja jer je
a5:ao:2, a4:a1:5, a3:a2:—13.
Svaka simetricna jednadzba neparnog stupnja uvijek ima jedno rjeSenje 1 = —1. Hornerovim

algoritmom dobivamo
25| -13]-13]5]2
~1]2[3]-16] 3 [2]0

pa se pocetna jednadzba moze faktorizirati u obliku

(z +1)(22" + 32° — 162” + 3z + 2) = 0.

45



Dalje treba rijesiti simetri¢nu jednadzbu parnog stupnja 22* + 323 — 1622 + 32 +2 = 0.
2x4+3x3—16x2+3x+220/:x2

3 2
202 + 32 — 16+ =+ = =0
x a2

1 1
2<x2+2)+3<x+>—16:0
X X
1 2
CL'—F*:t/
xr
1
$2+2+72:t2
X
1
4 =t"-2
xr

28 —2) +3t—16=0

2t2 4+ 3t —20 =0

-3+ 9+ 160
s
5
t]_ 257 tQ——4

r+—-=t

x

1 5

- .9
m+x 2/ o

212 — 512 +2=0

5++/25—-16

T23 = 4

1
:1:+f:—4/~x

T

22 +4x+1=0

 —4+/16—4
S

$4:—2—|—\/§, 5 =-2—13

T4,5
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Dakle, sva rjeSenja pocetne jednadzbe su
1
r1=—1, x2=2, $3:§, $4:—2+\/§, $5:—2—\/§.

Cardanova formula. Cardanovu formulu koristimo kod rjeSavanja normirane algebarske jed-
nadzbe treéeg stupnja u kojoj nema kvadratnog ¢lana, tj. kod jednadzbe oblika x® + px 4+ ¢ = 0.
Rjesenja jednadzbe 22 + pr + ¢ = 0 su dana s

1 =ur+v

T9 = UIE + U1€2

xr3 = u1€2 + v1€
gdje je

E=—2—

2
2 3
R (CRTE

Pritom je u; jedna od triju vrijednosti treceg korijena iz kompleksnog broja. Sjetimo se, n-ti korijen

iz kompleksnog broja ima toéno n vrijednosti u skupu kompleksnih brojeva.

Zadatak 53.

Rijesite jednadzbu 423 + 60x + 496 = 0.

Rjesenje.

U zadanoj kubnoj jednadzbi se ne javlja kvadratni ¢lan pa nakon §to ju normiramo mozemo primi-

jeniti Cardanovu formulu.

4x3+60x+496:0/:4

2+ 152 +124 =0
p=15 q=124

Uy = A| ———

w
[
N DN
i~
Q

()
up = V1

Znamo da /1 ima to¢no tri vrijednosti u skupu kompleksnih brojeva, a sigurno je jedna od tih

vrijednosti jednaka 1 pa mozemo uzeti da je u; = 1 (jer nama treba jedna, bilo koja, od tih

47



triju vrijednosti) tako da u ovom slu¢aju ne moramo koristiti Moivreovu formulu za korjenovanje
kompleksnih brojeva. Nadalje,
P 15
v =—o7—=——7"=—5.
3U1 3-1

Sada, prema spomenutim formulama, moZemo pronaéi rjeSenja pocetne jednadzbe.

1}1:U1+01:1+(—5):—4

mZU1€+v1€2:1-< L ?i)—i—(ﬂ’))‘ <—1+\/§i> =2-—3V3i

2 2 2
1 3 1 3
x3:u182—l—1)15:1- (—24-{2') +(—5)‘ <—2—\g>i> :2+3\/§i

Rjesenje x3 zapravo nismo morali ra¢unati po formuli jer kako imamo jednadzbu s realnim koefici-
jentima, tada znamo da se kompleksna rjesenja pojavljuju u konjugiranim parovima pa smo na

temelju izra¢unatog xo mogli zakljuciti da je x3 = Zo.

Zadatak 54.
Rijesite jednadzbu z2 — 22 — 2 = 0.

Rjesenje.
Kako se radi o normiranoj jednadzbi treéeg stupnja u kojoj se ne javlja kvadratni ¢lan, mozemo

odmah primijeniti Cardanovu formulu. U ovom slucaju je p = —2 i ¢ = —2 pa dobivamo

R O]
R CRE]

uy = 1+ —

Znamo da ¢/1+ \/% ima to¢no tri vrijednosti u skupu kompleksnih brojeva, a kako se pod tre¢im

korijenom nalazi zapravo realni broj sigurno je jedna od tih vrijednosti realna i upravo jednaka
broju koji pige, tj. treéi korijen iz 1 + \/g jednak je \3/1 + \/% (mogli bismo taj treéi korijen
izracunati pomocu kalkulatora na odredeni broj decimala, ali to ovdje ne¢emo raditi). Preostale
dvije vrijednosti treéeg korijena iz 1 + \/;? su kompleksne i njih bismo mogli pronaé¢i pomocu

Moivreove formule za korjenovanje kompleksnih brojeva. Medutim, nama je za u; dovoljna jedna

od te tri vrijednosti, a najlakSe nam je da uzmemo spomenutu realnu vrijednost. Nadalje,

1——7:7

2
3u
P31+ /8
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pa su rjesenja zadane jednadzbe

T =u] +v1
3 19 2
21 = {14+ e
27 3 19
3y/1+14/57

T9 = UIE + 0152

3 19
T = 1+ 277 (—

3¢/ 1+4/52

r3 = uie” + V1€
19 1 3 2 1 3
333:314— — ——+£z’ + — ———ii
27 2 2 ) 1 2 2
3 19

3 19 1 V3 2 3 19
xr3 = —_ [ - — | —— — —

2
3 19 3 19
34/ 1+14/5 3{/1+14/5
Rjesenje x3 opet nismo morali ra¢unati po formuli jer kako imamo jednadzbu s realnim koefici-
jentima, tada znamo da se kompleksna rjeSenja pojavljuju u konjugiranim parovima pa smo na

temelju izrac¢unatog xo mogli zakljuciti da je x3 = To. Numericki, ta rjesenja iznose

x1 ~ 1.76929
To ~ —0.884646 + 0.589743:
r3 ~ —0.884646 — 0.589743:.

Ukoliko se u kubnoj jednadzbi javlja kvadratni ¢lan, tada najprije moramo pomoéu pogodne sup-
stitucije eliminirati taj kvadratni ¢lan da bismo mogli primijeniti Cardanovu formulu. Preciznije,
ukoliko imamo normiranu kubnu jednadzbu 2 + ax? 4+ bx + ¢ = 0, tada kvadratni ¢lan eliminiramo

. C . a
pomocu supstitucije r =y — 3.
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Zadatak 55.
Rijesite jednadzbu 2% — 322 + 3 = 0.

Rjesenje.
Kako se u kubnoj jednadzbi javlja kvadratni ¢lan, tada najprije moramo eliminirati taj ¢lan da

bismo mogli primijeniti Cardanovu formulu.

2 —322+3=0

rT=19y— 3

3 YT
r=y+1
(y+17°=3(y+1)*+3=0
P 4+32+3y+1-3y> —6y—3+3=0
Y —3y+1=0
Dobili smo kubnu jednadzbu y® — 3y +1 = 0 u kojoj se ne javlja kvadratni ¢lan pa nju mozemo

rijesiti pomoc¢u Cardanove formule.
3 _
Yy —=3y+1=0

p=-3,q=1

3

Sada treba pronadi jednu vrijednost treceg korijena iz kompleksnog broja z = —% + 731 U pret-
hodna dva zadatka je to bilo lagano jer smo zapravo trazili treé¢i korijen iz realnog broja pa nam
je bilo najlakse da uzmemo realnu vrijednost, umjesto da trazimo kompleksne vrijednosti pomocéu
Moivreove formule. U ovom slucaju imamo ”pravi” kompleksni broj pa ¢emo morati koristiti Mo-
ivreovu formulu za korjenovanje kompleksnih brojeva da bismo nasli jednu vrijednost tre¢eg korijena

iz kompleksnog broja z. U tu svrhu moramo kompleksni broj z pretvoriti u trigonometrijski oblik.
1 2 \/g 2
= _ — _— = 1
=) ()

2
tggpz%: 2 :—\/§:cp:arctg(—\/§)+7rz>g0:§7r

|l
D= w

Prema Moivreovoj formuli za korjenovanje je

1 2 2k 2 2k
3——+§i =1 COSM—l—isinM , k=0,1,2.
2 2 3 3
k
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Za uy ¢emo uzeti vrijednost trecéeg korijena koju dobijemo za k = 0 (mogli smo uzeti i & = 1 ili
k = 2) pa slijedi da je

2 .2
U1 = COS =T 4+ 281N —7.

9 9
Nadalje, zbog v1 = —30- dobivamo
2 )
3 1 1 COS §m — isin §m
v = 2 .9 = 2 . 9o — 2 .92 2 . o —
3(cos§7r+zsm§7r) cos§7r+zsm§7r cos§7r—|—zsm§7r COS T — 1SIN §7
_cosgm —isingm _ cos gm — isin §m _ COS 5T — isin §7
cos? 2 —i2sin? 21 cos? 271 + sin? 27 1
9 9 9 9
pa je
2 L2
V] = COS —7 — 1 8in —.
9 9

Stoga su rjeSenja jednadzbe y? — 3y + 1 = 0 prema Cardanovoj formuli dana s

Y1 =ur + v
2 Lisi 2 n 2 .2
= | cos = 78in — cos —7 — ¢sin —
Y1 o™ 9" 5" 9™
2
y1:2cos§7r

2
Y2 = U1€ + Vi€

a 2 isin2 L VB s (os 2 — isin 2 L, V3,
Yo = COSg?T ZSIHQTF 9 2’L COSg?T ZSIH97T 9 2’L

2 2
Yo = —cos§7r—|—\/§sin§7r

&

= u152 + v1e

= cosg —i—z’sing —1+§i + cosg —z'sing —l—ﬁi
¥ = 9" 9" )\ T2 2 9" 9" )\ 727 2

2 2
Y3 = —cos§7r—\/§sin§7r

Rjesenja pocetne jednadzbe x2 — 322 + 3 = 0 dobivamo preko uvedene supstitucije z =y + 1 pa je
T =y +1
2
1 =14+ 2cos—-7
9
Ty =y2+1
2 2
29 =1—cos =7+ V3sin -7
9 9
r3=1ys+1

2
T3 = l—cosgﬂ—\/gsingﬂ'
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Teorem. Neka je A = (%)2 + (%)3 diskriminanta jednadzbe x3 +px+q = 0 s realnim koeficijentima.

Tada vrijedi
(1) Ako je A >0, onda x> + pxr + ¢ = 0 ima jedan realni i dva konjugirano kompleksna korijena.
(2) Ako je A =0, onda su svi korijeni od 3 + px +q = 0 realni i barem jedan od njih je visestruki.

(3) Ako je A <0, onda su svi korijeni od x> + px + q = 0 realni i razliciti.

Zadatak 56.
Zadana je jednadzba 23 — 12z — 8 = 0.

(a) Bez direktnog rjesavanja jednadzbe odredite koliko ima realnih, a koliko kompleksnih korijena.
(b) Pomoéu Cardanove formule rijesite zadanu jednadzbu.
Rjesenje.

(a) Broj realnih i kompleksnih rjesenja bez direktnog rjesavanja jednadzbe mozemo odrediti pomocu

njezine diskriminante. Kako je p = —12 i ¢ = —8, dobivamo

2 3
q\?2 p\3 -8 —12
s - () (3
2 + 3 2 * 3 8
pa prema prethodnom teoremu zbog A < 0 slijedi da zadana jednadzba ima tri razli¢ita realna
rjesenja.

(b) Kako se u zadanoj kubnoj jednadzbi ne javlja kvadratni ¢lan, mozemo odmah primijeniti Car-

danovu formulu.

up = /4 + 430

Sada trebamo pronaéi jednu vrijednost treéeg korijena iz kompleksnog broja 4 + 4v/3i pomoéu

Moivreove formule za korjenovanje kompleksnih brojeva. Stoga moramo pretvoriti broj 4 +4v/3i u

r:\/42+<4\/§>2:8
g ™

43
tggozx:f:\/gigp:arctg\/gicp::g

trigonometrijski oblik.
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Prema Moivreovoj formuli za korjenovanje je

T 4+ 2k T+ 2k
<34+4\f3i> Z\?yg(COS:S_‘_S?T—i-Z'SiHW), k=0,1,2.

k

Za uy ¢emo uzeti vrijednost treceg korijena koju dobijemo za k = 0 (mogli smo uzeti i & = 1 ili
k = 2) pa slijedi da je

T .. T
u1:2(cos§+zs1n§).

Nadalje, zbog v1 = —35- dobivamo

12 2 2 cosg—ising
V1 = . = . = . : — =
3-2(cosg+zsmg) cosg +ising cosg+ising cosgy —ising

_ 2((:03% —ising) _ 2(003% —ising) _ 2(003% —ising)

2T _ ;2402 T 2 T in2 T
cos® 5 — 17sin” g cos® g +sin” g 1

pa je

T .. T
v1:2(cos§—zsm§>.

Stoga su rjesenja zadane jednadzbe prema Cardanovoj formuli dana s
21 =u1 +v1

2( 7F+. . 7T)+2< s L. 77)
zZ1 = COS — 7811 — COS — — 781N —
! 9 9 9 9

T
z1 = 4cos —
9

29 = U1E + ’0162

B

2( T s W)
Z9 = COS — 7811 —
2 9 9

1 1 3
(—2 - 22') +2 (Cosg _isin g) (—2 + {z)
Z9 = —2cosg +2\/§sing

23 = U1€2 “+ v1€

B

T .. 0w
23:2<cos§—|—zsm§)

1 T 0 1 V3
L V3. 9 T T L Vs
( 2+ 2 2) + (cos9 zsmg)( 5 5 z)

23 = —2COS% —2\/§sing

Zadatak 57.

Ferrarijevom metodom rijesite jednadzbu z* + 223 + 22 — 1 = 0.

Rjesenje.
Kretemo od izraza
,  BROJ UZ 3
ot ——

2
B) - + NOVA VARIJABLA) .
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Ukoliko novu varijablu ozna¢imo s y dobivamo
2 2 2
<x2+2x+y> = (3:2+:c+y) .
Ocito je da izraz

(a:2+:v—|—y)2:x4—|—x2+y2+2m3+2y:n2+2y:n

4 3

nije jednak z* + 223 + 22 — 1 pa nam je cilj da to popravimo. Koeficijenti uz z* i 23 su u redu,

2

jedino treba popraviti koeficijente uz =, x i slobodni ¢lan. Dobivamo

(mQ—l—x—i—y)z— [(1—|—2y—1)1:2+(2y)x+y2—|—1] =0
(2 +x+y)2 —[2y)2* + 2y)z+y* +1] =0

Trazimo onaj y € R za koji ¢e izraz u uglatoj zagradi biti potpuni kvadrat. Kako je izraz u uglatoj
zagradi polinom drugog stupnja u varijabli z, on ¢e biti potpuni kvadrat jedino ako je njegova

diskriminanta D = b? — 4ac jednaka nula.

b2 —4dac=0

(2y)* —4-2y- (" +1) =0
—8y3+4y2—8y:0/: (—4)

2y3—y2—|—2y:0

Nama treba samo jedno realno rjesenje dobivene kubne jednadzbe 2y —y? 4+ 2y = 0. Ocito je y = 0

jedno realno rjesenje. Uvrstimo y =0 u
(® + 2+ y)2 —[2y)2* + 2y)z+y*+1] =0
pa dobivamo da zadanu jednadzbu mozemo napisati u obliku
(x2+x)2—1 =0.
Formula za razliku kvadrata m? —n? = (m — n)(m + n) dalje daje
(a:2+a:—1)(x2+x+1) = 0.

Rjesavanjem kvadratnih jednadzbi 22 + 2 — 1 = 01 22 + z + 1 = 0 dobivamo sva rjeSenja zadane

jednadzbe.
2 _ 2 _
4+x—1=0 r+zxz+1=0
—14++/1+4 —1++V1—-4
Tip=—7—"" T34 = "7
2 2
—1++5 1+\/§.
T = — To—=—— 4 2%
! 2 T
-1-+5 1 V3,
T9 = ——— Tyg=——— —1
2 2 2
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Zadatak 58.

Ferrarijevom metodom rijesite jednadzbu z* + 823 + 1522 — 420 — 2 = 0.

Rjesenje.
Kre¢emo od izraza
( , BROJ UZ 3
ot ————

2
5 - + NOVA VARIJABLA> .

Ukoliko novu varijablu ozna¢imo s y dobivamo

2
(372—1—236—1—3/) = (x2+4x+y)2.

Ocito je da izraz
(902 + 4x + y)2 =zt +162% + 9* + 823 + 2yz® + Syx

nije jednak z* + 823 + 1522 — 42 — 2 pa nam je cilj da to popravimo. Koeficijenti uz 2* i z3

2

su u

redu, jedino treba popraviti koeficijente uz z*, x i slobodni ¢lan. Dobivamo

(2 + 4z +y)> = [(16 + 2y — 15)2° + By + )z + 4> +2] =0
(@ +4z+y) = [2y+ D2+ By + 4z + 1> +2] =0
Trazimo onaj y € R za koji ¢ée izraz u uglatoj zagradi biti potpuni kvadrat. Kako je izraz u uglatoj
zagradi polinom drugog stupnja u varijabli z, on ¢e biti potpuni kvadrat jedino ako je njegova
diskriminanta D = b? — 4ac jednaka nula.
b2 —dac=0
By +4)* =42y +1)(y° +2) = 0

Dobivenu kubnu jednadzbu (8y + 4)% — 4(2y + 1)(y? + 2) = 0 neéemo dalje sredivati jer nam treba

samo jedno njezino realno rjeSenje, a iz ovog oblika se lagano vidi da je to y = —%. Uvrstimo
y=-3u
(® +4z+y) = [2y+ D+ By + Dz + 14> +2] =0

pa dobivamo da zadanu jednadzbu mozemo napisati u obliku

1\ 2 2
<m2+4x—2) —(2) =0.

Formula za razliku kvadrata m? — n? = (m — n)(m + n) dalje daje

1 3 1 3
2 2
+dr— - — = +dr— -+ - )=

(2 + 42— 2) (2* + 42+ 1) = 0.

odnosno

Rjesavanjem kvadratnih jednadzbi x? + 42 — 2 = 0 i 2? + 42 + 1 = 0 dobivamo sva rjesenja zadane

jednadzbe.
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244 —-2=0 22+4r+1=0
—44++/16+38 —44+ 16 — 4

12 = 2 T34 = 5
—4+ 26 —4+£2V3
mes Ty STy
131:—2—|—\/6 $3:—2+\/§

.%'2:—2—\/6 £C4:—2—\/§

Zadatak 59.

Ferrarijevom metodom rijesite jednadzbu z* + 322 4+ 2z + 3 = 0.

Rjesenje.
Kreéemo od izraza
5  BROJ UZ 3
e

Ukoliko novu varijablu ozna¢imo s y dobivamo

2
- + NOVA VARIJABLA> .

0 2 2
<x2+2x+y> =(a®+y)"

Ocito je da izraz
(22 +y)° = 2t + 4 + 292

nije jednak 2% 4 322 + 2z + 3 pa nam je cilj da to popravimo. Koeficijenti uz z* i 23

2

su u redu,

jedino treba popraviti koeficijente uz =, x i slobodni ¢lan. Dobivamo

(22 +y)? = [(2y — 3)a® — 22+ y* - 3] = 0.

Trazimo onaj y € R za koji ¢e izraz u uglatoj zagradi biti potpuni kvadrat. Kako je izraz u uglatoj
zagradi polinom drugog stupnja u varijabli z, on ¢e biti potpuni kvadrat jedino ako je njegova
diskriminanta D = b? — 4ac jednaka nula.

b —dac =0
4—42y—-3)3*-3)=0

Dobivenu kubnu jednadzbu 4 — 4(2y — 3)(y? — 3) = 0 neéemo dalje sredivati jer nam treba samo

jedno njezino realno rjesenje, a iz ovog oblika se lagano vidi da je to y = 2. Uvrstimo y =2 u
(x2+y)2 — [(2y—3)x2 — 2 + o> -3]=0
pa dobivamo
(22 +2)° —[2* 22 +1] =0
(x2+2)2—(m—1)2:()
(2> +2)+ (z—1)] [@*+2)— (z—1)] =0

(x2+:z—|—1)(1:2—x+3) =0
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Rjesavanjem kvadratnih jednadzbi 22 + 2 +1 = 01 22 — z + 3 = 0 dobivamo sva rjeSenja zadane

jednadzbe.
2 +z2+1=0 2 —2+3=0
—1+/1-14 1+V/1-12
T12=—""" T34 = —5
2 2
1 V3 1 V11,
=yt Tyt
1 V3. 1 vI1,
To=—=——1 Ty = = — 1
2 2 2 2
Zadatak 60.

Ferrarijevom metodom rijesite jednadzbu z* + 223 + 22 + 42 — 2 = 0.

Rjesenje.

Kreéemo od izraza

N

(2 BROJ UZ z°
ot —

5 - + NOVA VARIJABLA)

Ukoliko novu varijablu ozna¢imo s y dobivamo

9 2
<x2~|—2x+y> = (1'2+:L'+y)2.
Ocito je da izraz

(2 +2+y)° =2t + 2%+ +20° + 2ya® + 2y

4 3

nije jednak z# + 223 + 22 4 42 — 2 pa nam je cilj da to popravimo. Koeficijenti uz z# i 3 su u redu,

2

jedino treba popraviti koeficijente uz z<, x i slobodni ¢lan. Dobivamo

(m2+x+y)2— [(1+2y—1D2® + (2y—4)z+y*+2] =0
(z* + = +y)2 —[@y)2*+ 2y -z +y*+2] =0
Trazimo onaj y € R za koji ¢e izraz u uglatoj zagradi biti potpuni kvadrat. Kako je izraz u uglatoj
zagradi polinom drugog stupnja u varijabli z, on ¢e biti potpuni kvadrat jedino ako je njegova
diskriminanta D = b? — 4ac jednaka nula.
b’ —4dac =0
2y —4)2—4-2y- (1 +2) =0
—8y3+4y2—32y+16:0/:4

2% +9* —8y+4=0
Nama treba samo jedno realno rjegenje dobivene kubne jednadzbe —2y3 4+ 4% — 8y +4 = 0. U ovom
slu¢aju nam nije lako brzo pogoditi jedno rjesenje te jednadzbe kao Sto je to bilo u prethodnim
zadacima. Stoga trazimo kandidate za cjelobrojna i racionalna rjeSenja. Naravno, moguce je da ta

kubna jednadzba nema racionalnih rjeSenja pa bismo onda morali koristiti Cardanovu formulu kako

bismo dosli do jednog njezinog realnog rjesenja. Medutim, kod zadavanja zadataka koji eksplicitno
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zahtijevaju koristenje Ferrarijeve metode, se pazi da pripadna kubna jednadzba, tj. rezolventa, ima
uvijek barem jedno racionalno rjesenje jer bi u protivnom rjeSavanje zadatka bilo prekomplicirano za
rucéno racunanje. Stoga kod trazenja jednog realnog rjesenja pripadne rezolvente nemojte koristiti
Cardanovu formulu jer je zadatak uvijek zadan tako da rezolventa ima barem jedno racionalno

rjesenje. Kandidati za racionalna rjesenja od —2y3 + 4% — 8y +4 = 0 su
1 -1 2 -2 4 -4 1 -1

17171 171 172 2

ISl ]

Ako uzmemo k = 1, tada je f(k) = f(1) = —5. Za svaki od racionalnih kandidata % ispod njega
napiSemo broj p — kg, tj. u naSem sluc¢aju p — ¢ pa dobivamo

1 -1 2 -2 4 -4
1171 171

0, -2, 1, -3, 3, -5 -1, -3

o R

p—

Sada pogledamo s kojima od brojeva p — ¢ broj f(1) = —5 nije djeljiv. Ti brojevi su dolje oznaceni

crvenom bojom.

p 1 -1 2 -2 4 —4 1 -1
¢ 1 171U 171 17 2 2
p—gq: 0, -2, 1, =3, 3, -5 -1, -3

Za svaki od crvenih brojeva p — ¢, eliminiramo njegov pripadni broj %. Eliminirani brojevi % su

dolje oznaceni plavom bojom.

Hornerovim algoritmom dobivamo da je y = % jedno rjesenje jednadzbe —2y3 + 4% — 8y +4 = 0.
Uvrstimo y = % u
(a:2 +z —|—y)2 - [(2y)a:2 + 2y — 4z + > + 2} =0

pa dobivamo da pocetnu jednadzbu mozemo napisati u obliku

1\° 9
<$2+$+2) — [x2—3$—|—4] =0

1\ 2 3\ 2
<l‘2+$+2> —(w—2> =0

(22 +2) (2?2 +22-1) =0
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Rjesavanjem kvadratnih jednadzbi 22 +2 = 0 i 22 + 22 — 1 = 0 dobivamo sva rjesenja zadane

jednadzbe.
224+2=0 22+4+2x—-1=0
9 —2+44+4
e = -2 T34 = ——F—
2
:\/ii 1'32—1"1‘\/5
To = —V21 Ty =—1—1+/2
Zadatak 61.

Rijesite jednadzbu 2% + 523 — 6 = 0.

Rjesenje.
Uvodimo supstituciju 23 = t pa dobivamo kvadratnu jednadzbu ¢ + 5t — 6 = 0. RjeSenja dobivene

kvadratne jednadzbe su t; =11ty = —6.

.’E3:t1

=1
r=+v1
Sada trebamo izracunati tre¢i korijen iz 1 koji ima tri vrijednosti u skupu kompleksnih brojeva.

Kako je
1=1- (cosO—l—isinO),

prema Moivreovoj formuli je tada

2% 2%
V1), = %(c:os(H3 7T—|—isin(H_37T>, k=0,1,2.

Uvrstavanjem pojedinih k-ova slijedi
(%)0 = V1 (cos0+isin0) =
\/3

l\.’)\r—l

2 2
(%)1 = %(cosgw—kisingw) =

T
3 3 4 ! 1 \/g
(ﬁ)QZ\/I(COS?)ﬂ'—I—ZSlngTr): 5 71

pa na taj nacin dobijemo prva tri rjeSenja pocetne jednadzbe

=1, xZo=-—=+ i, T3=——— 7.
1 2 5 5 3 5
Preostala tri rjeSenja dobijemo iz t3 = —6 i supstitucije z° =t
1'3 = tg
3 =—6
r=+v—6



Sada trebamo izracunati tre¢i korijen iz —6 koji ima tri vrijednosti u skupu kompleksnih brojeva.
Kako je

—6=06- (cos7r+isin7r),

prema Moivreovoj formuli je tada

2k 2k
(3—6)k: \3/6<COS7T+3 7T+isin7T+37T>, k=0,1,2.

Uvrstavanjem pojedinih k-ova slijedi

(3—6)0: %(Cosg—i—ising) = %<1+\/§2>

(3—6)1 = V6 (cosT +isinm) = —v6
(3—6)2: 36(COS27T+iSin§7T> — %(1—\/§Z>

2 2

pa dobivamo preostala tri rjeSenja pocCetne jednadzbe

s (1 V3. 3 s (1 V3.
$4=\/6<2+22>, 9652—\/6, $6=\/6<2—22>.

Zadatak 62.
Odredite sve a,b € R za koje je x = —2 dvostruka nultocka polinoma
f(z) =zt + 223 + az® + (a + b)z + 2.
Rjesenje.
Ako je © = —2 dvostruka nultocka polinoma f(x), tada mora biti
f(=2)=0, f(=2)=0, [f"(-2)#0. (10)
Kako je

f'(z) = 42% + 622 + 20z +a+b
f(x) =122 + 122 + 2a

slijedi da je
f(—=2)=2a—2b+2

f(=2)=-3a+b-8
F(~2) = 2a + 24

Zbog (10) mora biti

20 —2b4+2=0
—3a+b—-8=0
2a+24#0
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Iz treée relacije dobivamo da mora biti a # —12, a rjeSavanjem sustava

20 —2b4+2=0

—3a+b—-8=0
se dobiva a = —% ib= —%. Iz svega konacno slijedi da je z = —2 dvostruka nultocka polinoma f(z)
jedino u slucaju a = —%, b= —%.

Zadatak 63.
Rijesite jednadzbu x® + 3z* + 222 + 3 = 0.
Rjesenje.
Uvodimo supstituciju 2 = ¢ pa dobivamo jednadzbu
t 4 3t2 + 2t +3 = 0. (11)
Jednadzbu (11) rjesavamo Ferrarijevom metodom. Kreéemo od izraza

<t2 | BROJ UZ t3

2
5 -t + NOVA VARIJABLA) .

Ukoliko novu varijablu ozna¢imo s y dobivamo

2 0 2 2 2
4 5t+y = (t*+y)".

Ocito je da izraz
(2 +y)" ="+ 97+ 22
nije jednak t* + 3t2 4 2t + 3 pa nam je cilj da to popravimo. Koeficijenti uz t* i #3 su u redu, jedino

treba popraviti koeficijente uz t2, t i slobodni ¢lan. Dobivamo
(> +9)° = [(2y —3)> — 2t + 4> — 3] =0.

Trazimo onaj y € R za koji Ce izraz u uglatoj zagradi biti potpuni kvadrat. Kako je izraz u uglatoj
zagradi polinom drugog stupnja u varijabli ¢, on ¢e biti potpuni kvadrat jedino ako je njegova

diskriminanta D = b? — 4ac jednaka nula.

b2 —dac=0
4—-42y-3)u*-3)=0

Dobivenu kubnu jednadzbu 4 — 4(2y — 3)(y? — 3) = 0 neéemo dalje sredivati jer nam treba samo

jedno njezino realno rjesSenje, a iz ovog oblika se lagano vidi da je to y = 2. Uvrstimo y =2 u
(2 +9)° = [2y—3)>—2t+4>—3] =0
pa dobivamo
(2 +2)° - [?—2t+1] =0
(2 +2)°-(t-1)%=0
[(+2)+ -1 [*+2) - (t-1)] =0

(FP+t+1)(*—t+3)=0
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Rjesavanjem kvadratnih jednadzbi 24+t +1 = 0i t>—t+3 = 0 dobivamo sva rjesenja jednadzbe (11)

t24+t+1=0 t2—t+3=0
—1+1—14 1+V1—-12
t10 = 5 t374:42
1 V3 1 V11 .
= —=+ — tyg = — + ——
L=—gt 5t 3=t 5!
1 V3. 1 V11,
t4:§—TZ

Sva rjeSenja pocetne jednadzbe dobit éemo tako da svaki od dobivenih t-ova uvrstimo u uvedenu

supstituciju 22 = t.
22 =t 2 =ty
332:—%4-731' x2:—%—§i
T = —%—i—@i T = —%—@i
r= 1+ (F) =1 =T () =
tg@:%:—\/g, 90:%71' tggo:%:\/g, @:%77
x:cosng%ﬂ—i—isin%ﬂ—;%ﬂ,k:O,l x:coséwz%ﬂ—i-isin%ﬂ—g%ﬂ,k:O,l
T =cosg +ising $3:COS%7T+iSin%7T
V3 x3:—%+§i

— 1, v3
T1=35+ 51
5

gﬂ'

T4 = COS %ﬁ—kisin

To = COS %77+isin %7['

2= —j = == i
CL‘2Zt3
xQZ%—l—@i
T = %—i—@z
2 2
Py @)+ () = VB

Y =+/11, ¢ =arctgv11

tgo =2
=3 (cos arctg v11+2km ‘/QTH%W + 4 gin Acte v 42k ‘/2ﬁ+2k7r> . k=0,1

4 v/ .. \/
1‘5:\/§(COSarCtg2 11_{_ZSlnarctg2 11)

4 4\ ..
Tg = \/g(cosw —1—25111%)
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tggpz%:—\/ﬁ, ¢ = arctg (— V11)

T = \zyg (COS arctg (f\éﬁ)+2kﬂ* + isin arctg (f\éﬁ)JerTr) k=01

4 \/ .. \/
T7 = \/§<COS arctg2 1 isin arctg2 11)

4 - Vi A v/
T8 = \/§<COS arctg2 11427 +isin arctg2 11+27r)
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