Seminari 7

MATEMATICKE METODE ZA INFORMATICARE

Damir Horvat

RjeSenje

a) {(5,0,2), (0,-5,0)}

a-(5,0,2)+ B-(0,-5,0) = Ops
(50(, _SBa 20[) = (07 07 O)

Nadopuna do baze nije jedinstvena.

Zadani skup vektora je linearno
nezavisan u R> pa se moZe
nadopuniti do neke baze

5a =0
—53=0
20 =0
{(5,0, 2)7 (07 —5,0), (17070)}
- (57072) +6 (07_570) +7- (17070) = eR3

a=0 vektorskog prostora R3,

B=0

A e d

Bian = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

dimR3 =3

FOI, Varazdin (5a+ v, —58,2a) = (0,0, 0)
jedna nadopuna
S5a+~=0 do baze
—53=0p-ms =0 |7=0
20 =0 ) =0
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b) {64 2x —3x* — x3, x — 7x*} Bian = {1,x,x3,x*}
(64+2x—3x* = x*) + 3 (x — 7x*) = Op,(x
@ (642 =3 =)+ 5+ (x = 7x) = Oy dim Py(x) = 4
(—a—T78)x* + (-3a)x* + 2a + B)x +6a =0
2adatak 1 @ __;i Zg Zadani skup vektora je linearno

a) U R3? nadopunite do baze skup vektora {(5,0,2), (0,—5,0)}.

b) U P4(x) nadopunite do baze skup vektora
{6 +2x —3x% — X3, x — 7x3}.
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20+ =0
6 =0

{6+2X—3x2 —x3, x —7x5, 1}
a- (6+2x—3x2—x3) + 0 (X—7x3) +7-1=0p,
(—a —T78)x3+ (=3a)x* + (2a + B)x + (6a+v) =0

\ nezavisan u Py(x) pa se moZe

nadopuniti do neke baze
vektorskog prostora Py (x).

—a—78=0 =0 : .
linearno nezavisni skup vektora,
—3a=0|-a=0 -
ali nije baza za P,(x)
2a+ =0 0
6a+v =0 7
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b) {6 +2x — 3x* — x*, x — 7x%} Bian = {1,x,x%,x*}

{6+2x —3x% — x3, x = 7x3, 1, X}W dim Py(x) = 4

jedna nadopuna do baze

a-(64+2x—3x2—=x3) + 8- (x=7x*) +7-1+ 8- x = Op,x)
(—a—7B8)x®+ (—3a)x®> + 2a+ B+ 0)x + (ba+ ) =0

—a—78=0 =0

—3a=0|~wa=0
ﬂQa—i—ﬂ%—(S:O
ba+v=0

=R

v=20

Nadopuna do baze nije jedinstvena.

Zadatak 2

U Py4(t) zadani su polinomi
p(ty=t3+t2+t, qt)=t2—t+1, r(t)=205—t2+t-2

a) Ispitajte jesu li polinomi p, q i r linearno nezavisni u Py(t).

b) MoZe i se polinom f(t) = t3 + 3t? + 3 prikazati kao linearna
kombinacija polinoma p, q i r?

c) MoZe li se polinom g(t) = t* + 3t> + t + 3 prikazati kao linearna

kombinacija polinoma p, q i r?
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O ——; _ RjeSenje
Sustav linearnih jednadzbi Matricni zapis| AX = B ! ! dim Py(t) =4
e Kanonska baza za P4(t): {1,t,¢?, 3}
X1+2X2—X3:5 1 5 1 X1 5
5x1 — 3% +4x3 = —8 [5 3 2 ] x| = [—8] p(t)=t3+t>*+t —— p(t)=(0,1,1,1)
X3 q(t) = t3_ t+1 — q(t) = (17_17071)
Zapis pomo(:u linearne kombinacije vektora Progirena matrica sustava r(t) = 2t3 - t2 +t—-2 — r(t) = (_27 17 _17 2)
. f(t)=t3+3t24+3 —— f(t)=(3,0,3,1
1 ) _[s] , [t 2 —1is (t) (t)=( )
S B Y e I A L e g g(t) =3 +3+t+3 — g(t)=(3,1,3,1)
. 0 1 —-2:33
e Kronecker-Capellijev teorem 1 -1 1 : 01
Sustav linearnih jednadzbi AX = B je rjesiv akko r(A,) = r(A). A= 1 0 -1 | 3 3
e Posljednji stupac u matrici A, moZe se zapisati kao linearna 1 1 2 E 11
kombinacija preostalih stupaca akko r(A,) = r(A).
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01 —2:3 3'> D=1 1.0 1]/-(-1)/-(=1)
1-—1".1 10 1 017213 3 J
1 0--113 3 1 0-—-113 3 /(
1 1 271 1] 1 1 2411
[1-=1 110 1 =1 110 1
0@ =213 3 “1-213 3
0 1-213 2 0 .01 0 _1D
0 2 110 0 5%-5 —6

1

3

—6

o O
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X3

X0

Cetvrta dimenzija
10/20

{p,q,r,g} je jedna baza

? ? ? r(A) =4 za vektorski prostor P4(t).
0 —-2:3 3 ®@-1 1:0 1
A_1—11:01 0o @® -2:3 3
/1 0 -1:3 3 0 0 ®!-5 -6
1 1 211 o0 o0:0 &)

a) Polinomi p, g i r su linearno nezavisni u P4(t) pa je L(p,q,r)
potprostor dimenzije 3 u vektorskom prostoru Py(t).

b) Polinom f se moZe prikazati kao linearna kombinacija polinoma p,
g i r. Drugim rije¢ima, f € L(p, q, r).

c) Polinom g se ne moZe prikazati kao linearna kombinacija polinoma
p, q i r. Drugim rije¢ima, g ¢ L(p, q, r).
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Skup izvodnica za potprostor

‘C(Vh Vo, V3, Vg, Vs, V6) - *C(Vh Vo, V4) - ‘C(Vb V2) = ‘C(V3’ V6) =
ﬁ(Vh V2, V3, Vg, V5, Ve) 7& E(V47 V6)

dim‘C(Vly V2, V3, Vg, Vs, V6) =2

dim L(vg, v6) =1
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Zadatak 3
u)  (uo) (us)(ug(u r(A) =3
Neka je W potprostor od R® razapet s vektorima . .
u = (1,2,-1,3,4), wp =(2,4,-2,6,8), us = (1,3,2,2,6), (1 2 11 2] @211 2]
2 4 3 47 002 3
us = (1,4,5,1,8), us =(2,7,3,3,9). A=|-1 2253/~ -~ ~|0000
Odredite jednu bazu i dimenziju vektorskog prostora W. Z 2 2 33 g 8 8 8 8 8
Rjesenje ) i i )
[ 1 2 ]. 1 2- BW = {U17U3,U5} d|m W - 3
2 4 3 47
A=|-1 -2 2 5 3 W = L(u1, up, u3, ug, us)
3 6 2 1 3 W:,C(Ul,U3,U5)
4 8 6 8 9
12/20 14 /20
© 2 11 Potprostor vektorskog prostora
2 4 3 4
-1 -2 25 ~
3 6 21
4 8 6 8
(1 2 1 1 2]
00 @O 2
~10 0 3 6 ~
00 -1 =2
00 2 4
(1211 27 (D211 2]
0012 3 002 3
~Y .__5 ~Y
0000 (B /) 0000
0000 O (/ 0 000 O
0000 -5/ 0000 0
L - L - 13/20 15/20




Karakterizacija vektorskog potprostora

Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Neprazan podskup

Y C V je potprostor od V' akko za svaki izbor a,b € Y i
a,f € F vrijedi ca+ b e Y.

Linearni omota¢ skupa

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F, a S C V bilo koji

podskup. Tada je £(S) najmanji potprostor od V koji sadrzi
skup S.

16 /20

RjesSenje

a)

(o

.BER, ABEU == aA+BBe U

A:[é_3]eU

1
0
Skup U nije zatvoren na uzimanje linearnih kombinacija svojih
elemenata pa stoga U nije potprostor od M,(R).

e oo

No

U £ My(R)
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b)

Zadatak 4

Zadani su sljedeci podskupovi od My(R):

SRS

a) DokaZite da U nije potprostor od My(R).

cc+2d =0, a+b—-2c= 0}

b) DokaZite da je V potprostor od My(R) i odredite mu neku bazu i
dimenziju.

a b
AcV = A:[""1 bl], V:{[c d
o] d1
a +2d =0,
a1+b1—2c1:0

BeV = B:["”Z b,

:c+2d:0,a+b—2c:0}

0.BER, ABEV == aA+BBeV

,C2+2d2=0, 32+b2—2C2=O
C d2
OéA—i—ﬁB:Oé' ay b1 —l—ﬁ' as bz 01314-632 Oébl—i—ﬁbz
1 d1 Co d2 OéC1+5C2 a/dl—i-ﬁdz
(OéC1 + 56"2) + 2(ad1 + ﬂdz) = CY(C1 + 2d1) + 5(6‘2 + 2d2) =
=a-0+3-0=0

(cvar + Ba) + (aby + Bby) — 2(act + fo) =
=a(a+b —2a)+pf(a2+b—20)=a-0+5-0=0
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= aA+pBeV = V < My(R)
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[b] [€] d |
0 1 210
1 -2 010

—b+2c

4

e

c+2d=0
a+b—2c=0

}

:c+2d=0,a+b—2c:0}

M‘)d:_%c
Ty a3 = —b+ 2c

dmV =2
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